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Cuvint-inainte

Prezentul manual este elaborat conform curriculumului liceal modernizat la matematica
axat pe formarea de competente.

Manualul este structurat pe module. Pentru orientare, la inceputul fiecarui modul sint
formulate obiectivele educationale care pot fi atinse studiind modulul respectiv. Obiectivele
marcate cu * vizeaza numai elevii de la profilul real. Mentiondm ca manualul contine
compartimente ce tin de elemente de analiza matematica, numere complexe, elemente de
algebra superioara §i geometrie.

La aceasta treaptd a scolarizdrii, elevii se familiarizeaza cu o serie de concepte noi.
Acest fapt este un motiv in plus sd chemam cititorii sa parcurga atent atit materialul
teoretic (definitii, teoreme, proprietati etc.), cit si exemplele ilustrative, exercitiile motiva-
tionale si cele rezolvate. Numai in acest mod pot fi realizate prevederile principiilor
constructiv si formativ puse la baza studierii matematicii in invatdmintul preuniversitar.

Mentionam ca in manual sint folosite si unele notiuni, metode si procedee care nu sint
specificate de curriculum, insa reprezinta instrumente educationale eficiente pentru atin-
gerea obiectivelor. Printre ele mentiondm: matricea esalon, definitia determinantilor axata
pe dezvoltarea determinantilor dupa o linie sau dupa o coloana. Astfel, prin intermediul
manualului, autorii concretizeaza intru citva curriculumul proiectat, pornind de la necesitétile
actuale si de perspectiva privind predarea—invatarea—evaluarea matematicii in liceu.

Manualul este structurat astfel incit sa poata fi utilizat la predarea matematicii atit
elevilor de la profilul real, cit si celor de la profilul umanistic, arte si sport. De retinut ca
materialul (textul) marcat in partea stinga cu o bara verticala este previzut numai
pentru profilul real. Pentru profilul umanistic aceste texte pot fi propuse ca
extinderi. In plus, in conformitate cu obiectivele preconizate, exercitiile si problemele
propuse la sfirgitul fiecarui paragraf, precum si la sfirsitul fiecarui modul sint clasificate
dupa profil. Cele notate cu litera A sint destinate ambelor profiluri, iar cele notate cu lite-
ra B — numai elevilor de la profilul real, fiind extinderi pentru cei de la profilul umanistic.
Exercitiile marcate cu * au un grad sporit de complexitate si nu sint obligatorii pentru
rezolvare la profilul respectiv.

Probele de evaluare servesc la verificarea nivelului performantelor atinse si sint
elaborate pe profiluri: A — profilul umanistic, arte si sport; B — profilul real.

Unele prevederi tin sa faciliteze organizarea lucrului individual al elevilor. In afara de
exemplele motivationale, de consolidare si de utilizare a conceptelor, in manual sint
prezentate modele de rezolvare a principalelor tipuri de exercitii si probleme.
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Simbolurile si notatiile folosite sint cele intilnite frecvent in literatura de specialitate si
recomandate de curriculumul gimnazial la matematica. Sint folosite literele alfabetului
grec, pe care-1 reproducem mai jos.
tintele, atit prin Insusirea unor notiuni teoretice suplimentare (optionale), cit si prin rezolvarea
unor probleme mai complicate.

Stimati profesori si dragi elevi, speram ca acest manual sd devind un instrument didactic
util in studierea matematicii. Totodata vom fi recunoscatori pentru obiectiile si sugestiile
dumneavoastra ce vor contribui la imbunatatirea continutului manualului.

Autorii
Alfabetul grec

Litere Citirea literelor Litere Citirea literelor
A« alfa N v niu

B B beta EE csi

ry gama Oo omicron
Ad delta Inr pi

E ¢ epsilon Pp ro

7 zeta Yo sigma

Hn eta Tt tau

006 teta Y v ipsilon

It iota ) fi

K x kapa X x hi

A lambda Y v psi

M u miu Qw omega







Modulul 1

Definitii. « Multimea X cR se numeste marginita superior (marginiti infe-
rior) daca exista un numiar ce R, astfel incit x <c¢ (x=¢), pentru orice xe X.
Numarul ¢ se numeste majorant (minorant) pentru multimea X.

* Multimea X R se numeste marginita daca ea este marginita superior si infe-
rior, adica exista numerele reale m, M, astfel incit m < x < M, pentru orice x€ X.

Pentru fiecare dintre aceste propozitii poate fi formulata negatia ei logica. De exemplu,
negatia primei propozitii este: multimea X — R nu este marginita superior (marginita
inferior) dacd pentru orice me R existd x"e X, astfel incit x> m (x"<m). (Cu ajutorul
cuantificatorilor universali V, 3 conditia ,,pentru orice [oricare ar fi] me R existd x’e X
se scrie concis astfel: Vme R, 3x’e X))

Observatie. Orice multime X R, marginitd superior (marginita inferior), are o
infinitate de majoranti (minoranti). Daca numarul ¢ este un majorant (minorant) pentru
multimea X, atunci oricare alt numar ¢, mai mare (mai mic) decit ¢ de asemenea este
un majorant (minorant) pentru multimea X. Intr-adevar, pentru orice xe X, astfel
incit x<c s§i c<c,, rezultd cd x<c,, deci ¢, este de asemenea un majorant.

Definitie. Elementul a€ X (daca existd), X cR, se numeste cel mai mare
(respectiv cel mai mic) element al multimii X daca pentru orice xe X avem x <a
(respectiv x > a). In acest caz, se noteazi: a =maxX (a=minX).

Exemplu

Pentru multimea 4= {l | neN }, max 4 =1, iar min 4 nu exista.
n

Definitii. + Cel mai mic majorant (daca existd) al multimii marginite superior X c R
se numeste margine superioara (supremum) pentru X si se noteaza sup X.

* Cel mai mare minorant (daca existd) al multimii marginite inferior X cR se
numeste margine inferioara (infimum) pentru X si se noteaza inf X.

Observatie. Fie oo =infX i B=supX, iar ¥ ={-x|xe X}, atunci infY =—f si
supY =—o.

Exemple

1. Multimea numerelor naturale N nu este marginita superior, dar este marginita
inferior. Prin urmare, multimea N nu este marginita. Multimile Z, Q, R nu sint marginite
nici inferior, nici superior.

2. Multimea X = {l ‘n € IN*} este marginitd, deoarece Vn=1 avem O<l <1.
n n
3. Multimea 4= {sinx |xe R} este marginita, deoarece —1<sinx <1, pentru orice xe R.

Observatie. In exemplul 2, inf X =0¢ X, supX =1e X, iar in exemplul 3,
inf A=—1€ 4, supA=1€ A. Asadar, supremumul (infimumul) unei multimi X cR
poate sa apartind sau poate sd nu apartind acestei multimi.

6




Siruri de numere reale

O multime nevida marginita superior are o infinitate de majoranti, iar supremumul ei
este cel mai mic majorant. Cum o multime infinitd de numere poate sa nu aiba cel mai mic
element (a se vedea exemplul 2), apare urmatoarea intrebare: o multime numerica nevida
marginitd superior (inferior) poseda oare supremum (infimum)?

Teorema 1. Orice multime numerica nevida marginita superior (inferior) poseda
margine superioara (inferioara) si aceastd margine este unica.

Demonstratie

Fie X cR o multime nevida marginita superior, iar ¥ multimea tuturor majorantilor
multimii X, adica ¥ ={ye R|Vxe X, x< y}.

Conform ipotezei, X 2@, Y#@ si x<y, Vxe X, VyeY. In virtutea axiomei
continuitdtii multimii numerelor reale, existd un numar c, astfel incit Vxe X si Vye Y
x<c,
(D

xScSyc:»{cSy.

Din prima inegalitate a sistemului (1) rezultd ca numarul ¢ este un majorant pentru X,
iar din a doua inegalitate — cd numarul ¢ este cel mai mic majorant pentru X, deci ¢ este
marginea superioard a multimii X. Astfel, ¢ =sup X.

Sa demonstram ca aceastd margine este unica. Presupunem contrariul: cd multimea
Xare doud margini superioare diferite, ¢ si ¢’. Fie, de exemplu, ¢’ < c. Deoarece ¢ =sup X
si ¢’<c, conform definitiei, rezultd ca existd un element x, € X, astfel incit x, >c’.
Aceasta contrazice presupunerea ci ¢’ =supX. Prin urmare, c=c".

Existenta marginii inferioare a unei multimi nevide marginite inferior si unicitatea ei se
demonstreaza in mod analog. P

Teorema 2 (de caracterizare a marginii superioare a unei multimi)

Fie X cR o multime nevida marginita superior. Numérul M~ este marginea supe-
rioara a multimii X daca si numai daca:

1) x< M, pentru orice xe X;

2) pentru orice € >0 exista x, € X, astfel incit x, >M" —e¢.

Teorema 3 (de caracterizare a marginii inferioare a unei multimi)

Fie X cR o multime nevida marginita inferior. Numarul m* este marginea infe-
rioard a multimii X daca si numai daca:

1) x=m", pentru orice xe X;

2) pentru orice € >0 existd x, € X, astfel incit x, <m" +e&.

Demonstratia acestor teoreme rezultd imediat din definitia marginii superioare si
respectiv a celei inferioare pentru o multime.

Daca multimea X nu este marginita superior (inferior), atunci vom conveni sa scriem
sup X =+4oo (inf X =—0). Pentru X =R, convenim cd infR=—co §i supR =+co.
Pentru orice xe R, considerdm cd —oo < x <+oo,
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Modulul 1

Exercitii rezolvate
% 1. S se determine supremumul si infimumul multimii 4 = {1 —% ‘ ne N*}.

Rezolvare:

Evident ca 0<1 —% <1, pentru orice ne N". Deci, multimea 4 este marginita.

Sa demonstram cd supA=1. Vom aplica teorema de caracterizare a marginii
superioare a unei multimi. Deoarece 1—%< 1, Vne N°, rezulti ci prima conditie a
teoremei 2 este verificata.

< < . . . 1 con o e
Observam ca pentru orice € >0 inecuatia 1| ——>1—¢ are solutii in N". Fie n, una
n

. . . 5 . . . 1
dintre aceste solutii. Obtinem ca pentru orice € >0 existd numarul l—n—e A, astfel
o a 1 .. . . L e
incit 1——>1—¢€. Asadar, conditia a doua a teoremei 2 este verificatd. Prin urmare,
n

supA=1. ’
Sé demonstram ca inf 4 =0. Avem 1— 1 >0, Vne N". Cum 0 apartine acestei multimi
n

(pentru n = 1), rezulta ca inf 4=0. Constatam cd infA=min A€ 4, iar supA¢ A.

2
% 2. Fie multimea A:{ 2” |ne IN}.
n +4

a) Sa se demonstreze ca multimea 4 este marginita.
b) Sa se determine supremumul si infimumul multimii 4.

Rezolvare:

2
n

n’+

b) S& demonstram cd supA=1. Vom aplica teorema 2. Prima conditie a teoremei
2

a) Observam cd 0 < <1, pentru orice ne N. Deci, multimea 4 este marginita.

este verificatd. Vom ardta ca pentru orice (<& <1 inecuatia >1—¢ aresolutiiin N.

n’ +4

. .. . . / 1 . e .
Rezolvind aceasta inecuatie, obtinem n > 2 - —1 si, conform principiului lui Arhimede,

dn, € N, astfel incit n, >21/%—1, anume 7, :[21/5—1}+1. Prin urmare, supA4=1.

2
n >0, VneN, si 0e 4, rezulta ca infA=0.

n’+

Deoarece

Observatie. Multimea tuturor fractiilor subunitare pozitive nu poseda nici cel mai mic
element, nici cel mai mare element, infimumul §i supremumul acestei multimi fiind
respectiv numerele O si 1.

1.2. Notiunea de sir numeric. Siruri finite, infinite. Subsiruri

Definitie. Fie £ cR o submultime. Se numeste sir de numere reale (sir nu-
meric, sir real) orice functie f/: N — E.

O astfel de functie asociaza fiecarui numar natural 7€ N* un unic numar real f(n)e E.
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Modulul 1

Sirul lui Fibonacci are aplicatii in diverse domenii ale matematicii: combinatorica, teoria
numerelor, analizd matematicd s.a. El poseda proprietati interesante (de exemplu, toti
termenii sirului de rang divizibil cu 3 sint numere pare, termenii de rang divizibil cu 4 sint
divizibili cu 3, iar termenii de rang divizibil cu 15 sint divizibili cu 10).

l Definitie. Doua siruri, (x,),., si (»,),.,» se numesc egale daca x, =y , Vne N".

n-1
Astfel, sirurile ﬂ sil,0,1,0,... sintegale, iar sirurile 1,0, 1,0, ... 510, 1,

n=1

0, 1, ... nu sint egale, cu toate cd au aceeasi multime de valori ale termenilor: {0, 1}.

l Definitie. Un sir (x,),., se numeste constant dacd x,,, =x,, pentru orice ne N".

Exemplu
Sirul (x,),, definit de x,=3 si x, =4x,+6, Vn2=1, este constant:

n+l

x, =3, x,=3, x,=3, ..

1.3. Siruri monotone. “Siruri marginite

Definitii. » Sirul (x,)
. *

x,<x,, (respectiv x, >x, ), VneN.

» Sirul (x,),., se numeste strict crescator (respectiv strict descrescitor) daca

., (respectiv x, >x,,,), VneN".

e Sirurile crescatoare sau descrescatoare se numesc siruri monotone.

se numeste crescator (respectiv descrescitor) daca

nl

X, <X

n+l

* Sirurile strict crescatoare sau strict descrescatoare se numesc siruri strict mono-
tone.

Observatie. Exista siruri care nu sint monotone.
De exemplu, sirul (x,),.,, x, =(=1)" x,==1, x, =1, x, =—1, ...

Pentru a determina dacd un sir (x,),,, este crescdtor sau descrescitor, se poate
proceda astfel:

1. Studiem semnul diferentei a doi termeni consecutivi:

e dacd x,,, —x, 20, Vne N, atunci sirul (x,),,, este crescator;

e daca x,,, —x, <0, Vne N, atunci sirul (x,),., este descrescator.

nzl
2. Dacéa termenii sirului sint pozitivi, atunci comparam cu unitatea raportul a doi
termeni consecutivi:
- .. X : . <
«daca x, >0, Vne N, si =*->1, Vne N', atunci sirul (x,),,, este crescator;

n

- * . X * .. -
e daca x, >0, VneN’, si <1, Vne N, atunci sirul (x,),,, este descrescitor.
X >

n

Inlocuind semnul ,,>” (,,<”) cu,,>" (,,<”), se obtin criterii analoage pentru monotonia
stricta.
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Siruri de numere reale

Exercitiu rezolvat

Sa se studieze monotonia sirului (x,),.,, daca:

_n+l 1

a) X, = b) %= D)’

Rezolvare:

Q) x —x :(n+1)+1_n+1 =n+2_n+l :(n+2)(n+2)—(n+1)(n+3):
T (n+1)+2 n+2 n+3 n+2 (n+3)(n+2)
n+4n+4—-n*—4n-3 1

- = Vne N".

(n+3)(n+2) (n+3)(n+2)>0’ ne

Ceea ce inseamna ca x,,, >x,, Vne N, adica sirul este strict crescator.

b) Observam ca x, >0, Vne N

xn+1 _ 1 . 1 _ 1
x  (n+D(m+2) nmn+1) (n+1)(n+2)

n

n(n+1)=—2—<1, VneN".

Atunci
n+2

Prin urmare, sirul este strict descrescator.

Definitii. « Sirul (x,),., se numeste marginit superior (marginit inferior) daca
existd un numdr real a (respectiv b), astfel incit x, <a (respectiv x, >b), Vne N'.

e Sirul (x,),., se numeste marginit daca el este marginit superior si inferior, adica

exista doud numere a, be R, astfel incit a < x, <b, pentru orice ne N".

Sirul (x,),., este nemarginit daca VM >0, In,, € N, astfel incit |x, |>M.
2 M

Exercitii rezolvate

1. Sa se stabileasca daca sirul (x,),.,, X, =%, este marginit.
z n
Rezolvare:
2n+1 . . . )
x = >0, Vne N’, deci sirul este marginit inferior.
" 2n+3
Sa demonstram ca sirul este marginit si superior.
5 < 2n+1 _2n+142-2 (2n+3)-2 2
Intr-ad = = = =1- <1, Vn>1.
Hadevat & =00 ¥3 ™ 2n+3 2n+3 3 0"
Asadar, sirul, fiind marginit inferior si superior, este marginit:
0< 22t 1 wpen:
2n+3
2. Sa se studieze monotonia §i marginirea sirului (x,),.,, daca x, = %
Rezolvare: '
Sa cercetam monotonia sirului.
2! 2" 2 2 X, 2 .
— = & = . 2= N V (S N .
AVem X S CoD T A a1 O TN S T
x Ed
Cum —2— < I, Vne N, rezultd ca —*- <1, Vne N".
n+1 X

n




Modulul 1

Deci, sirul este descrescator.

n

Evident ca sirul este marginit, deoarece 0 < 2—' <2, Vne N
n!

Definitie. Fie (x,),., un sir de numere reale si (n,),., un sir strict crescator de

nxl*

numere naturale. Sirul (x, )., se numeste subsir al sirului (x,)

Observatie. Un sir (a,),., are o infinitate de subsiruri. Sirul (a,),., este un subsir al
siu. In acest caz, n, =k, Vke N'.

De exemplu, din sirul (x,),,, X, =n, putem extrage subsirurile (x, )., X
sau x, =2k, ke N".

=2k+1
k

n

Exercitii propuse |

1. Sasedea exemple de siruri finite, infinite.

2. Sa se dea un exemplu de sir numeric cu termeni pozitivi, care strict descrescator ,,se apropie”
de zero.
_2n+1
" n+4
a) Sa se scrie primii cinci termeni ai girului.
b) Sa se studieze monotonia sirului.

_B_|

4. Sa se dea exemple de subsiruri ale unui sir.

3. Fiesirul (x,),.,, x

5. Folosind cuantificatorii logici, sa se scrie negatia propozitiei:
»oirul numeric (x,),., este marginit superior”.

_2n+(=1)"

- 3n

7. Sasedeaun exemplu de sir numeric cu termeni negativi, care strict crescator ,,se apropie” de zero.

6. Sa se scrie primii cinci termeni ai sirului (x,),,,, X,

8. Sase dea exemple de siruri care nu sint marginite:

a) inferior; b) superior.
9. S se studieze monotonia si marginirea sirului (x,),.,, dac:
D=l pyn=tl g =L g 2O g2
10. Pentrusirul (x,),,, definit prin formula termenului general x, = (%) :
a) sd se scrie primii cinci termeni; b) sa se studieze monotonia si marginirea girului.
11. Sa se demonstreze ca sirul numeric (x,),.,, X, = g: ;i , este strict crescator §i marginit.

12. Fiesirul recurent (x,),., definitastfel: x, =1 si x,,, =x, +—, Va=1.
a) Sa se determine formula termenului general al girului.
b) Sa se studieze monotonia sirului.
c) Sa se stabileasca daca sirul este marginit.
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Siruri de numere reale

13. Fiesirul (x,),., definitprin x, =3 si x,,, =5x,, Vn2>1.
a) Sa se determine formula termenului general al girului.
b) Sa se studieze monotonia sirului.

14. Fiesirul (x,)
a) Sa se determine formula termenului de rang # al sirului.
b) Sa se studieze monotonia si marginirea sirului.

definit de x, =—1 sirelatia de recurentd x,,, =x, —2, Vn>1.

n1

15. Sa se scrie primii cinci termeni ai sirului (x,)
termenului de rang n, daca:
a) x, =-10, x,,, =x, +5 pentru n=1; b) x, =4, x,,, =2x, pentru n=1.
Sa se studieze monotonia si marginirea acestor siruri.

si sa se defineasca acest sir prin formula

nzl

16. Sirul (x,),,, cu x, =a, a€ R, este definit prin relatia de recurenta cu coeficienti constanti:
x,.,=ox,+f, Vn=>1; o, BeR. Sise scrie formula termenului general al sirului, daca:
a)a=1; f#0; b) x#0; B=0; c) a0, B#0.

17. Fiesirul (x,),,, definit de conditia initiald x, =3 sirelatia de recurenta x,,, = x, +5, Vn >1.
Sa se determine formula termenului general al sirului.

B Progresii aritmetice. Progresii geometrice

Vom cerceta siruri numerice speciale care admit aplicatii importante.

2.1. Progresii aritmetice

2.1.1. Notiunea de progresie aritmeticd

Fie sirul de numere reale (a,),.,, astfel incit ¢, =2 si a,,, =a,+3 pentru orice
n>1. Deci, a,=2, a,=a,+3=2+3=5, a,=a,+3=5+3=8, a,=a,+3=8+3=11, ...

Observam ca fiecare termen al acestui sir, incepind cu al doilea, se obtine prin adaugarea
la termenul precedent a aceluiasi numar, si anume 3.

Definitie. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere reale in care fiecare
termen, incepind cu al doilea, se obtine din termenul precedent prin adaugarea aceluiasi
numar.

. este o progresie aritmetica daca pentru orice k=1
=a, +r, unde r este un numar real. Numdrul » se numeste ratia progresiei

Sirul de numere q,, a,, ..., a
avem a

no e

k+1
aritmetice, iar a, este primul termen al acesteia.

O progresie aritmetica (a, )., este complet determinata, daca se cunosc primul termen
a, siratiar.
Daca: * >0, atunci progresia aritmetica este strict crescdtoare;
* <0, atunci progresia aritmetica este strict descrescdtoare;
* r=0, atunci progresia aritmetica este constantd.
Exemple

nzl

1. Pentru g, =1, r =2, obtinem progresia aritmetica 1, 3,5, 7, ...
2. Dacd a, =1, »=-3, atunci avem progresia aritmeticd 1, -2, =5, =8, ...
3. Pentru a, =7, » =0, obtinem progresia aritmetica 7, 7, 7, ...




Modulul 1

Definitie. Se spune ca numerele a,, a,, ..., a, sint numere in progresie aritme-
tica daca ele sint termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Progresia aritmetica poseda o proprietate importanta, care 1i justificd denumirea.

Teorema 4. Orice termen al unei progresii aritmetice «a,, @,, a,, ..., a, |, a,, a

n=12 "n> “ntld

incepind cu al doilea, este media aritmetica a termenilor vecini lui:
a_ +a
n 2 2

Exercitiu. Demonstrati teorema 4.

Este adevarata si

Reciproca teoremei 4. Daca fiecare termen al unui sir de numere reale, incepind
cu al doilea, este media aritmetica a termenilor vecini, atunci acest §ir este o progresie
aritmetica.

Demonstratie
Sa presupunem cd pentru orice trei termeni consecutivi ai unui sir oarecare (a,)

a +a
n-1 n+1’ }122.

de unde obtinem
a,+a,=a, +a

nxl

are loc relatia: a, =
Atunci 2a,=a,  +a,,,,

n+l sau a}'l - anfl = an+1 - an :

Aceasta inseamnad ca diferenta dintre orice termen al sirului (a,)
sdu este un numar constant, deci sirul (a,)

1 S1predecesorul
este o progresie aritmetica. -

nzl

2.1.2. Formula termenului general al unei progresii aritmetice

Fie a, primul termen al progresiei aritmetice (a,)
definitiei progresiei aritmetice, avem:

1> 1ar 7 ratia ei. Atunci, conform

a,=a,+r,
a,=a,+r=(a, +r)+r=a, +2r,
a,=a,+r=(a,+2r)+r=a, +3r,

este dat de for-
mula: | a,=a,+(n-1)-r| (1

Teorema 5. Termenul general al unei progresii aritmetice (a,)

nzl1

Demonstratie

Vom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notédm prin A(n) afirmatia din egalitatea (1).

1. Pentru n=1, afirmatia A(1) este adevarata.

2. Fie afirmatia A(k) adevarata pentru k >1, adica, a, =a, +(k—1)-r.
Sa demonstram ca este adevarata si afirmatia A(k +1).

Intr-adevar, a,,, =a, +r=a,+(k=1)-r+r=a,+k-r.
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Siruri de numere reale

3. Conform metodei inductiei matematice, afirmatia A(n) este adevaratd pentru orice
numar natural nenul n. P

Observatie. Progresia aritmeticd (a,),,, de ratie » poate fi definitd prin relatia de

n=1

recurenta a,, =a,+r, Vn =1, sauprinrelatia de recurentd a,,, =2a,,, —a,, Vn=1,
si primul termen a,.

2.1.3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

Teorema 6. Fie numerele reale a, a,, ..., a, |, a, In progresie aritmetica.
Atunci suma termenilor egal departati de termenii extremi este egald cu suma

termenilor extremi: a, +a, ,,, =a, +a,, pentru orice £k >1.

Demonstratie
Fie numerele a,, a,, ..., a, In progresie aritmeticd. Daca r este ratia progresiei, atunci

a,=a,+(k-=1)-r si a =a,+(n—-k)-r,

n—k+1
deunde a, +a, ,,, =[a, +(k=Dr]+[a, +(n—k)r]=2a, +(n-1)r.
Dar a,+a,=a, +[a, +(n—1r]=2a, +(n-1Dr.
Astfel, obtinem egalitatea a, +a, ,,, =2a, +(n—-D)r=a,+a,. P

n—k+1
Folosind teorema 6, se obtine ugor formula generald pentru suma primilor » termeni ai
unei progresii aritmetice.

Notadm cu §, suma primilor » termeni ai progresiei aritmetice (a,),., si 0 scriem de

doua or1 astfel:
S, =a +ta,+ta,+...+a,,+a, +a,

S, =a,+ta, +a,,+...+ta,+a,+ta,.
Adunind aceste doua egalitati membru cu membru, obtinem:
28, =(a,+a,)+(a,+a, )+(a,+a, )+..+(a,,+a)+(a, +a,)+(a,+a).

Conform teoremei 6:

a+a,=a,+a, =a,+a, ,=..=a, ,+a,=a, +a,.
a, +a
De aceea 2S, =n(a, +a,), de unde S, =%~n.

.. a +a, . . .
Retineti: S, == (2) — formula sumei primilor n termeni ai progresiei
aritmetice (a,),.,-

2a,+(n-1r S . -
S, = % n (3) —formula de calcul al sumei primilor # termeni ai progresiei
aritmetice (a,),.,, aplicabild in cazul in care se cunosc primul termen a, siratia 7.

Exercitiu. Demonstrati formula (3).
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Modulul 1

Exercitii rezolvate
% 1. Si se afle suma numerelor naturale de la 1 la 100.
Rezolvare:
Aceste 100 de numere sint in progresie aritmeticd. Primul termen al progresiei este 1,
iar ultimul termen este 100.
1+100

Deci, S, = +2a1°° 100 =122-100 = 5050.

% 2. Sa se afle primul termen al progresiei aritmetice (a,),.,, dacd a,, =131, r=12.
Rezolvare:
Aplicind formula (1), obtinem: 131=a, +(10-1)-12 < 131=a, +108 & a, =23.

% 3. Sa se afle primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),,,, daca a; =27, a,, = 60.

Rezolvare:
a,+4r=27,
a, +26r=:060.

Rezolvam sistemul si obtinem a, =21, r=1,5.

Folosind formula (1), avem: {

% 4. Sé se calculeze suma primilor 100 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, dacd
a, =10, a,, =150.
Rezolvare:
- L 10+150
Aplicind formula (2), obtinem: §,,, = 5 100=80-100 =8 000.
% 5. Sa se demonstreze c¢d dacd cotangentele unghiurilor B
triunghiului ABC sint in progresie aritmetica, atunci patratul
lungimilor laturilor respective ale acestui triunghi de asemenea ¢ N
sint In progresie aritmetica. y c
Rezolvare: b

Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Din conditia problemei avem, de
cosd cosB _cosB cosC

lu, ctgd — ctgB =ctgB —ctgC & — - =— :
exemplu, ctgd —ctgB = ctgB —ctg sind sinB  sinB sinC

sin Bcos A—sin Acos B _ sinCcos B —sin BcosC

sin Asin B h sin BsinC
De aici obtinem sm(B —4) = s1n(C — B).
’ n A4 sinC

Deoarece sinC =sin(B + 4), sin 4=sin(B + C), obtinem

sin(B — A)sin(B + A) =sin(C — B)sin(C + B) < sin’ A —sin’B =sin’B —sin’C.
Dar sin 4 :%, sin B =%, sinC :ﬁ.

urmare, patratul lungimilor laturilor triunghiului, a*, b°, ¢’, sint in progresie aritmetica.

16 |

Astfel, rezultd ci a’ —b* =b*> —c*. Prin







Modulul 1

Observatie. Relatia b =b,_ -b ., (sau |b, |=4/b,_, b, ) este adevdrati pentru
oricare progresie geometrica.

Este adevarata si

Reciproca teoremei 7. Daca fiecare termen al unui sir de numere reale pozitive,
incepind cu al doilea, este media geometrica a termenilor vecini, atunci acest gir
este o progresie geometrica.

| Exercitiu. Demonstrati reciproca teoremei 7.

2.2.2. Formula termenului general al unei progresii geometrice

Fie b, primul termen al progresiei geometrice (b,),., si g ratia ei. Atunci, din definitia
progresiei geometrice, avem:

Teorema 8. Termenul general al unei progresii geometrice (b,),., este dat de

formula: b, =b-q"". 4)

Demonstratie

Vom aplica metoda inductiei matematice.

Notam cu P(n) afirmatia din egalitatea (4).

1. Pentru n =1, afirmatia P(1) este evidenta.

2. Fie afirmatia P(k) adeviratd pentru k >1, adicd b, =b,-¢""'.

Sa demonstram ca este adevarata afirmatia P(k +1).

Intr-adevar, b,,, =b,q=(bq" " Ng=bq".

3. Conform metodei inductiei matematice, afirmatia P(n) este adevarata pentru orice

numar natural nenul n. P

Observatie. Progresia geometrica (b,)
recurentd b, =b, -q, Vn 21, si primul termen b,.

de ratie g poate fi definita prin relatia de

n=l

2.2.3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice
Fie (b,),., o progresie geometricd cu primul termen b, si ratia q.

Observatie. Ca si pentru numere in progresie aritmetica, pentru numerele b, b,, ..., b ,
care sint in progresie geometrica, are loc relatia:

b,-b, ., =b-b,
adica produsul termenilor egal departati de extremi este egal cu produsul termenilor
extremi.

n—k+1

Fie suma primilor » termeni ai acestei progresii:
S =b+b,+..+b,. %)
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Siruri de numere reale

Pentru a calcula §,, examinam doua cazuri:
1) ratia ¢ =1; atunci S, =5, -n.
2) ratia g #1. Atunci inmultim ambii membri ai egalitatii (5) cu ¢ si obtinem:
qS,=bg+b,g+...+b, .qg+bgq.
Dar bgq=0b,, byg=b,, .., b, ,q=0,,
qS,=b,+b,+...+b,+b4q. (6)
Scédzind membru cu membru (5) din (6), obtinem:
9S,=S,=b,q=-b < S, -(q=1)=b,q-b.
bnq _bl — b] _bnq

Deoarece g#1, S, = =1~ I=gq

de aceea

o b —b Lo . .
Retineti: S :11—”q, q#1 — formula sumei primilor » termeni ai progresiei
—q

n

geometrice (b,)
¢ _b-q")
I-q

nxl*

, ¢ #1 (7) —formula de calcul al sumei primilor # termeni ai progre-

n

siei geometrice, aplicabild 1n cazul in care se cunosc primul termen b, si ratia q.

Exercitiu. Demonstrati formula (7).

Sa revenim la legenda jocului de sah.

Pentru a raspunde la intrebare, trebuie sa aflam numarul de boabe de griu, adica sa
calculam suma 1+2+2*+2° +...+ 2%,

Avem: b =1, ¢=2, b, =2%.
2%.2-1

2-1

Am obtinut un numar natural de 20 de cifre. Considerind ca 30000000 de boabe de
griu cintaresc aproximativ o tond, ne convingem ca doleanta lui Sessa nu a putut fi
indeplinita. (Comparati: productia mondiala de griu in anul agricol 2012-2013 a constituit
circa 700000000 t, iar inteleptul a cerut aproximativ 614 miliarde de tone.)

Progresia geometrica: * cu b, >0, ¢>1 sau cu b, <0, 0<g<1 este strict crescd-
toare;

ecu b <0, g>1 saucu b, >0, 0<g<l este strict descrescdtoare;

°cu ¢ <0 nu este monotona;

°cu g=1 este constanta.

Obtinem S, = =2% —1=18446744073709551615.

Exercitiu. Dati cite un exemplu pentru fiecare caz.

Progresia geometrica (b,),., se numeste infinit descrescdtoare daca ratia g verifica

relatia | g |<1. Pentru progresia geometricd infinit descrescatoare (b,),.,, obtinem:
s b =D _h(=¢)_ b _ b .

g-1 I-¢g 1-¢q 1-g¢

n

[ 19
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Cind n creste, ¢" tinde la zero (,,se apropie” de zero), deoarece | ¢ | <1, iar suma S,
bl

tinde la valoarea expresiei . (A se vedea si §3, secventa 3.3.)

Exercitii rezolvate

% 1. Sa se afle primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca {lez :Z' i;"

Rezolvare: o
bg—b =4,
blq ? _bl =o.

Rezolvind acest sistem, obtinem b, =1, g=-3.

Folosind formula (4), scriem sistemul: {

%, 2. Un turist, urcind pe munte, in prima or a parcurs o distantd de 800 m. In fiecare ora
urmitoare el a parcurs o distantd cu 25 m mai mica decit in ora precedentd. in cite ore
turistul a parcurs distanta de 5700 m?

Rezolvare:

Numerele 800, 775, 750, ... sint in progresie aritmetica. Astfel, a, =800, » =-25. Din
a, =x=800-25(n-1),
S 2800%41:5700.
Rezolvam acest sistem si obtinem x=1625m, 7n =8 ore.

conditia problemei rezulta sistemul:

Raspuns: 8 ore.

% 3. Sa se determine numerele pozitive x, y, z care satisfac simultan conditiile:
1) x, ¥, z sint in progresie geometrica;
2) x, y+4, z sint in progresie aritmetica;
3) x, y+4, z+32 sint in progresie geometrica.

Rezolvare: ) ) s
xz=y xXz=y 9x" =20x+4=0,

Obtinem sistemul: {x+z=2(y+4) Siy=4x-2 S1y=4x-2,
x(z+32)=(y+4)’ z=2y—x+8 z=Tx+4.

Rezolvind ultimul sistem, obtinem solutia x=2, y=6, z=18.
Exercitii propuse |

1. Sase scrie formula termenului general al girului:
11 1 11 1

a)3,-3,3,-3,...; b) 1, 3 a4 Ty ) 309> 570 d)1,9,25,49,81, ...
2. Sase scrie primii patru termeni ai progresiei aritmetice (a,),,,, daca:

a)a =7, r=2; b) a, =-3, r=5; c)a =13, r=03; d) aI:%, %:%-
3. Saseafle termenul ¢, al progresiei aritmetice (a,),.,, daca:

a) a, =131, r=12; b) a,, =0, r=-3.
4. Sa se scrie primii patru termeni ai progresiei geometrice (b,),.,, daca:

2) b =-10, g=1; b) b =3, =43,
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5. Pentru a construi o serd, se folosesc piloni instalati vertical. Cel mai scurt pilon are inaltimea de
5 dm, iar fiecare dintre pilonii urmatori este cu 3 dm mai inalt decit precedentul. Aflati inaltimea
celui mai 1nalt pilon, al saptelea.

6. Intr-un amfiteatru sint 10 rinduri. in primul rind sint 100 de locuri, iar in fiecare dintre rindurile
urmatoare — cu 20 de locuri mai mult decit in cel precedent. Cite locuri sint in total in amfiteatru?

7. O bancd da o dobinda anuald de 9%. Ce suma va primi peste 5 ani o persoana care a depus la
banca 2700 lei, daca dobinda calculata in fiecare an se adauga la suma existenta?

8. Vara, la munte, odata cu cresterea altitudinii cu cite 100 m, temperatura aerului scade cu 0,7°C.
La poalele muntelui sint 26°C. La ce altitudine se afla un turist, daca termometrul indica 14,8°C?

9. Fintinarilor angajati la saparea unei fintini li s-a promis 150 lei pentru primul metru sdpat, iar
pentru fiecare metru sapat in continuare — cu 60 lei mai mult decit pentru cel precedent. Sa se
afle ce suma de bani vor cistiga fintinarii, daca adincimea fintinii va fi de 12 metri.

10. In conditii favorabile, in fiecare ora, orice bacterie se divizeaza in altele doua. Cite bacterii se
vor reproduce dintr-o bacterie timp de 10 ore?

__B | b

. o . . . b +
11. Sa se afle suma primilor cinci termeni ai progresiei geometrice (b,),,,, dacd —== 1 sl
= b,+b, 3
b +b,+b,=52. :
12. S se determine formula termenului general al progresiei aritmetice (a,),., si S,, daca:
1 3 1
a) a1:—4, }":5’ n:l4’ b) al:§, ]/’27’ n=25.

13. Sa se demonstreze ca daca numerele a, b, ¢ sint In progresie aritmetica, atunci si numerele
a’>—bc, b’ —ac, ¢’ —ab sintin progresie aritmetica.

14. Sa se scrie formula termenului de rang n al progresiei geometrice (b,),,,, daca:
a) b =9, b, =2b,; b) b, =10, b, =£h,.
15. Sase afle primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca:
7 7 7
a) b, =-12, b7:23ﬁ; b) b‘+b“:E’ b3—b2+b1:§.

16. Fie o progresie geometricd cu S, =40, S, =60. Sa se afle S,.

17. Sase determine numerele x, y, z€ R care satisfac simultan conditiile:
a) x, v, z sint in progresie geometrica,
b) x, y+a, z sint in progresie aritmetica;
¢) x, y+a, z+b sint in progresie geometrica.

18. Sa se afle valorile lui xe R pentru care numerele 2x—1, 2x+1, x+26 sint in progresie
geometrica.

19. Sase determine primul termen al progresiei geometrice (b,),.,, daca:
a) S, =12, ¢=3; b) S, =1, g=-2.

20. Saserezolvein R ecuatia: 1+7+13+...4+x=280.

21. Lungimile laturilor triunghiului 4BC, considerate in ordine consecutiva, sint in progresie
geometrica crescatoare. Ratia acestei progresii este mai micd sau mai mare decit 2?

22. Sa se reprezinte numarul 180 ca suma a patru numere reale pozitive, care sint in progresie
geometrica cu ratia g # 1, daca se stie ca termenul al treilea este cu 36 mai mare decit primul
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Modulul 1

| Limita unui sir. Siruri convergente, siruri divergente

In Antichitate, matematicienii greci Arhimede, Zenon din Elea!
si altii au utilizat sirurile numerice pentru a obtine aproximari cit mai
bune ale unor marimi. Mult mai tirziu, s-au introdus conceptele de
sir convergent si limita.

3.1. Notiunea de limita a unui sir

Se numeste vecindtate a unui punct ac R orice interval
deschis de forma (a—¢, a+¢€), €>0. Vecindtatea punctului a se Zenon din Elea
noteaza cu U(a, €) sau V(a, €).

Prin urmare, U(a, €)={xeR|a—e<x<a+e}={xeR ||x—a|<8}.

Vom spune cd un punct x, este punct interior al multimii X, X c R, dacd exista o
vecindtate U(x,, €), € >0, a acestui punct, astfel incit U(x,, €) € X.

Definitie (in limbajul vecinatatilor). Fie (x,),., un sir de numere reale i a un

numar real. Sirul (x,),., are limita ¢ daca in orice vecinatate a punctului a se

nzl

contin toti termenii sirului cu exceptia, poate, a unui numar finit de termeni.

Faptul ca sirul (x,),,, are limita a se scrie: limx, =a (se citeste: ,limita sirului x,
n—yo0

nl1

cind » tinde la infinit este egald cu a”) sau x, — a cind n — oo (se citeste: ,,x, tinde la
a cind n tinde la o).

Observatie. Se scrie n — oo, sinu n — +eo, deoarece n este numar natural si nu este
pericol de confuzie.

Definitie (in limbajul £). Numdrul ae R este limita sirului (x,), ., daca pentru
orice £ >0 existd n, e N, astfel incit |x, —a|<e oricare ar fi ne N, n>n, .

Observatii. 1. Daca negam 1n definitia cu ,,£”, obtinem: Numarul a € R nu este limita
sirului (x,),., dacd Je, >0, astfelincit Vne N, 3n, > n cuproprietatea | x, —a|> g,
2. In definitia in limbajul & se poate inlocui € cu ae, unde numirul real o >0 este
fixat. Atunci putem formula definitia In limbajul € astfel: numarul ae R este limita

sirului (x,),., dacd Ve >0, 3n, e N', astfel incit | x, —a|<ae, Vn>n,, unde a > 0.

n=l
Exerecitii rezolvate

% 1. Fie sirul (x,),.,, X =%. Sa se demonstreze ca limx, =0.

n—oo

n

Demonstratie

Fie U o vecinitate arbitrard a punctului 0, U = (¢, €). Fie ne N', astfel incit n > %,

adica 0< 1 <é. Deci, x, = %e (—€,€)=U daca n> % Asadar, termenii sirului (x,),.,
n

! Zenon din Elea (cca 490—cca 430 1.H.) — filozof si matematician grec.

22 |



Siruri de numere reale

incepind cu rangul n, = I:%] +1, se aflad In vecinatatea U a punctului 0.

1

Prin urmare, numarul 0 este limita sirului (x,),.,, x, =—.
n

nxl?

Retineti: 1irnl =0.

n—e

% 2. Si se demonstreze cd lim 2n+l _ 2.

noe 0 +1

Demonstratie
Vom demonstra cd pentru orice € >0 existd n, € N", astfel incit oricare ar fi ne N,

n>n,, se verifica inegalitatea 2n+1_2 < €. Evaluam |2n+1_2 =| ml |= 1 .
+1 | n+1 n+1] n+l
Pentru orice £ >0 cerem ca |2n+1 =-2|= 1 <é€. Daca ¢ >l, atunci inegalitatea
| n+1 n+l 2

. - . * - 1 . . -
1 <& este verificata de orice ne N'. Daca 0<e< > atunci ea este verificata de
n

. 1 . R . 1 .
orice n >E_1’ nelN, de aceea in acest caz consideram n, = E_l +1, n,eN.

2n+1
-2
1

Asadar, pentru orice £ >0 existi n, € N', astfel incit < g, oricare ar fin,

n>n,. Rezultd cd lim 2n+l_

=2.
noe 1+ 1

% 3. Sa se demonstreze ci sirul (x,),.,, x, =(=1)" nu are limita.

n=l2

Demonstratie

Presupunem contrariul, ¢ existd un numar a € R, astfel incit lim(—1)" = a. Conform
Hn—>0

definitiei limitei, pentru orice € >0, in particular pentru & =%, exista n, € N, astfel incit

|x, —al <%, Vn>n,. Deoarece x, € {—1,1}, rezultd cd au loc simultan inegalitatile

|1—a|<% si |—1—a|<%. Obtinem ¢ 2= |(1—a)+(a+1)]| S|1—a|+|1+a|<%+%=l,

adica 2 <1. Absurd. Deci, sirul dat nu poseda limita.

% 4. Sa se demonstreze ca limla:O, oeR’.

n—ee gy
Demonstratie

Vom demonstra ¢ pentru orice € >0 existd n, € N, astfel incit oricare ar fi ne N,

n>n

€

are loc inegalitatea ‘%‘ <eg, a>0.

Intr-adevar, pentru orice € >0, luind in consideratie ca |—

n

1. o .
=— sirezolvind inecuatia
n

. | . . 1 .
<& cu necunoscuta n, obtinem n>-—-. Observdm ca n, = —-| este un numar

(28
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Modulul 1

1 )
—-—0| <& oricare

n

natural. Asadar, pentru orice € >0 exista n, = Ll e N', astfel incit

e

. . .1
ar fi ne N, n>n,. Prin urmare, lim—-=0, o >0.

n—e p

Retineti: lim% =0, o >0.

n—e p

Exercitiu. Folosind definitia in limbajul vecinatatilor, demonstrati ca sirul (x,)
x, =(=1)", nu are limita.

nz12

Definitii. « Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita plus infinit si se

n=l
scrie limx, =+oo dacd pentru orice £ >0 existd n, € N, astfel incit x, > & oricare

n—eo

arfi n>n,.

* Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita minus infinit si se scrie

nzl1

limx, =—co dacd pentru orice € >0 existd n, € N, astfel incit x, <—¢ oricare ar
n—o0

fin>n,.

* Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita infinita si se scrie limx, =oo

n—se0

dacd pentru orice € >0 existd n, € N, astfel incit | x, | > € oricare ar fi n>n,.

nzl

II Observatie. Evident, daca limx, =+eo sau limx, =—oco, atunci limx, = oo,
n—yee n—eo n—o0
Exemple
1. Fie (x,),.,;» x, =n". Evident, limx, = -tee.
2. Fie (x,),.,, x, =—2". Atunci limx, =—oe
n—eo

3. Pentru sirul (x,),.,, x, =(=1)"-n, avem limx, =oo.

nzl?

Exercitiu rezolvat
% Consideram sirul (x,),.,, x,=¢", ¢<-1. Sa se arate ca lim ¢" =oo.

Rezolvare: Hw

Conform definitiei, vom arata ca pentru orice € >0 exista n, € N, astfel incit |¢" | > &€
oricare ar fi n>n,.

Fie £ > 0. Relatia | ¢" | > ¢ este echivalentd cu |g|" >¢. Logaritmind inegalitatea in
baza |¢q|, |¢|>1, obtinem:

log, [q|">1log, €< n>log, e
Prin urmare, pentru orice € >0 exista n, =[log, €]+1, astfel incit |¢" [ >€ oricare

ar fi n>n,. Conform definitiei, }’i_{gq” = oo,
La demonstratia teoremelor si la rezolvarea exemplelor cu limite infinite uneori vom
utiliza urmatoarele multimi:
U(+eo, e)={xeR| x>¢€,€>0};
U(—oo, €)={xeR|x<—¢,£>0};
U(eo,e)={xeR||x|>¢, >0},

care se mai numesc vecindtdti, respectiv, ale lui +oo, —co §i oo,
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Modulul 1

Prin urmare, conform metodei inductiei matematice, x, <2, Vne N".
Conform teoremei lui Weierstrass, sirul (x,),.,, filnd monoton crescator i marginit

superior, este convergent.

nzl?

nzl

Observatii. 1. In demonstratia teoremei 10 am obtinut ca limx, =sup(x, ), daca (x,)
n—ee nEN*

este crescdtor. Daca (x,)

n=1

este descrescator, atunci analog se obtine limx, =inf (x, ).
n—eo neN

2. Daca limx, =a, atunci se mai spune ca sirul (x,)

n—oo

converge la numarul a.

nzl

Teorema 11. Unsir (x,),,, converge la x, dacd §i numai daca orice subsir (x, ),

nl1

converge la x,. Adicd limx, =x, & }gl:xnk =X,, pentru orice (X, ),

n—teo

Observatie. Din teorema 11 rezultd ca pentru ca un sir numeric s nu aiba limita, este
suficient ca el sd contind doua subsiruri cu limite diferite.

3.2. Proprietati ale sirurilor convergente
Fie sirurile de numere reale (x,),., si (,),s- Sirurile (A-x,),.,, A€R; (x, +,),5:
(X, )i i] , 1,20, ¥, eN; (x),., Vx, >0, neN’, se numesc respectiv
n Jn=1

produsul unui §ir cu o constantd, sir-sumd, sir-produs, sir-cit, sirul puterilor.

Apare in mod firesc intrebarea: ce se poate spune despre limita sirurilor definite mai
sus, in cazul in care sirurile initiale au limita, si, daca au limita, cum se calculeaza limita lor.

Teorema 12
1. Daca (x,)

este convergent si lim(A-x,)=A-a=A-limx,, adica factorul constant poate fi
n—yoo N+oo

> este un sir convergent, }Lrgxn =a si Ae R, atunci sirul (1-x,),.,
extras de sub semnul limitei.

2. Dacé sirurile (x,),., si (v,),., sintconvergentesi limx, =a, limy, =b, atunci
sirul (x, +y,),,, este convergent si lim(x, +y,) —utb= lim;::- limy,, adica
limita sumei a doua siruri converge;:tz este egald cu su;;:; Iimi;e_}mar acestor
Siruri.

3. Daca sirurile (x,),., si (»,),,, sint convergente, P_IEX" =a, llg} v, =b, atunci
sirul (x,-y,),, esteconvergentsi lim(x, -y, )=a-b=Ilimx, -limy, , adica limita
produsului a doua siruri converge’%we este egala cu ];:;duSL:f 7imitelor acestor
siruri.

4. Daca sirurile (x,),., si (»,),, sintconvergente, lﬂxn =a, }11_{13 v, =b (y, #0,

. x _(x,)_q limx,
VneN) si b#0, atunci sirul-cit | — este convergent si 1i L|l=—=12=
. ==\ y, ) b limy,

adica limita citului a doud siruri convergente este egala cu citul limitelor acestor
Siruri.
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Siruri de numere reale

3.3. Suma unei progresii geometrice infinit descresciatoare

Teorema 13. Fiesirul (S,),.,, S, =b, +bg+...+bq"", unde 0<|q|<1si b #0.

Atunci lim S, = .
N—eo 1- q

Demonstratie

Suma primilor 7 termeni ai progresiei geometrice infinit descrescitoare b, b,q, bq’, ...

poate fi scrisd sub forma S, = bg"", [g|<1.

i=1

Stiind ca §, =24 3) l¢| <1, obtinem:

lims, =lim24=¢" ): D im(1—g D= b deoarece limg" =0. P

n—oo n—o0 1 —_ q 1 —_ q n—oo

3.4. Numarul e

I Teorema 14. Sirul (x,),.,, X, =(1+%) , este convergent.

Demonstratie

Vom aplica teorema 10 (Weierstrass) din secventa 3.1 si inegalitatea mediilor:
a +a,+..+a,
%M/alaz...an, a,da,,..,a,€R. .

Vom ardta ca sirul x, = (1 +;) , n=1, este monoton si marginit.

Studiem monotonia girului (x,)

n/nzl*

Consideram numerele 1+l,1+l,...,1+l 1.
n n

2

n

nori

Conform inegalitatii mediilor, pentru aceste n +1 numere pozitive avem:

n!1+ !+1 el .
>"+11/ 1+ 1@ >"+1'/ 1+ n+2 (1+l) =S
n
1
(1+—) (1+ ) Vn=1.
+1

Prin urmare, x, <x

1> Vn>1, de unde rezulta ca sirul dat este strict crescator.

Sa demonstram ca sirul este marginit superior. Consideram urmatoarele » + 2 numere

. 1 1 111
ozitive 1+—,1+—, .., 1+—, =, —.
p n n n 22

nori
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Siruri de numere reale

1(6n+1)

1 1 3r117+7 3n+7
=1lim ( +3n+7) =e’.

n—eo

% 2. Sa se calculeze limita girului (x,),.,, daca:

a) x, =n’+2n-3—n; b) xnzn—+2;

3n+1
L.
An+1-+n T T
C) xn _—, d) x" _ﬁ.
" 14- 4.+
3 3"
Rezolvare:

a) Amplificam cu conjugatul expresiei:

(i 420 -3 —n) = lim V2= = =3
e e NAnt4+2n=34+n " An*+2n-3+n

n(2—3)
A n
=1lim =1.
( /1+2_1+1)
n n

2
o ”(”n) 142 lim(1+i) o
b) lim 2 = = lim =lim— " =" - _2

n—>m3n 1 n—)wn(3+1) n—>m3+% 11m(3+ 1) 3+0 3
n

n—so0

¢) Amplificam cu conjugatul expresiei de la numarator:

SRS TSI R,
= "*”n(\/n+1+\/_) "‘”"n(\/n+1+\/_)

d) Folosim formula sumei primilor # termeni ai unei progresii geometrice:

Yl—)

n+1
| | 1 1_(1)
AL tor -3 2) 4
lim ] 1 =1lim —= 311m Ty
SR T le_(l "%1_(1)
3 3 3 3
1
-1
3




Modulul 1

Exercitii propuse |
. Sa se aducd exemple de siruri numerice convergente, divergente.

1
2. Folosind notiunea de subsir, sa se demonstreze cd sirul (x,),.,, x, =(=1)", este divergent.
3

. Aplicind definitia limitei sirului numeric, sa se arate ca:

4n—1 2n’ +1 2n=3 1. Sn+6

9 Im=—==4 b lm=p5—=2  olmg=5=7  dlIm77=5
4. Folosind definitia limitei sirului, sa se arate ca: a) lim—— n=l # l, b) lim 2n+l #1.
nsen+1 2 n—e Sn+1
5. Aplicind teorema lui Weierstrass, sa se demonstreze convergenta sirului (x,),.,, daca:
2n+1 1 1y
= : =1+—; = — .
a) x, PR b) x, Tk ) x, (1+n)
6. Sase calculeze:
. . n+2
3) Llﬁnﬂ’ b 11—IE-}n +n 2 £1£-33"’ d I }1—»w3n+1
2 ' n n
o) hng( i J f) lim(gJ : o) lim%; h) lim(Nn +2n+3 —n);
I+ -4+ 2
i lim—2—— 2" 2 2 i) lim n—1 : K 1im1_2+3_4+"'_2n;
= 1 l n—e| m+1 e n
4
. 2 - (2n-1Y . n!
| n’ J_ + , o
D 55{ Tn+3 m liml 553 ] Ly
Exercitii si probleme recapitulative |
1. Sase scrie primii cinci termeni ai sirului (x,),,, cu termenul general:
_ 31’1 - 2 . ol E ) . —(—1\". l
a) X =S b) xn—sm(6 n), c) x,=(-1 7+n.
2. Si se determine formula termenului de rangn pentru sirul:
1235 . L@l 11
a') Ea 39 Z9 gs b)2’43 63 85 109"'3 0)39 353a 33-"7 d) 33 9 2 8
3. Sase dea exemple de siruri numerice: a) finite; b) infinite; ¢) monotone.

2

5. Sése scrie formula termenului general al progresiei aritmetice (a,),,,, daca:
a) a,=-2 sl r=—4 b) a,=1si r=2; ¢) a,=-10 si r=>5; d)a =3sir="7.

4. Sa se decida daca sirul (x,),.,, x, = (—l) , este monoton.

6. Sa se afle suma primilor 100 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, daca:

a)a, =2, r=-5 b) a, =-1, r=1.
7. Saseafle xe R, astfel incit numerele sa fie in progresie aritmetica:
a) 1+x%, (a+x)*, (a* +x)*; b) @’ +x, ab+x, b* +x.
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Siruri de numere reale

8. Sise scrie formula termenului general al progresiei geometrice (b,),,,, daca:

a) b =2, =6 b)h:—NLq:%; ¢) b =3, g=2.

9. Sa se decida daca este progresie aritmetica sau progresie geometrica sirul (x,),.,, daca:

a)x =2, x,,=3x; b)x=4x,=2+x; c)x,=-4 x,, =§xn; d)x, =-1 x,=5+x,.

In caz afirmativ, sa se indice formula termenului general al progresiei si ratia.

10. Fie numerele a,, a,, ..., a, Inprogresie aritmetica.
a) Sa se determine n i S, daca a, =5, a, =23, r=-2;
b) Sa se determine a, sin, daca a, =18, r=2, S, =88.

11. Fie numerele b, b,, ..., b, Inprogresie geometrica. Sa se determine g si S,, daca:
a) b, =1280, b, =5, n=9; b) b, =384, g=2, n=8.

12. Un ciclist a parcurs in prima ora o distantd de 8 km. in fiecare ord urmatoare, el a parcurs o
distantd cu 2 km mai mare decit in ora precedenta. in cite ore ciclistul a parcurs distanta
de 60 km?

13. In cadere liber intr-o mind, o piatra parcurge in prima secundi 4,9 m si viteza ei creste cu
9,8 m/s. Sa se afle adincimea minei, daca piatra a ajuns la fund peste 8 s.

14. Sise determine valorile lui x€ R pentru care numerele 2x —2, x* +1, 3x* —1 sint in progresie
aritmetica.

15. Sa se extraga subsiruri din sirul (x,),,, , daca:

M; c)x,=n- s1n— d) x, =cosnm; e) x, =

2n+(=1)"
2" 2 '

a)x, =1+(-1"; b)x, =

)%, =1+ (15 b, -

16. Lungimile laturilor unui triunghi sint in progresie aritmetica cu ratia 2. Cosinusul celui mai mic
unghi al acestui triunghi este egal cu % Sa se afle perimetrul triunghiului.

2n+1

17. Folosind definitia limitei sirului, sa se arate ca: a) lim o b) lim =0.
18. Aplicind definitia limitei sirului, sa se arate ca: a) lim 6’;;1 ; b) lim ;n-’- 21 #1.

19. Dintr-un vas plin ce continea 729 / de acid s-au luat « litri, apoi vasul a fost umplut cu apa.
Dupa obtinerea unei solutii omogene, iarasi s-au luat « litri si vasul a fost umplut din nou cu
apa. Aceastd operatie a fost repetata de 6 ori si in final solutia din vas continea 64 / de acid.
Sa se determine a.

20. Sa se afle suma tuturor numerelor naturale de doua cifre care, fiind mpartite la 4, dau restul 1.

21. Sise demonstreze ci numerele (a+x)*, @’ +x°, (a—x)*, a, xe R, sintin progresie aritme-
ticd. Si se afle suma primilor » termeni ai progresiei, stiind ci (a+x)* este primul termen.

22. Sidsecalculeze: a) lim ; +i, b) 1im(2n3 —n’+1); ¢) lim(1+3n-n’);
. 2n—1. 2n ). . 1+24+3+. 40,
& lm> =5 e)?m(z +3n+1) f) lim n ’

n n+l
g)hm(n+l)' h)hm(L+1) : ) lim(n +1=n —1),



Modulul 1

Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

1. Scrieti primii 5 termeni ai sirului (x,),.,:
_3n-2, 1+ (=D
a)xn—n+2, b) x, = 3

2n—1
2n+1°

2. Studiati monotonia sirului (x,),,, definit prin formula x, =

n=1

3. Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),.,, daca:
a,+a, =16, aa;=28.

4. Determinati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca:
b,—b =-4, b,—b =8.

5. Pentru a ridica un pian la etajul 2, s-au platit 3 u.m., iar pentru a-1 ridica la fiecare etaj
urmator — de 2 ori mai mult decit pentru etajul precedent. Determinati la ce etaj a fost
ridicat pianul, daca pentru ultimul etaj s-au platit 48 u.m.

@

Timp efectiy de lucry:
4| 90 de minute

1. Scrieti primii cinci termeni ai sirului (x,),,, :
- 3
==D"2+=2 |
x, =) ( n)

2. Aflati termenul general al progresiei geometrice (b,),.,, dacd b, =4, b, =(=3)-b,.

nz1?

3. Studiati monotonia sirului (x,),., definit prin formula termenului general:

n=l

x, =1+ 2n .
n +1
4. Folosind teorema lui Weierstrass, demonstrati convergenta sirului (x,),.,,

L 1011 (n49)
" 13..-2n-1)

5. Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a, ) ,,, dacd a, +a, = %, a,-a, = %
6. Determinati primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, dacd:
__% __405
b,—b, = 3 b,—b, = Tk

7. Pentru confectionarea si instalarea inelului de jos al unei fintini s-au platit 26 u.m., iar
pentru fiecare inel urmator — cu 2 u.m. mai putin decit pentru cel precedent. Suplimentar,
s-au mai platit 40 u.m. Pretul mediu pentru confectionarea si instalarea unui inel este de

22% u.m. Aflati cite inele au fost instalate.

@



Siruri de numere reale
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Limite de functii

Objective

“determinarea punctelor de acumulare si a punctelor izolate ale unei multimi;

aplicarea in diverse contexte a definitiilor limitei unei functii intr-un punct, *aplicarea in rezol-

vari de probleme a notiunii de limite laterale, *identificarea functiilor care au limita §i care nu au

limita in punct;

=2 “calculul limitelor de functii elementare i a limitelor de functii compuse, “utilizarea in diverse
contexte a criteriilor de existentd a limitelor de functii, “utilizarea in rezolvari de probleme a
operatiilor algebrice cu limite de functii;

=2 “aplicarea limitelor remarcabile la calculul limitelor de functii, *recunoasterea in diverse con-

texte a formelor exceptate si aplicarea metodelor de inlaturare a acestora.

00

Bl Limita unei functii intr-un punct

1.1. Puncte de acumulare ale unei multimi

Fie £ R o submultime de numerereale si f: £ — R o functie. In acest modul vom
studia comportarea functiei f In vecindtatea unui punct x,, care, in caz general, nu
apartine in mod necesar multimii £. Mai precis, vom studia ce se intimpla cu valorile
f(x) ale functiei f dacd valorile argumentului x, x # x,, sint din ce in ce mai aproape de
x,. Pentru ca argumentul xe £ sa se poatd apropia suficient de mult de x,, este necesar
ca 1n orice vecinatate a lui x, s existe puncte din multimea £, adicd x, sa fie punct de
acumulare pentru E.

Definitie. Fie E cR. Punctul x,€ R se numeste punct de acumulare pentru
multimea E dacd In orice vecindtate a lui x, exista cel putin un punct din multimea
EN{x,}.

Deci, x,€ R este un punct de acumulare pentru multimea £ daca pentru orice
vecinatate V" a punctului x, are loc relatia V' (1(E\{x,})#J. Prin urmare, x,€ R
nu este punct de acumulare pentru multimea E dacd existd o vecindtate V'’ a lui x,
care nu contine nici un punct din multimea £\ {x,}, adicd V' (E\{x,})=. Punctul
x, € E, care nu este punct de acumulare pentru E, se numeste punct izolat al multimii E.
Multimea £ R se numeste multime inchisa daca ea isi contine toate punctele de
acumulare. Multimea marginita si Inchisd se numeste multime compacta.
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Limite de functii

Teorema 1. Punctul x,€ R este punct de acumulare pentru multimea £ cR

dacd si numai daca existd un sir (x,),.,, x, € £\{x,}, astfel incit limx, = x,.

n—seo

nzl’

Demonstratie

Necesitatea. Sa admitem cd x, este punct de acumulare pentru multimea £ si sa
consideram vecinatatile V, = (xo —l, X, +l), ne N, n>1, ale punctului x,. Atunci in
n n

fiecare vecinatate ¥, se afla cel putin un punct x, € E, x, #x,, adicd x, ——<x, <x, +—,

< = 1 . 1 . .
de unde rezultd ca | x, —x, | <—< € pentru orice n > = |F 1. Prin urmare, limx, = x,.
n n—oo
Suficienta. Dacd multimea E contine un sir (x,),., cu termeni x,, x, #x,, astfel
incit x, = x, cind n — oo, atunci din definitia limitei sirului numeric rezulta ca pentru
orice vecinatate / a lui x, toti termenii x, ai acestui sir apartin vecindtatii /" incepind
cu un rang N. Prin urmare, V((E\{x,})#O, adica x, este punct de acumulare pen-

tru E. pp

Observatie. Definitia punctului de acumulare si teorema 1 radmin adevarate si
pentru cazul In care x, este +co, —oo sau oo, in aceste cazuri, in demonstratia teore-
mei 1 se vor considera, respectiv, vecindtatile V, =(n, +o), V, =(—c0, —n) sau
V =(—c, —n)U (n, +0), neN, n2>1.

Exemple
1. Pentru £ =(a, b) sau E =[a, b] orice punct x, € [a, b] este punct de acumulare.

2. Multimea N are punctul de acumulare +eo. Toate punctele multimii N sint pentru
ea puncte izolate.

3. Multimea E =[-2, 1)U{3} are in calitate de puncte de acumulare orice punct
x, €[-2, 1], iar punctul x, =3 este pentru ea un punct izolat.

4. Punctele 0 si 1 sint puncte de acumulare pentru multimea

E:{_I’Z,_l 3 14 15 16

> Ty Y s }, fiindca aceasta multime contine siru-

. 1 . 1 . . .
rile (x)) 5,5 X, == s (X)) o1 x;':1+;, pentru care limx’ =0, limx” =1, iar x/ #0,

Hn—>00 n—>00

x#1, Vn>1. Toate punctele x, € E sint pentru aceastd multime puncte izolate.

1.2. Limita unei functii intr-un punct

Fie EcR, f: E—R o functie, x, € R un punct de acumulare pentru multimea E si
e R. In cele ce urmeaza vom da un sens riguros afirmatiei: Dacd valorile argumentu-
lui x se apropie de x,, atunci valorile f(x) ale functiei f se apropie de .
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Pentru Inceput, sd examinam citeva

Exemple

1. Fie functia /: R >R, f(x)=%, si punctul x, =2 (fig. 2.1).

y=§

in figura 2.1 observam ca daca valorile argumentului x se apropie suficient de mult de
x, =2, atunci valorile f(x) ale functiei f se apropie oricit de multde / =1.

Aceasta situatie poate fi redatd in mai multe moduri.
De exemplu, daca (x,),., este un sir arbitrar i convergent la x, =2, atunci sirul

X

(f(x,)),s, unde f(x,)= 2" , converge la [ =1(fig. 2.1).

Sau 1n alt mod: pentru orice vecinatate U =(1—¢, 1+¢), € >0, centratd in punctul
/=1 al axei Oy, exista o vecinatate V' =(2—-2¢, 2+2¢), € >0, cu centrul in punctul

x, =2 al axei Ok, astfel incit pentru orice xe V' rezultd cd f(x)e U (fig. 2.1).

y
2

2. Consideram functia f: R\{l} >R, f(x)=""1  fa)t--<-~
x-1 | =7

care nu este definita in punctul 1. Pentru orice sir (x,),.,, :

x,#1, cu x, >1 cind n — oo, obtinem ca 2/ R

2 ! H

f(xn)=x” i=xn+1—>2 cind n — oo (fig. 2.2). |

.xn - :

—x+1, daca x<l1 5

3. Fie functia /: R—>R, f(x):{x+1 daci x>1

si punctul x, =1 (fig. 2.3). Din reprezentarea graficd a
functiei f constatdm: daca argumentul x ia valori tot mai
aproape de x, =1, dar mai mari decit 1, atunci valorile
functiei f se apropie de / =2; daca insa argumentul x ia
valori tot mai aproape de x, =1, dar mai mici decit 1, atunci
valorile functiei f* se apropie de /=0. Prin urmare, nu
existdun numar /€ R de care valorile functiei f se apropie

atunci cind valorile argumentului x sint aproape de x, =1.
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Definitii (Cauchy)
1. Se spune ca limita functiei f In punctul x, este +o dacd pentru orice € >0
exista 0 =0(g) >0, astfel incit oricare ar fi xe E \ {x,}, inegalitatea | x —x,| <3S
implica f(x)>¢&. Se noteaza: }Lrg f(x) =oo.
Cu ajutorul cuantificatorilor 3, V, definitia 1 se scrie concis astfel:
}LIQ f(x)=4e (x,€R) daca Ve >0, 36 =05(¢) >0, a.1. (astfel incit) Vxe E\{x,},
|x—x,|<d= f(x)>e.
2. Se spune ca limita functiei f'in punctul x, este - daca pentru orice € >0 existd
0 =6(€) >0, astfel incit oricare ar fi xe E \{x,}, inegalitatea | x —x, | < implica
| f(x)|>e€. Se noteazd: lim f(x)=oo.
Concis, definitia 2 se scrixg zstfel: }erl f(x)=0co (x,€R) daca Ve >0,
16 =6(¢)>0, a.i. Vxe E\{x,}, |)Oc—x0 |<d=|f(x)|>e.
3. lilgf(x):l (leR) daca Ve>0, 36=0(€)>0, a. 1. Vxe E,

x>8 =] f(x)—1| <.
4. lingf(x) =—oo daca Ve>0, 36=0(¢)>0, a.1. Vxe E,

|x;| >0 = f(x)<-¢.
5. Xlirgf(x)zoo daca Ve >0, 36=0(¢)>0, a.1. Vxe E,

x>0=|f(x)|>¢e.

Observatii. 1. Pentru x,, /e R, definitiile
limitei unei functii Intr-un punct (in limbajele

vecinatatilor si €—0) au urmatoarea inter-
pretare geometrica: pentru valori ale argu- [ ¢------——----—-- - /
mentului x suficient de apropiate de x,,

valorile respective f(x) ale functiei f sint v

A

oricit de mult apropiate de [ (fig. 2.4).

o x0—5 X X, xo+5 X
2. Pentru functia f/: N—>R, f(n)=a,, defi- Fig.2.4

nitiile 3 si 5 (Cauchy) ale limitei unei functii

intr-un punct reprezinta definitia limitei unui sir numeric cu limita finitd sau infinita.

3. Din definitia Heine a limitei unei functii Intr-un punct rezulta ca daca existd doua
siruri (x)),., si (x)),,, din multimea E\{x,} cu limx, =limx”=x,, astfel incit
sirurile respective (f(x))),., si (f(x))),s, au limite diferite sau nu au limita, atunci

functia f nu are limitd in punctul x,.

Observatia 3 este deseori aplicatd pentru a demonstra cd o functie f nu are limitd in x,.

4. Se poate demonstra ca daca exista limita unei functii intr-un punct, atunci

aceasta limita este unicad.
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Fiecare dintre exercitiile urmatoare a fost rezolvat cu ajutorul definitiei limitei unei
functii Intr-un punct, adecvate enuntului respectiv.

Exercitii rezolvate

% 1. Sa se arate, aplicind definitia in limbajul vecinatatilor a limitei unei functii intr-un

3x,dacd x<1
punct, ca functia /: R—>R, f(x)=40,daca x=1 are limita in punctul x, =1 si

) 2x+1,daca x > 1,
hnllf(x) =3.

Rezolvare:

Fie U=(3-¢, 3+¢), €>0, o vecindtate arbitrara a punctului /=3.
Daca x <1, atunci

f(x)=3xeU <=3-e<3x<3+¢ <:>1—%<x<1+§<:>xe(l—§, 1).
Dacid insa x >1, atunci

N)=2x+leUe3-e<2x+1<3+e o 1-SL<x<1+f o xe 1,1+E .

Fie Vz(l—%, 1+%) vecinatatea punctului x, =1, Vc(l—%, 1+%). Din xe/V,

x#1, rezultd ca xe (1—%, 1) sau xe€ (1, 1+%), de unde obtinem ca f(x)e U.

Asadar, lirrll f(x)=3.

% 2.Se consideri functia f: [-1, 3] = R, f(x)=3x" —4x+1. Folosind definitia Cauchy
a limitei unei functii intr-un punct, sa se arate ca 1irr21 f(x)=5.

Rezolvare:

Ve >0 si Vxe[-1, 3] avem | x|<3 si | f(x)=5|=|3x" —4x—4| = |(x=2)(3x+2)| <
< x=2|@|x[+2)<11|x-2|<¢g, dacd |x-2| <%, Asadar, Ve>0, 36>0 (5=18—1}

astfel incit Vxe[-1, 3]\ {2} cu |x—2|<d, avem | f(x)—5|<Ee.

Prin urmare, lirrzl f(x)=5.

% 3. Fie functia /: R\{-1} >R, f(x)= ﬁ Sa se demonstreze ca liml f(x)=-co.
X x—>—

Rezolvare:
Fie £ > 0 arbitrar. Considerind orice xe R\ {—1}, obtinem | f(x)| >& <|x+1['< 1 s

1 . 1

o x+1|<—. Deci, Ve>0, 36>0 |6 =—
< ( =

avem | f(x)|>¢€ si, in baza definitiei Cauchy, rezulta ca lirn1 f(x) =00,

} astfel incit Vxe R\ {1} cu |x+1| <6,
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2x% +5x+2

% 4. Fie functia f: R\{-2} >R, f(x)= )

. Sa se arate ca lilg f(x)=-3.

Rezolvare:

Pentru orice sir (x,),,, din R\{-2} cu limx, =-2, sirul respectiv (f(x,)),., al
2

2x; +5x,+2 lim 2x, +1)(x, +2) _
x, +2 n—es x, +2

n=1

valorilor functiei f are limita lim f(x,)=1lim
n—oo n—>o0

n

=lim(2x, +1)=1+2limx, =—3. In baza definitiei Heine, rezulti ca lil’g f(x)=-3.

n—oo n

% 5. Fie functiile /: R\{0} >R, f(x)= cosl, si 22 R—> R, g(x)=sinx. Sasearate,
X
folosind observatia 3, ca nu exista limitele linol f(x) si lim g(x).
Rezolvare:

Functia f nu are limita in punctul x, =0, deoarece exista cel putin doud sgiruri (x)),.,,

1 . . R o e e
X =51 (x)),00, X = , care au limita zero cind n — oo, insa sirurile respec-

" 2nw m+2nw
tive (f(x))) s, f(x)=1, 51 (f(x))),s> f(x)=-1, au limite diferite: 1 si respectiv —1.
Similar, functia g nu are limita la plus infinit, fiindca sirurile (x)),.,, x’ =nx, i (X)),

n
4

X =%+2n7r, au limita plus infinit (a se consulta observatia 2), dar limg(x))=0 si

n

limg(x”)=1.

1.3. Limite laterale

Fie functia f* E >R (EcR) si x,€ R un punct de acumulare pentru multimea E.
Sa admitem c@ x, este punct de acumulare si pentru multimea E = E[)(—ee, x,) sau
pentru multimea E, = E ) (x,, +co). In acest caz se spune ca x, este punct de acumulare
la stinga sau punct de acumulare la dreapta pentru multimea E.

Fie x,€R un punct de acumulare la stinga (la dreapta) pentru multimea E. Daca
valorile lui x se apropie de x, din stinga (respectiv din dreapta) cu valori x < x, (respectiv
x>x,), se scrie x = x, —0 (respectiv x — x, +0). Pentru x, =0, in aceste cazuri se
scrie x — —0 (respectiv x — +0).

—x+1, daca x<l1

Pentru functia f/: R—>R, f(x)= {x +1 dacs x>1

considerata 1n secventa 1.2,

am observat ca nu existd un numér /€ R de care valorile f(x) s se apropie In timp ce
valorile argumentului x sint suficient de aproape de 1. Daca insa valorile argumentului x
se apropie de 1 din stinga (prin valori x <1), atunci valorile f(x)=-x+1 seapropie de 0,
iar daca valorile argumentului x se apropie de 1 din dreapta (prin valori x >1), atunci
valorile f(x)=x+1 se apropie de 2. Deci, functia f nu are limitd in punctul 1, insa se
spune ca ea are limite laterale n acest punct.

In definitiile care urmeaza, f: E—R (E cR) este o functie, iar x, € R —un punct
de acumulare la stinga (la dreapta) pentru multimea £.
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Definitie. Se spune ca numdrul / =/ (x,)e R este limita la stinga a functiei f
in punctul x,€ R daca pentru orice vecinatate U a lui /, existd o vecinatate V' a
lui x,, astfel incit oricare ar fi xe V' NE_rezultaca f(x)eU.

Definitie. Se spune cd numdrul /, =/,(x,)€ R este limita la dreapta a functiei f
in punctul x,e R daca pentru orice vecinatate U a lui /, exista o vecinatate V" a
lui x,, astfel incit oricare ar fi xe V' E, rezultaca f(x)eU.

Numerele [ (x,) si 1,(x,) se numesc limite V4
laterale ale functiei f in punctul x, si se folosesc
notatiile

1(x) = lim (0, 1, ()= lim £()

x<xg x>

sau
0y =0)= lim £(0), f(x,+0)= lim /()
(fig. 2.5).

Pentru x, =0, in aceste cazuri se scrie:

lim £(x)= f(=0), lim f(x) = f(+0).

=Y

Mentionam ca definitiile limitelor laterale pot fi formulate si in limbajele Heine sau
Cauchy. Vom prezenta doar enuntul uneia dintre aceste definitii, celelalte fiind propuse ca
exercitii.

Definitie (Cauchy). Se spune ca numdrul /, € R este limita la dreapta a func-
tiei f in punctul x,e R daca pentru orice € >0 exista 6 =d(g) >0, astfel incit
oricare ar fi xe E, inegalitatea dubla x, <x < x, + 0 implica | f(x)—1,|<e.

Observatie. Ca si In cazul limitelor de functii, limitele laterale /; si /, pot fi infinite
(400, —oo sau oo). Definitiile acestor concepte pot fi formulate in cele trei limbaje
echivalente. Prezentam doar una dintre aceste definitii.

Definitie (Cauchy). Se spune cd —co este limita la dreapta a functiei f in
punctul x, dacd pentru orice € >0 exista § =0(¢g)>0, astfel incit oricare ar fi
x € E, inegalitatea dubla x, < x <x,+ 0 implica f(x)<-e.

Se noteazd: lim f(x)=—oo.

x—=x0+0

Un criteriu util de existenta a limitei unei functii intr-un punct este formulat in

Teorema 2 (criteriul in limbajul limitelor laterale). Fie functia f: E >R
(E cR) si x, € R un punct de acumulare pentru multimile £ si E,. Functia f are
limita in punctul x, daca si numai daca functia f are in x, limite laterale egale:

f(x,—0)= f(x,+0). In acest caz, lim £ (x) =/ (x, = 0) = f(x, +0).
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Demonstratie
Necesitatea. Daca existd lim f(x) =1/, atunci, in baza definitiei, exista si limitele laterale
Xﬁxo
f(x,=0)=1si f(x,+0)=1.

Suficienta. Sa presupunem cd exista limitele laterale f(x,-0), f(x,+0) si
f(x,—0)= f(x,+0)=1/, Ie R. Din definitia Cauchy a limitelor laterale ale unei functii
intr-un punct rezulta: ( limof(x) =/ si limof(x) =)o (Ve>0, 36,>0, 36,>0,

XﬁXO* XﬁXO‘F
astfel incit Vxe E\{x,}, daca x, -6, <x<x,sau x, <x<x,+0, =| f(x)-I|<é¢).

Fie 6 =min(6,,6,)>0. Evident, Vxe E\{x,} cu |x—x,|<d = (x, -, <x < x, sau

X, <x<x,+0,)=|f(x)—/|<e. Prin urmare, lim f(x)=/.
X—),\’O

Similar se demonstreaza si cazul in care limita / este infinita. -

Exercitii rezolvate

x*+x,daca x<2

Sa se determine limitele laterale
2x+3,daca x > 2.

% 1.Fiefunctia /: R >R, f(x):{

ale functiei f In punctul x, = 2. Are limita functia f in punctul x, =27
Rezolvare:
Daca x <2, atunci f(x)=x"+x, si pentru orice sir de numere (x,),.,, x, € (—o, 2),

cu limx, =2 obtinem lim f(x,) = lim(x’ +x,) = 6.

Daca x>2, atunci f(x)=2x+3, si pentru orice sir de numere (¢,),.,, t, € (2, +e0),
cu lim¢, =2 obtinem lim f(z,) =lim(2¢, +3)=7.

n—oo n

Conform definitiei Heine, limitele laterale sint f(2—-0)=6, f(2+0)=7 si, cum
f(2-0)# f(2+0), in baza teoremei 2, functia f nu are limitd in punctul x, = 2.

% 2. Sa se determine valorile parametrului real a pentru care functia f: R —>R,

2 2 =
f(x)= {x +a’,daca xe[-1, ] are limita cel putin in unul dintre puncte-

3ax+1,dacd xe (—oo, —1) U (1, +0),

le —1 si 1. Care este valoarea acestei limite?
Rezolvare:

Pentru orice x,e(-1, 1) avem f(x,)=x+a’ si daca limx, =—1, atunci lim/(x,) =1+ad’,

iar dacd limx, =1, atunci lim f(x,) =1+ a’. Deci, [ (1)=1,(~1)=1+a’. Inmod similar,

pentru orice x, € (—oo, —1)U (1, +e0) obtinem ca f(x,)=3ax, +1 si daca li_r)gxn =-1,

atunci lim f(x,)=1-3a, iar dacd limx, =1, atunci lim f(x,)=1+3a. Prin urmare,
n—oo n—oo

L(-)=1-3a, [,(1)=1+3a.
Astfel, functia f are limitd in punctul x, = -1 dacd: [ (-1)=/,(-1) &= 1+a”° =1-3a &

n—soo
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< ae{-3, 0}. Daca a=0, atunci /[ (-1)=/,(-)=1= 1in_1l f(x)=1, iar daca a=-3,
atunci [ (-1)=/,(-1)=10= lil’fllf(x) =10.

Similar, functia £ are limitd in punctul x, =1 daci: [ (1)=/,()) & 1+a’ =14+3a &
< ae {0, 3}. Pentru a=0 avem /[ (1)=/,()=1= linllf(x) =1, iar pentru @ =3 obti-
nemca [ (1)=,(1)=10= linllf(x) =10.

Asadar, pentru ¢ =0 functia f are limita in ambele puncte, —1 si 1, iar pentru
ae {3, 3} ea are limitd numai in unul dintre aceste puncte.

Exercitii propuse |

__B_|

1. Sase arate ca punctul x, =2 este punct de acumulare pentru multimea £ CR:

a)E:ﬂneN*; b) E= 2+ & neN c) E= i3l ont

n+1 2" 2n+1
2. Sa se determine punctele de acumulare pentru multimea:
_ ) 2n+3 . | on =y . _Jn—-1__ nm

a) E—{( 1) 31 |"€ N}, b) E—{n+3(3+( D")|ne IN}, c) E_{_n+lcos 3 |n€ N}.
3. Sa se indice cel putin un sir numeric din £ care are ca limita punctul de acumulare x, pentru
multimea £

a) E=R\[0, 4), x, =4; b) E:{(‘l) N e IN*}, x, € =11}
n+2
4. Aplicind definitia in limbajul vecinatatilor a limitei unei functii intr-un punct, sa se arate ca:
: . im( L3 )= 2 im(3x+dl)=—L.
a) lxlgl(x+1)—2, b) {gx;(zx 3)— 2; c) Jirri(zx+4)— >
d) lil’{l](l -2x)=3; e) linzl(x -3)=-1; f) lin_l1 x*=1.
5. Folosind definitia Heine a limitei unei functii intr-un punct, sa se calculeze limita:
3 2 3
a) limzx :3x+5; b) lim2x2+5x+2; ¢) lim 2x +1 .
x=1 x +1 —=23x" +5x—-2 w=-lx® —4x -5

6. Sa se demonstreze, folosind definitia Cauchy a limitei unei functii intr-un punct, ca:

. e . . 3x+7 . . 2x—1_
a) {12;(2x S5x+3)=1 b) xh—>n}z 13 =1 c) Xlgg 11 =2.
7. Sase arate ca nu exista limita:
a) limcos——; b) limsin® 77 x; o) limLsin %,
x—l X — 1 X—yoo x=0 X X

8. Si se calculeze in punctul specificat x, limitele laterale ale functiei f: D' - R:

2 f(x)={2x+1, dacd x<2

3x7 +4x+1
:2' = - - -1 1 .
x* +x, dacd x>2, Yo =4 b) f(x) 2o , X €{-L1}

1

! Aici si in continuare multimea D se considera domeniul maxim de definitie al functiei.
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9. Sa se decida daca functia f are limitd n punctul specificat x, si sa se calculeze /= lim f(x),
stiindcd f: D —>R: o

2) f(x)={3x+1’ daca x<1

x' -4
x*—2x, daca x>1, 75 %l 2}

x€{0,1};;  b) f(¥)=

10. Sa se cerceteze, in punctele specificate x,, k€ Z, existenta limitei functiei f/: R —>R:
a) f(x)=sgn(sinx), x, =krm, ke Z, b) f(x)=[x], x, =k, ke Z.
11. Fie functia f/: R > R:
a) f(x)=x—[x];
b) f(x)=[cosx];
. _ )0, daca x<0
¢) f(x)=o(sinx), unde o(x)= {1’ daca x>0,

Sa se schiteze graficul functiei f si sa se determine punctele x, € R in care exista lim f(x).
X—X(

este functia Heaviside (treapta unitate).

12. Fiefunctia f: R—>R:

_J(ax+1)*, dacd x<1 _ _Ja*-x*, dacd x<2
2) f(x)_{ax+3, dacd x>1, %=l b) f(x)= x—a, daca x>2, %o =2

Sé se determine a€ R, astfel incit sd existe lim f(x) si sa se calculeze aceasta limita.
X*}XO
a’x—x*, dacd x<-2

13. Fie /: R—>R, f(x)=4-6, daca x=-2
3ax, daca x>-2.

Pentru care valori ale parametrului a € R exista 1irg f(x) si lirg f(x)=f(-2)?

m| Operatii cu limite de functii.

Limitele unor functii elementare
2.1. Operatii cu limite de functii

Sa determinam operatiile ce pot fi efectuate cu limite de functii. Vom prezenta demon-
stratiile doar pentru unele dintre aceste operatii, celelalte demonstratii fiind propuse ca
exercitii.

Fie £ o submultime nevida a lui R, x, un punct de acumulare finit sau infinit pentru
multimea E'si f, g: E— R functii pentru care existd lim f(x)=a, lim g(x)=5b, unde
limitele a si b sint finite. Sint adevarate propozitiile: o o

(@ Daca functia f are limita in punctul x, si ce R, atunci si functia ¢- f are limita
in punctul x, si }Lrg [ef(x)]=ca= c}gg f(x). Prin urmare, factorul constant poate fi

extras de sub semnul limitei.

4

Observatie. Dacd in propozitia @ se considerd ca f(x)=1, atunci limc =c. Deci,

X—X(

limita in orice punct x, a unei constante este insdsi constanta.
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@ Daca functiile f, g au limitd in punctul x,, atunci si functia '+ g are limita in
punctul x, si }LI{I[ f(x)tgx)]=axtb= th? f(o)x }LI{I g(x) — limita sumei (diferentei)
de functii este é(fgald cu suma (diferen)td) 0Iimitelor éi’eslor functii.

Demonstratie

Fie (x,),., un sir arbitrar din multimea £\{x,} cu liil:x” =Xx,. Deoarece functiile f
si g au limita in punctul x,, in baza definitiei Heine, lim f'(x,)=a si limg(x,)=>.

Aplicind proprietatile operatiilor cu siruri numericen z;nvergente, obﬁggm ca
lim[ f(x,) % g(x,)]=a%b.

' Prin urmare, conform definitiei Heine, lim[f(x)g(x)]=axb. P
-

@ Daca functiile f, g au limita in punctul x,, atunci si functia f-g are limita in
punctul x, si lim[ f(x)-gx)]=a-b= lim f(x): 1Lm g(x) — limita produsului de functii
este egala cuxp;z)dusul limitelor aces);oxrofunc;i;. !

Propozitiile @ si @ sint adevarate si pentru un numar finit f,, f,, ..., f, de functii
care au limita in punctul x,. in particular, din propozitia @, pentru f, = f, =...= f, = f,
se obtine }i_)rg[f(x)]" = [}LI?O JX)]", neN, n>1.

@ Daci functiile /' si g au limita in punctul x, si lim g(x)=b# 0, atunci citul S )

(x)
; g

este definit pe o vecindtate a punctului x, din multimea £\ {x,}, functia < are limitd in
g

f() q M/

x, sl llm*~—~<=—="""—— — [imita citului a doua functii este egalda cu citul
o 3 e b limeg(n) June, g
X=X

limitelor acestor functii.

®) Daca functiile f'si g au limitd in punctul x, si f(x)>0 pentru orice xe E, atunci si
functia f¢: E—>R, (f*)(x)=[f(x)F" are limitd in punctul x, (cu exceptia cazului 0°) si

lim g(x)

i F P =a =[lim f(]

Conditiile de existenta a limitei pentru functii compuse sint formulate in propozitia @ .

® Fie E si F submultimi nevide din R, x, un punct de acumulare pentru E, func-
tile u: E—>F, f: F—>R sifunctiacompusd fou: E—R, (fou)x)=f(u(x)), Vxe E.
Daca 1) limu(x)=u,,

2) u(x) #u, pentru orice x dintr-o vecinatate din £ a lui x, si x # x,,
3) lim f(u)=1,

atunci functia compusd f ou are limitd in punctul x, si lim f(u(x))=lim f(u)=/.
X=X u—ug
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Observatii. 1. Egalitatea 11)111 fu(x))= }13} f(u), stabilita in propozitia @), argumen-
teaza un procedeu generalonumit metodzl substitutiei sau metoda schimbarii de
variabild 1a calculul limitelor de functii. Intr-adevar, membrul din dreapta al egalitatii
se obtine din membrul din stinga daca se efectueaza notatia u = u(x), numitd substitutie
sau schimbare de variabila, si se tine cont de ipotezele 1) si 2) ale propozitiei ® ca
uU—u, Sl u#u,.

2. Operatiile cu limite de functii sint valabile si pentru limite laterale.

Propozitiile @ —®) sint adevarate si in unele cazuri in care una sau ambele functii f si

X=X

g au limita infinitd in punctul x, sau cind pentru citul g avem lim g(x)=0.

De exemplu, sa presupunem ca lim f(x)=a, a€ R, iar lim g(x)=+co si sd demon-
X—xg XX
stram cd in acest caz functia f + g are limita in punctul x; si lim[ f'(x)+ g(x)] = +ee.
X—Xx(

Conform definitiei Cauchy a limitei unei functii Intr-un punct, avem:
lim f(x)=a & Ve>0, 36,(€) >0, Vxe E\{x,},

|x—x,|<0, =>a-e< f(x)<a+g; (1)
lim g(x) =4 & VM >0, 36,(M)>0, Vxe E\{x,},
|x—x,|<6, = g(x)>M —(a—¢). (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca pentru orice M >0, 36 =min(J,(g), §,(M)) >0,
astfel incit oricare ar fi xe E\{x,} inegalitatea |x—x,|<J implicd |x—x,|<d, si
| x—x,|<9,, care, larindul lor, implica

f)+gx)>(@—-e)+M —-(a—€)=M.

In baza definitiei Cauchy a limitei functiei in punct, xhjl}[ F(x)+ g(x)]=eo.

Simbolic, acest rezultat se noteaza a + (+o0) =400 si se0 numeste formd neexceptatd,
forma determinatd sau, simplu, determinare.

In mod similar pot fi demonstrate si formele neexceptate:

a+ () =moss ateomes (+9)+(40) = e a-(+e) =+ (a>0);

a-(—o0) =+oo (a<0); %zoo (a#0) etc.

In cazul in care lim f(x)=+co si lim g(x)=—oo, despre existenta limitei functiei
X—=X(

X=X

/

f + g sau a functiei E in punctul x, nu ne putem pronunta.

. . - Sl . - ~
Simbolic, acest rezultat se noteazd oo —co sau — si se numeste formd exceptatd,
(oo}

formd nedeterminatd sau, simplu, nedeterminare (o expunere mai detaliatd a acestor
cazuri se va efectua in §4).

Asadar, operatiile cu limite de functii pot avea, sau nu avea sens. Aceste operatii
conduc le aparitia asa-numitelor forme neexceptate (determindri) si forme exceptate
(nedetermindri).
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Tabelul formelor neexceptate

Daca ae R, atunci:
1. cotg=o0 15. £=0
2. (+o0) +a =+oo oo

(te=)+a 16. Z=co
3. (—0)+a=— a
4. (+o0) + (to0) = +oo 17. %=°<, (a #0)
5. (=o0) +(—e0) =—o0 18. 4™ =400 (a>1)
6. a-co=co (a#0) 19. ¢~ =0 (a>1)
7. a-(+o0)=+oo (a>0) 20. ¢ =0 (0<a<l)
8. a(—)=—c0 (a>0

a:(==) (a>0) 2. 4= =+e0 (0<a<l)
9. a-(+o0) =—c0 (a<0)

22. (+00)" =+ (a>0)

10. a-(—o0)=40c0 (a<0)
11. (+oo)-(+oo)=+oo 23. (+°°) =0 (a<())
12. (=o0)- (=o0) = foo 24. 07 =0
13. (+oo)-(—oo)=—oo 25. (+oc)+w:+oo
14. 00 =00 26. (-|-<><))_°° =0.

1. z 2.% 3.0 4, 0o—oo 5. 17 6.0° 7. 0o°

Exemple

Din definitia limitei unei functii intr-un punct rezulta cd lim x = x,, unde x,€R.

X=X

Prin urmare, in baza propozitiilor @ —®) obtinem:

1. lim(3x - 4x—2) =3(limx)’ —4limx—1lim2=3.2’ ~4.2-2=2;

2. lim[(x+3)- (3x” —4x = 2)] = lim(x +3)- lim(3x" — 4x = 2) =5-2=10;

x—2

S x43 lim(x+3) T5

'm3x2 _4x-2 lim(3x* —4x—2) 2
lim (x+3)

4. lim(3x —4x=2)" =[lim(3x* —4x=2)]™* =27=32;

5. lir{11[3(x+3)2 —4(x+3)—2]:lir121(3u2 —4u-2)=2 (u=x+3—-2 cind x > -1).
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2.2. Limitele functiilor elementare

in cele ce urmeaza vom studia limitele unor functii elementare, functii care se folosesc
la descrierea in limbaj matematic a diverselor procese din naturd. Vom prezenta, fara
demonstratie, relatiile de calcul al limitelor de functii respective. Aceste rezultate pot fi
deduse direct utilizind definitia Heine sau Cauchy a limitei unei functii intr-un punct.

L. Functia putere cu exponent natural /: R—>R, f(x)=x", neN, n>1 (fig. 2.6)

a) limx”=xg, x,€R; y YA
X=X
b) limx" = +oo, dacd n este par y=x"
Tovoo oo, dacd n este impar; y=x", n — impar
< n — par
. . _ |+oo, dacd n este par
c) limx" = . . @) X
x>0 —oo, daca n este impar; 0 ~ N
. 7 r’)
d) lim x" =oo. V|
X—>+oo N
Fig. 2.6

II. Functia putere cu exponent intreg negativ
FRV0I SR, f()=x" =, neN, n>1 (fig.2.7)
x

a) lim—— =1 x cR\{0};
X,

x=xg X o

b) lim -~ =0;

X—eo X

. +o0, dacd n este par
¢) lim L_ o ° P

0 x"  |eo, dacd n este impar;
d) lim— =+

x>0 x

.1 +oo, daca n este par
e) lim—= ’ - p

x>0 " —oo, dacd n este impar.

III. Functia polinomiala
P:R—>R, P(x)=ax"+ax""' +..+a,, a,€R,i=0,n, a,#0, neN".

a) lim P(x)=P(x,), x,€R; b) lim P(x) =lima x";
¢) lim P(x)= lim a x"; d) lim P(x) = lim a,x".
Exemple

1. lim3x’ —4x+2)=3-(=1)’ —4-(-1)+2=3.

x—-1

2. lim(=3x" +5x —2) = lim(-3x") = —oo.

X—o0 X

3. lim(=2x" +100x* =3) = lim (=2x7) = oo

X——co
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IV. Functia rationala
Fie P si Q doua functii polinomiale cu coeficienti reali definite, respectiv, prin:

P(x)=a,x"+ax"" +..+a, si O(x)=byx" +bx"" +..+b

m?o

a,#0, b, #0, m,neN".

Functia 5: E—R, unde E={xe IR| Q(x) #0}, se numeste functie rationald.
. P(x) P(x,)
a) Iim——== , Vx, € E;
) om T ow) T

oo, daca n>m

. P(x) .. ax" a, .
b) lim =Ilim =<q—,daca n=m
) X—>o0 Q(_x) X—>o0 boxm bO

0, daca n<m.

Dacd x —+eo sau x — —oo, atunci in b) se mai specifica si semnul expresiei

0 fim x"". Cazul 0O(x,)=0 se va examina in § 4.

0x—>+oo
Exemple
.2 —4x7+3 2-2°-4-2°+3 1
1. lim~=—; = > =_.
=2 —x'+6x-2 -2°+6:2-2 2

5 5
2. lim =2 E3HL gy 220 i (L e
x4yt —x 42 ao= 4x? x| 2

V. Functia radical

O [0, +00) [0, +o0), f(x)=4x, neN, n>2, n— par (fig. 2.8)

Y
a) limi/x =4fx,, x,€[0, +eo);
b) lim 4/x =+oo, 7 — par.
X—>+o0 Ol X

Fig. 2.8
2 "R->R, f(x)=%, neN, n>3, n—impar (fig.2.9)

a limi/;:';/x , x, €R;
) x—>x0 0 0 y
b) lim&/x =0, n — impar;
0] X
¢) lim {/; =+oo, 1 — impar; _4
X—>+oo

d) lim 4/x =—ss, n — impar. Fig.2.9

x——e0
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VI. Functia exponentiala
ST R—=(0, +e0), f(x)=a", a>0, a=#1 (fig. 2.10)

y

a) lima"=a", x,eR;

X—=X(
b) dacd a >1, atunci: lim a* =+4co, lima”* =0; 0<a<l a>1
X—>+too X—>—0o
c)dacd O0<a<l, atunci: lima* =0, lima" =-+oo; 1
X—>+oo X—>—o00

d) nu exista 11_r£a . 0 .
Fig.2.10

VII. Functia logaritmica V)

£1(0, +0) >R, f(x)=log, x, a>0, a#1 (fig. 2.11)

a) limlog, x=1log, x,, x,>0;
xexo

T T T T T T T e e oNn O<a<l X
b) dacd a >1, atunci: hn})logax=—°°, lim log, x = +eo;

x—+H X—>+oo

c)dacd 0<a<], atunci: limlog, x =+, limlog, x =—oc.
x—+0 X—>Fo0

Fig.2.11

VIII. Functia putere cu exponent real
f:(0, +0) = (0, +o0), f(x)=x", aeR\{0} (fig.2.12)

a) limx” =x;, x,>0;
X=X

b)a>0= lin%x”=0, lim x% = +oo;

x>+ x—>+eo

¢) a<0= limx” =0, limx" = oo,

X—>Foo x—+0

IX. Functii trigonometrice
© Functia sinus f: R —[-1,1], f(x)=sinx (fig. 2.13)

y
"""" o TN,
a) limsinx =sinx,, x,€R; N\, 2 ! .
X—X0 - ! 0] T 71'\ X
b) nu exista: limsinx, limsinx, lim sinx. --- -M ----- 2

X—>o0 X—>+oo X——oc0

a) limcosx = COSX,, X, € R; /1'\ x /
X—X( T
1

C . . AT O f I X
b) nu exista: limcosx, limcosx, lim cosx. 2 2 i 2

X—oo X—>+oo X—>—00 —1'
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© Functia tangentd

fIR\{ +kﬂ|keZ}—>lR f(x)=tgx (fig. 2.15)

X—Xo

a) limtgx=tgx,, xo;tak=%+kn', keZ,

b) lim tgx=+co, lim tgx=—oco, ke Z.

x—=o0y —0 x—=0 +0

@ Functia cotangentd
FiR\{kn |ke Z) >R, f(x)=ctgx (fig. 2.16)

a) limctgx=ctgx,, x,#p, =kr, ke Z,

XX

b) lim ctgx=—co, lim ctgx =+, ke Z.
)x—>ﬂk—0 g x—>Bk+0 g

X. Functii trigonometrice inverse

© Functia arcsinus

-1 1]- [ 5 2] f(x)=arcsinx (fig.2.17)

lim arcsinx = arcsinx,, x, € [-1, 1].

X—X(

@ Functia arccosinus

f:[-1,1]—][0, m], f(x)=arccosx (fig.2.18)

lim arccosx = arccosx,, x,€[-1, 1].

X—X(

® Functia arctangenta

flR—)( 5 2) f(x)=arctgx (fig. 2.19)

a) limarctgx =arctgx,, x,€R;

X—>X0

b) lim arctgx = 1, lim arctgx =— 4

X—>eo 27 xo— 2’

¢) nu exista limarctgx.

x—>o0

=4
2 1
-1 !
| O 1 x
_____ _r
2
Fig.2.17
x
Ny
R A
2
0 ‘x
i
2
Fig.2.19
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@ Functia arccotangentdi
fiR—=(0, ), f(x)=arcctgx (fig.2.20) ===

N

a) limarcctgx =arcctgx,, x,€R; n
2
0]

X—=X(

b) limarcctgx=0, limarcctgx=r;

X
¢) nu exista lggarcctgx. Fig. 2.20
Y

XI. Functia modul (valoarea absoluta)
fiR—=[0, +), f(x)=|x]| (fig.2.21)
a) lim[x|=]x|, x,€R;
b) lim |x|=+c0, lim |x|=4co, lim|x|=tco. 0 x

Fig.2.21

Cea mai simpla clasa de functii care se studiaza in analiza matematica este mul-
timea functiilor elementare [-XI. Functiile care se obtin din acestea prin aplicarea
succesiva a unui numar finit de operatii aritmetice §i de compunere de asemenea se
numesc functii elementare. Constatam ca pentru functiile elementare f: D - R
(D cR, unde D este domeniul maxim de definitie al functiei) este verificata relatia
lim f(x)= f(x,), x,€ D, adica limita functiei intr-un punct este egala cu valoa-

X—X(

rea functiei in acest punct.

Exemple
1. a) Functia determinatd prin formula f(x)= Jr+27-3 log, x este elementara, deci
lim(v/x +2" =3log, ) = /(4) =4 +2' ~3log, 4=12.

b) In mod similar,

lin}(ln(sinx)+31n(%+coszx)) ln(sm6)+31n(4+cos E) ln +3In2=2In2.

6

* 1
2. 11mi—oo hm(;) =0; hmlnx——oo hm\/_ o limx *=0; hmctgx +oo etc.

x=0 x X—>00 X—>+oo

Exercitii propuse |
| B |

1. Siasecalculeze:

a)liral(—%x3+\/;+5); b)hm(x +— +3\/_) ) lim(“\/;—%+x3);
x> X

X—oo X—>+oo

d)lim[—2x2+i+3\/¥} e)nn(}(%/x_uiz—axz); f)linoq(%+3+x3+3\/;).
X x—> X x—>

Ux
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. Sase calculeze:

a) lirrzl(3x2 +x-10); b) lim (2x” +5x° +3); c) lim(2x4 +3x° +1);
. . 2x7 —10x7 +1 2x° +x-3
d) lim (=5x’+100x7); e) lim==————; lim==——=;
) H+°°( ) ) =2 x*43x+1 i o= x? =5y
.3 3 A2 32
) lim X=X h) lim w; i) hmw.
xotee Dt +3 o= 4 x—x =0 Sxt—x'—x

. Sase calculeze:

a) 1im(2)‘ +log 5 x— (\/g)"); b) 1in})(7f" +log, x); c) hn%](logo)5 x=2");
d) hlm (2" —2-4"4+8%); e) lim(log, x +log, x —e); f) lim (e +1gx).
x—logy e x—2¢ X—>too
. Sa se calculeze:
a) lim (=/x* +1); b) lim(x* —x* +1)(1-x%); ¢) lim (x® —x")(x* —x+1);
1. . 2x+1 . [x—1]
1 X+ . 1 .
O by RS PERTE R
. Sa se calculeze:
a) lim(sin x + V3 cosx— \/_tg X); b) lin}(sinx +2ctgx —cosx);
‘** oy
¢) lim (sinx+2cosx—3ctgx), ne Z; d) lim(2sinx—3cosx+tgx), ne Z
X*)?i»nﬂ X—nmw

. Sa se completeze spatiile punctate, astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevarata:
a) limsin(2*)=limsin y =0, unde y=2";
X—y—o0 Yo
b) liII]ltg(ﬂX +Inx)=limtgy=.., unde y=...
x— Yo
. Sa se afle valoarea de adevar a propozitiei:
a) Alim cos(1-2x); b) 3 lim sin x*; ¢) Alim (sinx —cosx),
X—>Foo0 X——oo X—>+oo
unde simbolul A semnifica ,,nu exista”.

. Sase calculeze in punctul indicat x, limitele laterale ale functiei /: D —>R:

a) f(x)= ,xe{lOl} b) f(x)= e)‘l,xe{ll} ¢) f(x)= , X, =1.
1+2Hl

. Pentru care valori ale parametrului me R functia f/: R >R,
3Vx® +m* =2, daci x<0
f(x)=qm+2, daca x=0 are in punctul x, =0 limita egald cu f(0)?
1
(m*e") :(1 +2 ¥ ), dacid x>0,

10. Sase determine valorile parametrului me R pentru care functia f/: R >R,

2.2 1-x =
f(x)={\/m ¥ —6mx+9-27 , dacd x<I are limitd in punctul x, =1.

4—m’x* +2mx+3"", daca x=1,
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11. Aplicind notiunea de limita laterala si teorema despre limita functiei compuse, sa se calculeze:
1 1

a) limcos(1-2sinx);  b) limIn(sin’ x); 0) 1inole»77; d) lim 3" —Inx® +x°;
X‘)Z g x> X—>—o0
e) li_r;ltg(%sin%); f) Liirgcth(rc cosx); 2) 1}3{}@; h) !}E}ln(% - arcsinx).

BEEM calculul limitelor de functii

3.1. Proprietati ale limitelor de functii

Fie EcR, functiile f,g: E—R si x,€ R un punct de acumulare pentru multi-
mea E. Afirmatiile care urmeazad exprima proprietdti ale limitelor de functii sau conditii
suficiente de existentd a limitei unei functii intr-un punct si pot fi deduse folosind
definitia limitei unei functii intr-un punct.

1° Dacd lim f(x)=a, a€ R, atunci existd o vecinatate V' (x,) alui x,, astfel incit

X=X
functia f este marginita pe multimea V' (x,)( E.
2° Daca lim f(x)=a, limg(x)=b, a,beR, si a<b (a>b), atunci exista o
X—xg x—xg

vecinatate V' (x,) alui x,, astfel incit f(x)< g(x) (respectiv f(x)> g(x)) pentru orice
xeV(x,))NE\{x,}.

Consecintd. In conditiile proprietatii 2°, daca g(x)=A (Vxe E, A€ R), atunci exista
o vecinatate V(x,) a lui x,, astfel incit f(x)<A (respectiv f(x)>A) pentru orice
xeV(x,)NE\{x,}.

In cazul =0 se obtine f(x)<0 (respectiv f(x)>0) pentruorice xe V(x,) N E\ {x,}.

3° Trecerea la limita in inegalitati. Daca

a) exista limitele lim f(x) si lim g(x),

b) f(x)< g(x) pentru orice xe E sau pe o vecindtate a lui x, din E,
atunci lim f(x) < lim g(x).

Consecintd. In conditiile proprietatii 3°, dacd lim g(x) = —co, atunci lim f'(x) = oo,

X%xo Xﬁxo
iar dacd lim f(x)=4oc, atunci lim g(x)=oo.
X=X( XX
4° Criteriul ,clestelui”. Fie functiile f, g,h: E— R verifica conditiile:
a) lim f(x)=limg(x)=a, a€eR,
X—),\’O X—)XO

b) f(x)<h(x)<g(x) pentru orice xe E sau pe o vecinatate a lui x, din E.

Atunci, lim A(x) =a.

54 |



Limite de functii

Exercitii rezolvate

% S3 se calculeze:

a) lim(x—sinx); b) lim(sinx’ —e™).
Rezolvare:

a) Pentru orice xe R are loc inegalitatea dubla: —1 < —sinx <1.
Atunci x —sinx > x—1 (1). Cum lim(x —1) =+oo, din consecinta proprietatii 3° si din
X—>+oo
inegalitatea (1) rezultd ca lim (x —sinx) = +eo.
X—>+oo
b)Deoarece sinx’ —e* <l—-e™*, VxeR, si lim(l—e*)=—c, din consecinta pro-
prietatii 3° rezultd ca lim (sinx’ —e ) = —o,

X—>—oo

3.2. Limite remarcabile

. X l
Limitele O lim3X = A a) lim(1+%) =e, b) liIIOl(1+x)X =e

x—=0 X X—o0

sint utile la calculul limitelor de functii §i se numesc limite remarcabile.

I Lema. Este adevarata inegalitatea dubld |sinx|<| x| <|tgx|, daca —% <x< %

Demonstratie

Fie 0<x< %, un cerc de raza 1 si unghiul la centru y

AOC avind masura in radiani egald cu x (fig. 2.22).
Notam cu B punctul de intersectie a tangentei la cerc in
punctul 4 cu semidreapta OC, iar cu D — piciorul perpen-
dicularei duse din punctul C pe dreapta OA. Evident,
aria triunghiului 4OC este mai mica decit aria sectorului
AOC, care, la rindul sdu, este mai mica decit aria triun-
ghiului AOB, adica
1 1 1

§AO-DCS§A02 -xSEAO-AB. ) Fig.2.22

Cum AO0=1, DC=sinx, AB=tgx, inegalitatea dubla (2) devine

sinx < x <tgx, unde OSx<%. 3)

Daca —% <x<0, atunci 0 < —x < % Deci, (3) implica sin(—x) < —x < tg(—x), adica
—sinx < —x < —tgx, unde —%<x<0. 4

Inegalitatile (3) si (4), in baza definitiei valorii absolute, sint echivalente cu inegalitatea
dubli indicatd in lemd. P
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Sa demonstram limitele remarcabile @ si @.

1. Daca xe( 55 )\{0} atunci sinx #0 si, cum x#0, din inegalitatea dubla

sinx

stabilitd In lema, prin Impartire la | sin x |, obtinem: 1< & |cosx | <——<1.

sin x COSXx

Insd |cosx|=cosx, iar x si sinx au acelasi semn pentru xe ( ) ) Prin urmare,

cosx <X -1 dacd xe (—% %) \{0}. Cum limcosx = cos0 =1, din ultima incgali-
X x—

tate dubla, conform criteriului ,,clestelui”, rezulta ca lim SImX _q,

x—=0 X
2. Pentru limita remarcabila @ demonstratia este doar schitata. a) Folosind relatia

lim (1 +%) = e (a se vedea modulul 1, § 3, secventa 3.3), se poate demonstra ca pentru

n—sco

orice sir (x,),.,, X, € (—oo, =1) U (0, +0), cu hmx = oo are loc relatia 11m(1+xL) =e.

In acest caz, in baza definitiei Heine a limitei unei functii intr-un punct, lim (1 +—=| =e.
X

Cazul b) rezulta din cazul a) si din propozitia @) despre limita functiei compuse, daca se

efectueaza in a) substitutia u :% si u —>0 cind x — co.

Exercitii rezolvate

% 1. Si se arate ca:

a) lim ln(l—”):l; by lime L ina, a>0; o) imT =l peRr:
x—0 x—0 X x—0 X
&) imEX =g o) mlTOSx L gy aresiny gy g, ATOI8Y g
x=0 X x—0 X 2 x—0 X x=0 X
Rezolvare:

Vom rezolva aceste exercitii aplicind relatiile respective pentru limite de functii ele-
mentare, limitele remarcabile @, @ si propozitia @) despre limita functiei compuse.

1
M:1inoﬂn(1+x)x =lne=1.
X x—>

o lin
b) Efectuam schimbarea de variabila v =a* —1. Atunci x =log,(1+u) si u — 0 cind
x — 0. Prin urmare, similar cu limita a), obtinem:
-1 . u . 1 1

lim< =1lim =lim = =Ina.
-0 X w0 log (1+u) w0 log (1+11)" log, e




Limite de functii

o aln(1+x) _ o ln(1+x) _
o li lm(1+x) 1=1ime 1= . le 1 _ln(1+x) _
*530 X =0 X w0 [ o In(1 + x) X
e =1, In(l+ .
:ahir(}e ” l'hil(} n(x X) =olne-1=a, unde u=aln(l+x) si u —0 cind x = 0.
d) lim 8 lim(smx~ ! )=limsmx Jim——=1.— L~
=0 X ol x cosx x>0 X x>0 COSX cos0
X x Y
2sin* = sin= N2
o) m =80 _piy = 2 Ly | T2 | L sinu ) L0 e =2
x—0 X x—0 X ¥—0 i 2 u—0 u 2
2
c¢ind x = 0.
. . —1
£) [im &S — i % = 1im(5m” ) =1, unde u=arcsinx si u — 0 cind x — 0.
x—0 X u—0 SINU u—0 u
g) lim arctg x =lim -~ —hm(tg ) =1, unde u =arctgx si u — 0 cind x — 0.
x>0 X u—0 tgu u—0 u

Observatie. Limitele remarcabile @ si @, precum si toate limitele din exercitiul rezol-
vat 1, In baza propozitiei @) despre limita functiei compuse, ramin adevarate si in cazul
in care se va face schimbarea de variabild x =u(z), unde 11m u(t)=0 (cu exceptia li-
mitei remarcabile @ a), unde limu(z) = ).

>ty

%, 2. Si se calculeze limita:

2 2
sin3x —tg5x | C ¥ g
a) li .—g; b) lim———; ¢) im———.
X0 sindx =0 x> x>0 COSX —COS2Xx
Rezolvare:

Folosind limita remarcabild @, rezultatele exercitiului rezolvat 1 si observatia de mai

sus, obtinem: i
gsindx ¢ tg5x
2) lim sm3x—tg5x:hm 3x 5 _3-1=-51__1,
x—0 sindx x—0 4M 4.1 2’

4x

3sin?2x 3sin?2x . 2
b) lim & =L _qogim | &=L (Sn2x ) o2,
=0 x? x>0| 3sin?2x 2x

2 2

23x _ 32x (23x2 _ 1) _ (32):2 _ 1)

lim =
©) 1ocosx COS2x w0 (1-cos2x)—(1—cosx)
3.23‘ —1_2.32)r -1
— lim 3x2 2x> _3In2- 2ln3_g1 8
0 , 1—cos2x 1—cosx 4. L1 379
(2x) x’ 2 2




Modulul 2

% 3. Si se calculeze limita:

3 —
) lim C0831), b) lim 23X =2,
=0 2x° +x =l x +2x-3
Rezolvare:
2) lim ln(czos 3)2) —lim In(1+ (czos 3)§ -1)) _
=0 2xT+ x0T w0 2x" +x
lim In(1+(cos3x—1)) cos3x—1 9 (o) 9.
10 cos3x—1 (3x)> 2+x 212+0 4’°

b) Efectuam schimbarea de variabila: u =x—-1. Atunci « -0 cind x > 1 si

3 - AS+3(1+u) -2 3 -
lim«/;5+3x 2 _im 2( u) :hmx/8-2|-3u 2 _
=l x"+2x=3 w0 (14+u) +2(1+u)—3 0 u +4u

1

(1+§u)3—1 3 I
_ o1 8 |0 1.8 _
=2lim 3 i+4|723 4716
Zu
8
% 4. Si se calculeze limita: 1
_(2x—1\" . . x )
a) !clanl(2x+3) ; b) LI_I)IOI(1+S11’1§) .

Rezolvare:
Vom aplica limitele remarcabile @ a) si @ b).

(2x-1Y)" . 2x-1 Y. —4 Y
2) 933(2x+3) ‘153(”2”3_1) ‘£513(1+2x+3) -

4

2343 23 4[1 1]
—4 _ -
lim 4= lim X

lim| | 14— s (Y [T e

=1m = — — X =

e 2x+3 Pt u ¢ <>
-4

unde u = 2x+3 Si u —>oo cind x —> oo

1

Y3 .lx ! 1 ,\3}); X 1
b) linol(1+sin%) :1in3li(1+sin%}'“2:l :|:1irr01(1+u)“:| 2 ¢ =+/e, unde

u=sin§ siu—0 cind x — 0.
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Limite de functii

Exercitii propuse |

__B_|

1. Séasecalculeze:

2) lim GBx-D2x+1)— 3
e (x=3)(x+2)+ x>’
. (14+2x)(1+3x) -1
d) im——————;
) lig 10x+x2
(x-2)' -
lim>—=, —°
g) x1~>4 (x 3)
i) limx +3x—10,
2 2xP —x—6"
m) lim X2 +r2=2 ANx+2-2
=2 1+ 4x -3

) lim sin4x
P) o sin3x’

s) 11m(x+1J R
X—eo X

. Sase calculeze:

\/1+x+x2 —\/1—x+x2 .

a) lim
=0 Al42x+x0 -1

sin2(x—2)
d) 1!(4)2 X — 2 ’
sin(r +3x)
-0 8in(27r — 6x)°
. 1. In(1+sin4x)
) fim In(1+tg2x)’
m) lim arcsin 2x
0 sin(3x +sin x)’

J1+sin2x —+/1—sin3x .

p) Ii Lo tg x —sin4x
) lim ln(cos3x)

= In(e" +sin® x)

. (1+2x)(1+3x)
o) lim 5=y
¢ 11 (1=x)(1-3x)-1

(1+x) —1-3x
h) lim~—————;
) =0 6x +x"
K hm‘/_ L

x—l1 x 1
Jr -1

-1
sin2x +sin 3x

>

n) lim

x—1

>

lim
Y xLo sin4x

1
t) ling(l +3x)*;

b) llm\/1+4x -3
=232 43x -2

sin(3x+x7)

e) lim————;

x—0 X

e e et —

h) lim&t¢ *te =5
) =0 tgx+sin2x
k) lim 1 —.C(;S3x;
x—0 sin” x
arctg’
n) lim—8 X
0 cos2x—e"
Q) lim vJcos2x —3/cosx

=0 arctg x’

) lim 1—cosxcos2x

x—0 sinx

b
e —Ccos2x

=501+ 7x) -1

9x” +1

c) li —;
o= \[16x° +1

2+x)* -9

=1 (3+x)° —16
im =2 D)
=2 (x° —8)(x” —4)

Ux+1,

1
u) lin(}(l —Xx)*.

V1+3x —\/1+7x
¢) lim———M———
= 1431-2x

x’ —2sinx
0 x+3sinx ’
i) lim In(1+x+x%)

5x 3x 4

x—=0 e —e

1) lim c0S3x—CoSX |
x—0 66.\72 _1 ’

sin2x sin3x
) im————¢ .
+-0 sin(sin(sin x))’
) lim In(1 +aresin x) x)

=0 3/1—sin2x -1~

(1—sin x)(l —sin x)

u) lim

x%% COS X

3. Sase aplice proprietatile limitelor de functii si sa se calculeze:
a) lirg(x2 —cosx’); b) lim (x +sin2x — cos3x);
¢) lim(sinx—2%); d) lim(2+sinx)e”.

4. Sase determine m,ne R, daca:

) .
a) lim[x :11+mx+n):3; b) limwzl unde m+n=rm.
X

x—l X —




Modulul 2

Bl Cazuri exceptate la operatii cu limite de functii

In §2 s-a afirmat ca anumite operatii cu limite de functii nu au sens. Vom examina mai
detaliat doar una dintre aceste operatii.

Fie x, un punct de acumulare pentru multimea £ cR, f,g: E— R functii pentru
care exista limitele finite sau infinite a = lim f(x) si b= lim g(x). De exemplu, din definitiile
respective ale limitei unei functii int;—ljrol punct se p:):l;oe stabili ca: daca a=e0, be R,
atunci xhgl( f(x)+ g(x))=o0; dacd g =400, b=+0o, atunci }Ll’)l{l (f(x)+ g(x)) =+eo etc.
Simbolic, Oaceste propozitii se scriu astfel: co+b =0 (beR), 0(+oo) + (+o0) =400 si SE
numesc forme sau cazuri neexceptate (determinate) ori, simplu, determindari, iar despre
suma a+b 1n acest caz se spune ca are sens. Tabelul complet al formelor neexceptate,
care apar la operatii cu limite de functii, este prezentat in secventa 2.1.

Daca insd a =400, b =—oco sau a =—oo, b = +oo, atunci despre limita functiei /' + g in
punctul x, nu se poate afirma nimic concret. Intr-adevir, dacd x — 4o, atunci:

a) f(x)=x2 — 4o, g(X)=—x —>—o0 §i f(x)+g(x)=x2(1—%)—>+oo;

b) f(1) =3+ oo, @) =—x > =0 5i ()4 g(1) =1 >0

©) f(X)=x+1— oo, g(x)=—x > —c0 si f(x)+g(x)=1—>1, [eR;

d) f(x)=x+sinx —+eo, g(x)=—x ——co §i f(x)+g(x)=sinx nu are limita.

Asadar, lim(f(x)+ g(x)) depinde de Insasi natura functiilor f'si g si poate fi infi-
X—=X( A o« .
nita, zero, orice numar real sau poate chiar sd nu existe. In acest caz se spune ca limita

respectiva reprezintd o forma sau un caz exceptat (nedeterminat) ori, simplu, o nedeter-
minare de tipul eo —co, iar despre suma a+b se spune ca este lipsita de sens.

In general, operatiile a+b, a-b, % si @ culimite de functii a = lim f(x), b= lim g(x)
xX—X( X=X(
conduc la urmatoarele sapte forme sau cazuri exceptate:
0 0 0 0
-, + 00 oo — 0O lm’ O’ &)
0 oo 0 b b

Nu exista o reguld stricta care ar permite eliminarea cazurilor exceptate. Exista doar
unele recomandari pentru excluderea acestor forme.

f (xi, unde lim /(x)=0, limg(x)=0.

I. Cazul exceptat 9 Fie limita lim

0 X=X g X

Se recomandi, dacd este posibil, sa se descompuna 1n factori expresiile f(x) si g(x)
S ()
g(x)
sd se aplice limita remarcabila @ ori limitele din exercitiul rezolvat 1, secventa 3.2.
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sau sa se amplifice raportul cu expresii conjugate, simplificind apoi cu x—x,, sau




Limite de functii

Exemple
X +x-2 0)_ . (x=-D(x+2) .. x+2 3
b o (0)_1£>r11(x—1)(3x+1)_1x1§113x+1_4'

(Simplificarea cu x—1 a fost posibila, deoarece x —1, si x#1.)

. 6 : 6 : 6
5 lim In(l +sin(2x +x%)) _ (%J: lim In(1 +sin(2x+x")) lim sin(2x+x°) _

¥=0 4x—x’ =0 sin(2x + x°) =0 4y —x°
. 6 . 6 6
:1'1im51n(2x+jc ):hmsm(2x+2c )-lim2x+x2 _
=0 4x—x =0 2x4+x =0 4x —x
5
— lim x(2+x°) lim2+x :l.

=0 x(4— x) =0 4—x 2

Similar cu exemplul 1 se calculeaza limita lim Plx)

=0 Q(x)

unde P si Q sint polinoame.

Fie P, O: R — R polinoame nenule.
a) Daca P(x,)=0(x,)=0, atunci existd polinoamele P, O;: R >R
si i, je N, astfel incit P(x,)#0, O,(x,)#0, P(x)=(x—x,) B(x),

j P(x) _ A(x,) 1
O(x) = (x=x,)"Q,(x) si lim N 00 Ox,) Xg}% (—x) "
b) Daca P(x,)#0, iar O(x,)=0, atunci lim P) _ Plx) m—L =

X=X Q(x) Ql (xo) *>% (x _xO)]

I1. Cazul exceptat — apare la calculul limitei lim fE ), unde lim f'(x) =,

X=X g x) X=X

lim g(x) = co.

X=X

Se recomanda, daca este posibil, sd se depisteze la numitorul si numaratorul raportu-

ui L&)
g(x)

nante; sa se extraga fortat ca factori comuni aceste functii si sa se transforme in mod

functiile (termenii) care cresc cel mai repede la infinit, numite functii domi-

echivalent expresiile obtinute, aplicind, daca este necesar, limitele remarcabile sau limitele
din exercitiul rezolvat 1, secventa 3.2.

Exemplu

X+ 3X|:(§) +3:| ¥ (g) +3
+3 —(i):nm—zl i (é) Qimal_—L.043_¢

XLIEQ 4x+] +2x+2 -

unde functiile dominante sint 3* si 4™,




Modulul 2

IIl. Cazul exceptat 0-eo apare la calculul limitei lim[f(x)-g(x)], unde
lim £(x)=0, lim g(x)=co. !
X—)XO

X—)XO
Se recomanda sa se efectueze transformarea echivalenta f(x)-g(x) =(fg((—);;_l,
X
f(x)#0, sau f(x)-g(x)= " f( ();;_1 , 2(x)#0, pentru a obtine unul dintre cazurile
oo g
exceptate — sau %
Exemplu . .2
sin—-sin= A
lim{ x* -sinL-sin 2 |= (e0-0) = lim—2%— % = 0 ) jj, SOV SN2V _
xX—>o0 X X xX—>o0 1 0 y—0 y
. . 2 x
=2nm(smy m y)=2-1-1=2, unde y=1 50 cind x —eo.
ol 2y X

IV. Cazul exceptat o — oo apare la calculul limitei lim[f(x)—g(x)], unde
X=X

lim f(x)=a, limg(x)=b si a=+oco, b=40c0 sau a=—oo, b=—oo,
X=X X—=X(

Se recomanda sa se efectueze transformarea echivalenta a expresiei f(x)—g(x)

prin aducere la numitor comun sau prin rationalizare cu expresii conjugate, sau prin

. o (g = (f(x)"
1 d - =
aplicarea identitatii f'(x)— g(x) (-2

, f(x)-g(x)#0, etc. pentru a

obtine unul dintre cazurile exceptate % sau z
Exemple
. +1 X’ -1 =20 44x 2% ]
1. 1 X =(c0—o00)=lim —— = =1 =——

2 _ 2
2. Tim( /—x2+4x+5—x):(oo—oo)=lim (W +4x+5 —x)(Vx" +4x+5+x) _

e VX +4x+5+x

X—>oo

5
4+=
=lim—*5 i X _p
= v dx+ 5+ x "_’J'“’\/ 4.5

I+—+5 +1
X X

V. Cazurile exceptate 17, 0°, o' apar la calculul limitei lim[f(x)]*".

Se recomanda:

a) in cazul exceptat 17 sa se aplice limitele remarcabile privind numarul e;

b) in cazurile exceptate 17, 0°, =" si se utilizeze identitatea logaritmici fundamen-
5 £ _ g0l f(x) : e gl e, S "
tala [ f(x)]*" =e , f(x)>0, sirelatia lime =e" (propozitia

X—X(

®) din §2), care plaseaza exponentul g(x)-In f(x) in cazul exceptat 0-co.
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Limite de functii

Exemple 2(2x+1)

x+3 X+3

x+1 2x+1 x+1 2x+1 2 )
I }irll(xu) =" )‘}Lﬂ(l+ 3 1) = lim (1+T3) =
_2(2x41) i _2! 2%
1 3 3

1 lim =
. X—too x4 13 B
:|:11rr01(1+y)y:| =e * =e™ unde y=-—
y—>

2

— 0 cind x — oo,
x+3

2nxtin| 1+
1 1n(1+r ) X

2. lim(1+x’ )“”‘—hme n=lime ™ =e v ™ =M =g’

X—>+oo X—>+oo

In modulul 4 vor fi formulate regulile lui I’'Hospital pentru calculul limitelor de functii

A . 0 . o . . A 9 .
in cazurile exceptate 08 = Consecinte ale acestor reguli sint urmatoarele limite:
(e ]

1. lim loga

X—>oo x

=0 (¢>0,a>0, a#l)

a

2. lim*—=0 (¢>0, a>1)

X—>+oeo a

Aceste limite sint utile Tn cazurile exceptate z i 0-oo,

putere x“ si exponentiala a” tind la plus infinit. Din limitele 1 si 2 rezultd ca cea mai

=9 =9

este functia log, x, mai ,rapida” este functia x“, iar cea mai ,,rapida” este
functia a”.

Observatie. Dacd x =+ si o >0, a>1, atunci functiile logaritmica log, x,
Llenta

Aceastd observatie se aplica la determinarea functiilor dominante in cazul excep-

tat —.
Exercitii propuse |

__B_|

1. Siasecalculeze:

2 2 5 5 4
D lim & jl)(x x 2. m@xtD (3x1:1) ; 3) lim Vx+2-4x
=2 (X" +x-06) o= (2x+6) oo 6\/;4-3\/_
. 3x" +5x+2 3 _4* 34"
4) [im 222X T, 5) 1 ; 6) 1 ;
Ry S ) lim ) hm S
x 6 6
7) lim>—4_. ) lim 00+ 9) lim 11T ).
¥=0 2% — 4% == In(x" +x") =0 In(x" +x)
2 2 S5x 2 S5x
10) lim ln(1+x+x) 11) lim 1n(x10+e4); 12) lim In(x +e4);
=0 In(1—x* +x°)’ =0 In(x" +e™) H-mln(x +e)
13) lim (Vx* +6x —x); 14) lim(\/x2 +X +x); 15) im/x* +x* —x);
13 P+l 243 (2%l Y
16) 1 : 17 18 :
)xgnl(xﬂ x3+1} )xli?l[x 2 x- 1) )}L%(4x+3)’
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Modulul 2

1

1
x+4) 7 1+4x ). 2¢ 43 )
1) lgw(x+3) ’ 20) Lo( 1+x ) ’ 2D !Hr%{ 2 J ’
1 2 2 _ 2
22) lim(x* +x-5)%;  23) hm—xﬂ; 24y Jim{ X x=1_ 2" =2x-1),
=1 Y =3x+2 x| x+1 x—1

2 n
25) lim(1+x)(1+x )...i+x )’ St ; —_

[(4x)" +1] 2

+l _
x>l (x — 1)

1
. 2 . T m
30) lim 6sin’ x +sinx—2  31) lin(}( 2+tgx ) 2 . 3)lim (cost) :

2 n
o X+x +..+x"—n
26) lim , nxl;

3x
- 28) lim MG +2),

3
— 29) lim[x> (Vx+3 =2Jx+2 +/x+1)];
X—>+eo ]n(e + e ) X—>too

ok 4sin® x—8sinx+3’ 2 +sinx 0| cosSx

1 1
33) lim x'"“””; 34) Tim (Q/x +4/2)"0;35) Tim A+ 40",

X—>+oo

2. Sise determine valorile parametrilor ¢, be R, daci lim (3/4x* —x* +ax+b)=

X—>+oo

3. Sasecalculeze lim (a\/ X +x+ b\/ 4x* +x) sisa se discute dupi valorile parametrilor a, be R.

X—>+oo

2
4. Fie f: R\{-1} >R, f(x)=%toxtd

11 . Sa se determine @, b€ R din conditiile

lim —— f(x) =2, lim[f(x) —ax] =3, apoi sa se calculeze lig}rof(x).

X—>oo

x* +ax+1, daci x<2
b+In(x—1), daca x>2.

a,be R, astfel incit sa existe limitele 1ir121 f(x) st ling%, iar linzl f(x)=f(2).

Exercitii si probleme recapitulative |

Sa se determine valorile parametrilor

5. Fie f: R—>R, f(x)={

_B_|

1. Sase calculeze:

8—6x+x . 3x7=2x+1 . (2+x)(1+3x)-2
lim 22X X . b) lim ——————— lim=——"———;
ATy ) 290G+ 4) Rl ey
2 2 3
d) fim @EDCxEDExHD - (207 =3x 20450 gy Vx —24x
SN CEER) S U ISR B CoN eIy

lim N6—10x -4 .
g) lim S ; h) im—————— i) lim————=
-1 2x% =3x =35 ¥ 5 \/ 10x+5 !

J)hm\/3—x—\/5+x_ k) lim \/7—6x—5\/16—15x.
A ot = gfo_gx-1

I) lim(V2x> +x+1-+2x> —x+1); m) lim@&/x +x2 =%’ —x?);

n) lim (Vx+1 —2Jx +4/x-1).
64 |
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Limite de functii

2. Sasecalculeze:

. sin3x ) tg3x+2sinx . sin2x-arcsin 6x
) —_ b) im=>2FXF7———— C A
x=0 SIn 2X +sin 4x x>0 38in2x —tgx’ ¥=0 tg”(3x)
. 2sin5x —3arctg2x 32 |
d) 1 ; 1 2737 1 ;
) XIE(} arctg 6 e) 1m 023x+32\_2’ f) XIB;)I tg6x 5
— 2 1
1 : czos 4x : h) lim X i) lim In(1+ 2sin3x) :
=0 sin”(2x) 20 Cos 2x — cos3x o0 e o
1
In(cos6x) - (2x+3)" l+sinx Y
AP 1 . Arsmx
+-0 In(cos3x)’ b xl—rg( 2x—1 ) ’ hii +>0{ 1+sin2x

1
m 1 rr(cos2x)r ) n) hm(l+x-3' )x '
cosx =0 14+ x-5"

3. Sase calculeze limitele laterale:

. |1=x] 1
1 _— b 11m|—; ¢) lim ;
) ‘<x+1)(x 2 = o )»z 2-27
.ox=2 . L.
d) 1X1£1011 2 ¢) lim In(1+ x)’ ) lim b
x<0 x<0 x>-1 3— 31 x2

4. Sa se determine valorile parametrului g€ R, astfel incit sa existe hm f(x):
4x” +a, daca x<I

a X x, =1;
) S0 = {\/5x+4+2a , daca x>1, °

a’+3x+2, dacd x<0

b = =0;
) {5\/(12—# > _2, daci x20, "

x’N3a+1+ax+a, dacd x<-1
©) f(x)=1", . x, ==L
x"—xva+4, daca x>-1,

d) f(x)= {\/ax +1, daca x<1 -1

1+ 2ax, daca x2>1,

5. Sase determine valorile parametrilor a, be R, astfel incit:

_ ax bx
b) lim(u+ax+b)= 6; c) hmze—ae=—4.
Xt X x—0 X
6. Sectiunea verticala a reliefului unei localitati de munte este data de functia f- [— 6, %] —->R,
1-6x—x7, dacd xe[-6, —1),

f(x)=40,1x+2,1, daca xe[-1,1], la scara 1 : 100 m pe fiecare axa de coordo-

—0.45x% +2,7x—0,05, dacd xe [1, 171]

nate. Pe platoul dintre cei doi munti ce corespunde valorilor abscisei xe[—1,1] este situat
un catun.
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Modulul 2

a) Sa se traseze graficul functiei f si sa se stabileasca abscisele virfurilor muntilor.

b) Sa se determine diferenta dintre inaltimile celor doud virfuri.

c) Sa se afle indltimea peretelui vertical al muntelui, ce corespunde abscisei x =—1.

d) Sa se calculeze unghiul de inclinatie a platoului pe care este situat catunul.

e) Care este adincimea minima a fintinilor din catun, daca axa Ox reprezinta nivelul pinzei apelor
freatice?

zlﬁxz —%, daci xe[-10,2; 2]
7. Graficul functiei f: [-10,2; 52] >R, f(x)= 1 . 1
W(X_Z) +m, daca xe (2, 52],

reprezinta relieful subacvatic al unei mari la scara 1 : 10000 m, astfel incit suprafata marii
corespunde liniei orizontale y =0,5.

a) Sa se traseze graficul functiei f si sa se determine adincimea maxima a marii.

b) Care este latimea marii, dacd ea corespunde liniei orizontale y =0,5?

¢) Sa se determine indltimea rupturii placilor tectonice in punctul de abscisa x = 2.

Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
4| 45 de minute

In itemii 1 si 2 indicati litera corespunzdtoare variantei corecte.

m® —yJ4—2x, dacd x<0

1. Functia /: R—>R, f(x)=1sinmx me R, arelimitdin x, =0, dacd | @
——, daca x>0,
A m=2. B me {-1, 3}. C me {1, 2}. D m=-1.
2. lim(ax+b—+/ax’ +bx+1)=4, a, be R, daci ©)
A a=0,b=4. B a=LbeR. C a=1, b=8. D ae{0, 1}, beR.
2 2\ 2 _ 2 2 _7\2
3. Fie l]:limw, = lim| 232 3=limM- ®
=l (x7=1) oIl x"+2x-3 =l (x"=3x+2)
a) Calculati /; si [, .
b) Féra a calcula limita /,, stabiliti valoarea / =//,1,.
¢) Utilizind rezultatul punctului b), determinati valoarea limitei /,.
d) Rezolvati inecuatia log, (x—/,)+log, (/;—x)=log, 9-log, /.
4. Calculati: ©)
1. . X
~sin5x—3sin =
a) lim 03X —v2+x . b) lim—2 2
= 49-4x -1 30

sin2x —4sin 37)( +sin 6x
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Functii continue

Exemple s
1. Presupunem cé pe axa numerelor se misca uniform un mobil L R
care in momentul =0 se afld in origine. Daca viteza presupusa
constantd a mobilului este v, atunci, notind cu s(¢) distanta parcursa
de mobil in timpul ¢, obtinem ecuatia s(¢)=vt, t>0. Graficul
functiei s: [0, +o0) >R, s(z) =vt, este reprezentat in figura 3.1.

2. Consideram functiile f, g, i R—>R, 0

x, daca x<1
f(x)={ g(x)=42, daca x=1 h(x):{

1, daca x>1,

N[

Fig.3.1
x, daca x<1
1, daca x>1,

x, daca x<1
1+x, daca x>1.

Graficele acestor functii sint reprezentate in figura 3.2.
y y y Cy
1 ]

11---; 11--

E)
Q

L

—_—
|
T
I
|
|
|

o i X
a) b) ©)
Fig.3.2

Graficele functiilor s (fig. 3.1) si f (fig. 3.2 a)) pot fi trasate printr-o miscare continua
a creionului, iar graficele functiilor g si 4 (fig. 3.2 b), ¢)) sint intrerupte in punctul de
abscisd x, =1.

Pentru a pune in evidenta deosebirile dintre comportarea functiilor £, g si /4 in punctul
x, =1, vom compara limitele lor laterale in x, =1 cu valorile lor respective in acest punct:

f1-0)= lirl{lof(x) = lirlr}Ox =1, f(1+0)= lirlnof(x) = lirlnol =1, f(H=1
g(1-0)= lirll_log(x) = lirlr_lox =1, g(1+0)= lirlnog(x) = 1i11nol =1, g(1)=2;
h(1-0)= 1iIll_th(x) = lirll_lox =1, h(1+0)= lillnoh(x) = lillno(l +x)=2, h()=1.

<
=

Functiile /" si g in punctul x, =1 au limita 1, adica 1X1£111 f(x)=1 si 13311 g(x)=1.
Constatam ca f(1)=1, g(1)=2. Graficul functiei g se Intrerupe in punctul de abscisa
x, =1, deoarece lxlgl g(x)=1, iar g(1)=2. Graficul functiei /& de asemenea se Intrerupe
in punctul de abscisd x, =1, deoarece limitele ei laterale in acest punct sint diferite (func-
tia 4 nu are limitd in punctul x, =1). Astfel deducem ca graficul functiei f nu se intrerupe
in punctul de abscisd x, =1 din doud motive:

1) exista lvlgll f(x);

2) aceastd limita este egald cu valoarea functiei f* in punctul x, =1.

In baza acestor consideratii, putem formula urmatoarea

Definitie. Fie functia f: E — R siunpunct x, € £ de acumulare pentru £. Spunem
cd functia f este continud in punctul x, daca ea are limitd in acest punct si
aceasta limita este egald cu valoarea functiei in x,: lim f(x) = f(x,).

X=X
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Modulul 3

Observatie. Dacd x, nu este punct de acumulare, adica este punct izolat, consideram,
prin definitie, cd functia este continud intr-un astfel de punct.

Tinind seama de aceastd observatie, In continuare vom pune problema continuitatii
unei functii numai in punctele de acumulare ale domeniului ei de definitie.

Definitia continuitdtii unei functii f Intr-un punct x, se bazeaza pe notiunea de limita
a functiei f 1n acest punct x,. De aceea unele proprietati ale limitelor de functii se vor
regasi si In cazul functiilor continue.

Utilizind definitiile limitei unei functii intr-un punct, obtinem caracterizari ale continuitatii.

Teorema 1. Fie functia /: £ >R si x,€ E.

1. Functia f este continud in punctul x, < pentru orice € >0 existd ¢ > 0, astfel
incit pentru orice xe E din |x—x,|<d rezultacad | f(x)— f(x,)|<E&.

1> X, € E, din faptul cd x, — x,
cind n—oco rezulta ca sirul respectiv (f(x,)),,, converge la f(x,), adicd
f(x,)— f(x,) cind n—> oo,

2. f este continua in x, < pentru orice sir (x,)

3. f este continud in x, <> existd limitele laterale (x, un punct interior multimii £):

Jim f(@)=£(x, =0, lim ()= 1(x,+0)si f(x,~0)= f(x,+0) = /(x,).

Propozitiile 1-3 semnifica existenta limitei functiei f in punctul x, si lim f(x) = f(x,).
X=X

Daca functia f'este continud in punctul x, € E, atunci x, se numeste punct de continui-
tate al functiei f. In cazul cind functia f nu este continui in punctul x, € E, ea se nu-
meste discontinud in punctul x,, iar x, se numeste punct de discontinuitate al functiei f.

Functia f continud in orice punct al unei multimi 4 C £ se numeste continud pe
multimea A.

In cazul in care 4=E, in loc si spunem ci f este continud pe tot domeniul siu de
definitie, putem spune, mai simplu, ca 1" este o functie continud (fara a mai mentiona pe
care multime).

domeniul lor de definitie se calculeazd inlocuind x cu x, direct in functie, adica
lim £() = £ (x,).

Astfel, functiile elementare (polinomiale, rationale, exponentiale etc.) sint continue pe
orice interval pe care sint definite.
Concluzie. Functiile elementare sint continue in orice punct din domeniul lor de definitie.

I‘ Observatie. S-a demonstrat cd limita functiilor elementare in orice punct x, din

Exemple
1. Functia f (fig. 3.2 a)) este continud in punctul x, =1, iar functiile g, 4 (fig. 3.2 b), ¢))
sint discontinue n acest punct.

2. Functiile f, g, : R—>R, f(x)=x"+2x" -1, g(x)=cosx, h(x)=3", fiind ele-
mentare, sint continue pe R, iar functia ¢: (—, 0] > R, ¢(x)=+1-3", este continua

pe (—eo, 0] din aceleasi considerente.
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Exercitiu rezolvat ) _
x~, dacd xe (0, 1]
%, Sa se studieze continuitatea functiei f: (0,+<) =R, f(x)=1{ x+1 .

— dacd xe (1, +oo).
Rezolvare:
Cind se cere sa studiem continuitatea unei functii fard a fi precizat un anume punct,

subintelegem ca trebuie sa studiem problema pe Intreg domeniul de definitie.
Functia f, fiind definitd pe (0, 1] prin f(x)=x" si

pe (1, +) prin f(x) :xTH’ este continua pe aceste 5 ‘
intervale (fig. 3.3). Urmeaza sa studiem continuitatea [ ________
functiei /" in punctul x, =1. It---7 :
Avem: f(1-0)= xlilll}of(x) = xl_i)rlr}oxz =1, : |
FA+0)= lim £()=lim XL o1 5 ra)=1. o 12 *
X140 o140 2 Fig.3.3

Deci, f(1-0)=f(1+0)= f(1). Conform teoremei 1
(propozitia 3), functia f este continud si in punctul x, =1.

Raspuns: Functia [ este continua pe (0, +oo).

1.2. Puncte de discontinuitate

Punctele de discontinuitate ale unei functii pot fi de doud spete (categorii).
Fie functia f: £ - R (E cR)sipunctul x,€ E (x, punct interior multimii E).

Definitie. Punctul de discontinuitate x, se numeste punct de discontinuitate de
speta intii pentru functia f daca limitele laterale ale functiei f in punctul x, exista
si sint finite, insa f(x, —0) # f(x, +0) sau f(x, —0)= f(x, +0) = f(x,).

Exercitii rezolvate

% 1. Fie functia /: R—>R, f(x)=9 «x
2, daca x=>0.

Sa se studieze continuitatea functiei f in punctul x, =0.

sin x -
{ , dacd x<0

Rezolvare:

F0)=lim X —1, 7(40) = lim /() =2.

Cum f(-0)# f(+0), rezultd cd x, =0 este un punct de discontinuitate de speta Intii
pentru functia f.

x> +1, daca x<1 Y
% 2. Fie functia f: R—>R, f(x)=11,daca x=1 !
2, daca x>1. /:
Sa se studieze continuitatea functiei f pe R. ot
Rezolvare: : ;
Functia f'este continud pe multimea R\ {1}, iar in punctul 0 o2 X
x, =1 avem f(1-0)=f(1+0)=2 si f(1)=1 (fig. 3.4). Fig.3.4




Modulul 3

Prin urmare, functia fnu este continud in punctul x, =1, avind in acest punct o discon-
tinuitate de speta intii.

Definitie. Punctul de discontinuitate x, se numeste punct de discontinuitate de
speta a doua pentru functia f* dacd el nu este punct de discontinuitate de speta
intii.

Din definitie rezulta ca intr-un punct de discontinuitate de speta a doua fie cel putin o
limita laterald este infinitd (adica egala cu o), fie cel putin o limita laterala nu exista.

Exercitii rezolvate |
% 1. Fie functia /: R—>R, f(x)={x’ daca x<0 v
1, daca x>0.

Sé se studieze continuitatea functiei f (fig. 3.5) in
punctul x, =0. o x

Rezolvare:

lim f(x) = lirnl =—oo, Prin urmare, x, =0 este un
x—-0 x—=-0 X Flg 35
punct de discontinuitate de speta a doua pentru functia f.

x, dacd xe Q

0, daca xe R\ Q.

Sa se arate ca functia f este continua in punctul x, =0 siorice xe R\ {0} este punct
de discontinuitate de speta a doua pentru aceastd functie.

% 2. Considerdm functia f/: R—R, f(x) ={

Rezolvare:

Fie x, =0 siunsirarbitrar (x,),.,, x, = 0 cind n —oo. Atunci f(x,)= {x"’ %, €Q

0, x, e R\Q
si, evident, f(x,) — 0= f(0) cind n — . Deci, functia f este continud in punctul x, = 0.
Fie acum un oarecare x, € R\{0}. Vom ardta ca nu exista limita la stinga a functiei f
in punctul x,. Consideram douad siruri, (x7),.,, x, € Q, si (x7),.,, x € R\Q, astfel incit
x —x,—0si xX’— x,—0 cind n— eo. Atunci, conform definitiei functiei f, rezultd ca
f(X)=x = x,, iar f(x”")=0—0 cind n —oo. Insd x, # 0. Astfel, am aritat ca exista
douad siruri, (x)),., si (x)),,, care converg la stinga la x,, insa sirurile respective,

(f(x))),5 si (f(x)),s, converg la limite diferite. Aceasta inseamna ca nu existd

1im0 Jf(x). Deci, x, este un punct de discontinuitate de speta a doua pentru functia f.

X—xp—

Definitie. Fie functia f: £ — R si x, un punct interior multimii £. Daca exista
limitele laterale finite f(x, —0) si f(x, +0), atunci diferenta
f(x,+0)— f(x,—0) se numeste saltul functiei / in punctul x,.

De exemplu, functia /: R >R, f(x)=sgn x, arein punctul x, =0 unsalt egal cu 2
(fig. 3.6 a)).

72 |




Functii continue

Observatii. 1. Evident, saltul unei functii f intr-un a) YA
punct de continuitate x, este egal cu zero, deoarece
in acest caz f(x,—0)= f(x, +0).

2. Saltul unei functii f poate fi egal cu zero si Intr-un —> 1
punct de discontinuitate x,, daca

S (xg=0)=f(x, +0) # f(x,).

De exemplu, fie functia f: [-7, 7] >R, 1
x, daca xe [-m, 0)
f(x)=41,daca x=0
sin x, daca xe (0, 7.

Avem f(-0)= f(+0)=0, iar f(0)=1. Prinurmare, func-
tia f este discontinud in punctul x, =0 si saltul ei este Fig.3.6
egal cu zero (fig. 3.6 b)).

1.3. Continuitatea laterala

Fie functia f:* £ >R (EcR) si x,€ £ un punct de acumulare pentru multimea
E =E((—o0, x,)={x|x€ E, x <x,}.

Definitie. Functia f se numeste continud la stinga in punctul x, dacd in x, exista
limita la stinga f'(x, —0) st f(x, —0)= f(x,).

Fie functia f: E—R si x,€ £ un punct de acumulare pentru multimea
E . =EN(x,, +o)={x|x€ E, x> x,}.

Definitie. Functia f se numeste continud la dreapta in punctul x, daca in x,
existd limita la dreapta f(x, +0) si f(x,+0)= f(x,).

Exemple

1, daca x<0
—1, daca x>0,
x, =0, intrucit f(=0)=1= f(0), si nu este continud la dreapta in acest punct, deoarece

F(H0)=—1, iar £(0)=1, adicd f(+0)# £(0).

1. Functia /> R—>R, f(x)= este continud la stinga in punctul

1, daca x<0
-1, daca x>0,
x, =0, fiindca f(+0)=-1= f(0), si nu este continua la stinga in acest punct, deoarece

£(=0)=1, iar f(0)=-1, adica f(-0)# £(0).

este continud la dreapta in punctul

2. Functia f/: R—>R, f(x):{

Observatii. 1. Functia f: E —-R (E cR) este continud in punctul x,€ £ (x, —
punct interior multimii £) daca si numai daca ea este continua si la stinga, si la dreapta
in x, (a se compara cu teorema 1, propozitia 3).
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2. Daca E =|[a, b], atunci problema continuitatii la stinga in punctul a si respectiv
la dreapta in punctul b nu are sens. in plus, functia f:[a, /] =R este continui
in a (respectiv In b) daca si numai daca f este continud la dreapta in a (respectiv la
stinga in b).

Exerecitii rezolvate . <
e +acosx, daca x<0

% 1. Se considerd functia f: R—R, f(x)=11, dacd x=0 a,beR.
x> +b, daca x>0,

Sé se determine valorile parametrilor reali a si b pentru care functia f este:

a) continua la stinga In punctul x, =0;

b) continua la dreapta in punctul x, =0;

¢) continud pe R.

Rezolvare:

a) }Lrg f(x)= }LIE) (e* +acosx)=1+a. in baza definitiei, functia f este continui la
stinga in punctul x, =0 daca si numai daca f(-0)=f(0)<=1+a=1<a=0 si beR.

b) 11)1110 f(x)= }Lrg(xz +b)=>b. Conform definitiei, functia f este continua la dreapta
in punctul x, =0 dacd si numai daca f(+0)= f(0) <= b=1 si ae R.

¢) Functia f este continud pe (—eo, 0) si pe (0, +eo) pentru orice valori ale pa-
rametrilor a si b. In punctul x, =0 functia f este continud daca si numai daca
fEO)=f+0)=f(0)=a=0 si b=1.

Raspuns: a) a=0,beR; b) aeR,b=1; ¢) a=0,b=1.

2. Sa se studieze continuitatea la stinga si la dreapta a functiei /: R —>R,

3x—2, dacd x<1
Jx)= {xz +1, dacd x>1.
Rezolvare:

Pentru x <1 si x>1 functia f, fiind elementard, este continua. Studiem continuitatea
ei in punctul x=1. Calculam limitele laterale: lirlr_lof(x) :linlq(3x—2) =1=f(),
lirlno f(x)= lilrrll(x2 +1)=2# f(1). Prinurmare, f este continua la stinga in punctul x =1

si nu este continud la dreapta in acest punct.

Exercitii propuse |

_B_|

1. Si se arate cd functia f: R—>R, f(x)=x"+2x—1, este continud in punctele x, =0 si

X, =2.
2. Sa se studieze continuitatea functiei f pe domeniul ei de definitie:
a) [1[-L1 SR, f()=2"+x+—>—  b) 1R>R, f(x)=2x+——;

x+3
0) f: (3, 4) SR, f(¥) =— 5 +In(x+ 4)
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3. Sase afle intervalele de continuitate ale functiei f: [a, b] >R reprezentate grafic:

|
X a 0| X,

b) ¢)

1
Lo
|

4. Functia f:[-3,5] >R este reprezentata grafic in
figura alaturata.
a) Sa se indice intervalele pe care functia f este continua.
b) Sa se calculeze: f(=1)- £(0), f(2)- f(4),
S0)- f(=D, f(0)- f(45).

L;N
]
_;

X

L‘n

Ll

|

|
Lo
\”'"

i

Nde oo

5. Aplicind inegalitatea |sinx | <| x|, Vxe R, sd se demonstreze continuitatea functiei f: R — R:
a) f(x)=sinux; b) g(x)=cosux; ¢) f(x)=sin2x; d) f(x)=cos2x.

6. Fie functia f: [0, 4] >R, f(x)=x"+x. Sisearate ci existd § >0, astfel incit pentru orice x

cu|x—2]< 6 areloc | f(x)-6|< % Rezulta de aici ca functia f este continua in punctul x, =27

7. Si se stabileascad daca este continud pe R functia /: R > R:

a) f(x)=]x+1[; b) f(x)=x+|x—1];
ETI Lo

9 f(=] x dacE 9 f(x):{(1+x)",dacaX>0
1, daca x=0; 2,7, daca x<0.

x* +2ax, daci x<1

eR.
x*+ad’, dacd x>1,

8. Se considera functia f/: R—>R, f(x) ={

Sa se determine valorile parametrului a pentru care functia f este continud pe R.

9. Si se afle punctele de discontinuitate si sa se calculeze in aceste puncte saltul functiei /' R > R:
_ Jlim 1+ ,daca x<1 _ Jsgn(x+1), daca x<0
a) f(x)= == b) f(X)—{z’ dac 3 > 0.
sin(x —1), daca x> 1,

10. Sa se studieze continuitatea functiei f: R — R: 1
;, daca x<0

x’ +x°, dacd xe Q ;
a = ’ b x)=<2,d =0
) /) {x+1,daca‘1xelR\Q; ) Sl =12 dackx
2
11. Sa se studieze continuitatea si sa se traseze graficul functiei:

X <
a) f:R>R, f(x)=lim ;,daca xeQ b) £ [-L >R, f(x)=1lim(x +x"*?).

"7710, dacd xe R\ Q;

, daca x>0.

ax+be*, daca x<1
12. Fie functia /: R—>R, f(x)=42, dacd x=1
1—ax, daca x>1.
Sa se determine valorile parametrilor a, be R pentru care functia f este continua:
a) la stinga in punctul x, =1; b) la dreapta in punctul x, =1.
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m| Operatii cu functii continue

Vom arata ca operatiile aritmetice asupra functiilor continue, precum si compunerea
acestora conserva continuitatea.

2.1. Suma, produsul si citul de functii continue

Teorema 2. Daca f, g: E —R (E cR) sint functii continue intr-un punct x, € E,
atunci functiile of (¢ R), f+g, f—g, f-g sintcontinuein x,. Daca, in plus,

g(x,) #0, atunci si é este o functie continua in x,.

Demonstratie
Vom demonstra continuitatea functiilor of si f + g.
Conform ipotezei, }131 f(x)=f(x,) si }131 g(x)=g(x,). Atunci
lim @ /() =clim £ () =0 £(x,) 5
lim (f () + g(x)) = lim £ () + lim g(x) = £ (x,)+ g(x,), adica
lim (e /)(0) = (@ ), i lim(f +@)(¥) = (f +2)(x,).
Prin urmare, functiile o/ §i f + g sint continue in punctul x,. P

/

Exercitiu. Demonstrati continuitatea functiilor f—g, f-g si <.
g
Aceasta teoremad, stabilita local (intr-un singur punct x,), se poate extinde la nivelul
unei multimi, 1n particular, pe tot domeniul de definitie £.

Exemple

1. Functia f: R—>R, f(x)=2"+sinx+x, este continua pe R ca suma a trei functii
elementare continue pe R.

2. Functia definita prin f(x)= sl% este continud pe multimea £ =R\ {kr|ke Z},
X
fiind citul a doud functii continue pe aceastd multime si avind numitorul nenul pe E.
3. Functia definita prin f'(x) =tgx este continua pe multimea £ =R\ {% +krlke Z},

sin x
CcOSX

deoarece f(x)= (cosx #0, xe E) si sinus, cosinus sint functii continue pe E.

2.2. Compunerea functiilor continue

Teorema 3. Fie functiile g: £, = E,, f: E, >R (E,, E, cR) si compusa lor
h=fog: E —R. Daca functia g este continud in punctul x,€ E, si functia f
este continud in punctul y, = g(x,)€ E,, atunci functia / este continud in x,.
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Functii continue

Demonstratie
Fie (x,)
cind n—oo. Notam y, = g(x,)€ E,. Deoarece functia g este continud in punctul x,,

> unsirarbitrar, x, € E, i x, — x,cind n—>co. Vomarataca h(x,) — h(x,)
rezultd ca y, = g(x,) = g(x,) =, cind n — . Cum functia f este continud in punc-

tul y,, obtinem f(y,) = f(¥,), adicd f(g(x,)) = f(g(x,)), sau h(x,) — h(x,) cind
n— oo, Astfel, functia = fog este continud in punctul x,. P

Observatie. In conditiile teoremei 3 si din definitia continuitatii rezultd urmatoarea
egalitate: lim f(g(x))= f(g(x,)) = f(lim g(x)), care inseamna ca limita ,, comuta”
X=X X=X

cu toate functiile continue.

Exemple
lim sinx

=e =¢" =1 inbaza continuitdtii functiilor f(x)=e" si g(x)=sinux;

1. lime™

x—=0

2. limtg(2") = tg(lim2") = t(2""") = tg2"" in baza continuitaii functiilor a* , tgx
si x” in punctele respective.

Corolar. Dacé functia g: E, — E, este continua pe multimea E, si functia f: £, >R
este continua pe multimea E, (E,, E, cR), atunci functia A= fog: E, >R este
continud pe E,.

Asadar, prin compunerea a doud functii continue se obtine o functie continud, iar
teoremele 2 si 3 se extind la sume, produse, compuneri ale unui numar finit de functii
continue.

Exercitiu rezolvat
% Fie f, g: E — R functii continue in punctul x, € £ (pe multimea E). Sa se demonstreze
ca si functiile | /|, max(f, g), min(f, g) sint continue in x, (respectiv continue pe E).

Rezolvare:

Functia | f'|, adica | f | (x) =| f(x)|, poate fi reprezentata ca o compusa a doua functii
continue: | | =@o f, unde ¢: R >R, ¢(x)=] x|, este functia modul, care este continua
pe multimea E. In baza teoremei 3, functia | f| este continud in punctul x, (respectiv
continua pe multimea £).

Continuitatea celorlalte doud functii rezultd din teorema 2 si din relatiile:

max(f, g)=2((f +&)+|f ~gl), min(f, ©)=2((f +2)-|f ~g).

Exercitii propuse |

__B_|

1. Sa se studieze continuitatea functiei f si s se traseze graficul ei:
2%, daca —-1<x<1

a) f:[-1,4]—>R, f(x)=11,daca x=1 b) fR—R, f(x):{

x—1,daca 1<x<4,

—x, daca x<1

L,dacé x>1;
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cosx,dacé—%ﬁx<£
T T < Vi3
c) [ [_3’ z]elR, f(x)= l,dacaxzz d) TR->R, f(x)=x-[x].
, 7’ n .

X —E,dacaz<x_2,

2. Fie f o functie definita intr-o vecinatate a punctului x,. Folosind cuantificatorii 3, V, sa se
formuleze afirmatia ca functia f nu este continua in punctul x,.

N

¥sint
3. Fie functia f: [O, %] >R, f(x)= sinxx’ dacd x#0
0, daca x=0.

Sa se demonstreze ca functia f'este continua pe [0, %]

4. Sise stabileasca daca exista valori ale parametrilor a, b€ R, astfel incit functia /: R —R sa
fie continua pe tot domeniul de definitie R:

2
(e— 1), dack x<0 (;——1)1 , dacd xe R\{-1, 1}
a) f(x)=qax+b, dacd O<x<l1 b) f(x)= a, daci x=-1
\/;’ dacd x21; b, daca x=1.
5. Fiefunctiile f, gt R—>R:
a) f(x)=sgnx, g(x)=1+x%; b) f(x)=sgnx, g(x)=x"-x;
c) f(x)=sgnx, g(x)=sinx; d) f(x)=sgn(x-1), g(x)=sgn(x+1).

A

1) Sa se studieze continuitatea fiecareia dintre functiile /' +g, f—g, f-g si = pe domeniul
. .. g
sau maxim de definitie.

2) Sa se studieze continuitatea functiilor compuse fog si go f.

6. Fie functiile f, gt R—>R:

0095 s o s 0
c) f(x)=[x], g(x)=¢"; d) f(x)=[x], g(x)=sinx;

1 < <
&) £()=[x], g()= {1; PSS FICEE RS -

Sa se determine punctele de discontinuitate ale functiilor compuse fog si go f.
7. Sase afle parametrul g€ R, astfel incit functia /" sa fie continuad pe domeniul sau de definitie:

a) /2 10,3] =R, f(X)={

x+2, daca xe[0,1]
2ax +1, daca xe (1, 3];

2%, dacd xe (—oo, 0)
a+x*, daci xe [0, +oo);

b) f: R>R, f(x)={

NxX=2-1 qaci xe[2,3)
©) fi[2, 4o, f(x)=1 X3

ax+§, dacd xe [3, +o0);



Functii continue

sina(x—1) .
d) 1.0, 2]—> R, f(x):{T, daca xe€[0,1)
3x—a, dacd xe[l, 2];

ax® +x+sinx, dacd xe[0, +oo).

¢) f:R>R, f(x):{x.sin%, dacd xe (—oo, 0)

8. Exista functii discontinue n orice punct x€ R, astfel incit suma si respectiv produsul lor sa fie
functii continue pe R? Sa se exemplifice.

9. Sa se dea exemplu de o functie discontinua pe un interval / si de o functie continua neidentic
nula pe acest interval, astfel incit produsul lor sa fie o functie continua pe /.

BEEN| Proprietati ale functiilor continue

Definitie. O functie f: £ >R (E cR) se numeste:

a) marginita superior dacd imaginea sa f(E)={f(x)|xe E} este o multime
marginitd superior, adica exista Me R, astfel incit f(x) < M, Vxe E.

b) marginita inferior dacd imaginea sa f(£) este o multime marginita inferior,
adica exista m € R, astfel incit m < f(x), Vxe E.

¢) marginita dacd imaginea sa f (£) este o multime marginitd, adica exista
m, M e R, astfel incit m < f(x)<M, Vxe E.

Numerele M =sup f(x) si m= ing f(x) se numesc respectiv marginea superioara
Xe

xek
si marginea inferioard ale functiei f.

3.1. Proprietati de marginire

In general, o functie continui nu este marginiti. De exemplu,
functia f: (0, +00) = R, f(x)=x", nu este marginita superior,
fiind definitd pe un interval nemarginit (fig. 3.7 a)). Dar nici

% — R, g(x) =tgx, nueste marginita SOy =x

superior, desi este definitd pe un interval marginit (fig. 3.7 b)). —

functia continuad g: [0,

Este adevarat urmatorul rezultat fundamental din care rezulta
ca este esentiala conditia ca multimea £ sa fie compacta.

Teorema 4 (Weierstrass de marginire).
Daca f:[a, b] >R este o functie continua, atunci:
1) f este marginita; 0

2) f isi atinge marginile, adica existd x,, x, € [a, b], astfel

incit f(x,)=m si f(x,)=M, unde m si M sint respectiv Fig. 3.

marginea inferioara si cea superioara ale functiei f-
m=inf /(). M =sup /()

xek




Modulul 3

Numerele m si M se numesc cea mai mica valoare si respectiv cea mai mare
valoare ale functiei f pe [a, b].

Exemple
y y
1. Functia f:[0,1] >R, f(x)=x+1, este P 21
continua pe [0, 1]. /
Evident, m=1= f(0) si M =2= f(1). 1+ 11—~ .
Astfel am verificat direct dacd functia f° i \
isi atinge marginile. 19) . x O | ”
Restrictia functiei f la intervalul deschis b
(0, 1) nu isi atinge marginile pe acest interval ) )
Fig.3.8

(fig. 3.8 a)).

2.Fie f:[l, +o0) >R, f(x) ziz. Atunci f([1, +e0))=(0, 1] si functia f nu 1si atinge
X

marginea inferioard m =0 pe intervalul [1, +o0) (fig. 3.8 b)).

Observatii. 1. Daca f: [a, b)] >R este o functie crescatoare pe intervalul [a, b],
atunci m= f(a) si M = f(b), adicad marginile ei sint atinse la capetele intervalului
[a, b]; daca functia f este descrescatoare pe intervalul [a, b], atunci m= f(b) si
M = f(a) (fara a mai fi nevoie de ipoteza de continuitate a functiei /).

2. Daca f: (a,b)—>R este o functie crescitoare pe (a, b), atunci m= lim0 f(x),
M= ligl}o f(x); daca f este o functie descrescatoare pe (a, b), atunci m = ligr}o f(x),
M = lim f(x).

x—a+0

3. Tn general sint posibile cazurile: m =inf f =—co, M =sup f = +oo.

xeE xeE

3.2. Proprietatea lui Darboux

Functiile continue definite pe un interval au proprietatea ca nu pot trece de la o valoare
la alta fara a trece prin toate valorile intermediare. Altfel spus, daca o functie continua f
ia doua valori distincte, atunci f ia toate valorile cuprinse intre aceste doua valori.

Definitie. Fie / un interval. Se spune ca o functie
f: I >R are proprietatea lui Darboux! pe intervalul /
daca pentru orice puncte o, B din I, o< 3, si orice

numar A cuprins intre f(@) si f(B), f(x)# f(B), exista
cel putin un punct ¢, € (o, 3), astfel incit f(c;)=A.

i

Jean Gaston Darboux

! Jean Gaston Darboux (1842—1917) — matematician francez.
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Geometric, aceasta inseamna ca orice valoare
mintermediara” A intre f() si f(B) de pe axa
Oy este valoare a functiei in cel putin un punct
mintermediar” ¢ intre o si B de pe axa Ox. in
figura 3.9 aceasta se realizeaza in trei puncte:
¢, €, §1c;.

Teorema 5 (teorema I Bolzano—Cauchy despre anularea functiei). Fie functia
f:[a, b]—> R continua pe [a, b] si la extremitatile acestui interval functia f ia
valori de semne opuse: f(a)- f(b) <0. Atunci exista cel putin un punct ce (a, b),
astfel incit f(c)=0.

Demonstratie

Pentru a fixa ideile, sd presupunem ca f(a)<0 si f(b)>0 (fig. 3.10). Divizdm

[a, b] in doua intervale de lungimi egale prin punctul a+b‘ Daca ath =0,
2 2

atunci teorema este demonstrata i se poate considera

Y
c=4 +b. Daca f atb # 0, atunci la capetele unuia !
2 2 a !
: a, ibl N
I T
dintre intervalele l:a, #], [_a-;b’ b] functia ia 0 :_/ b *

valori de semne opuse. Notind acest interval cu [a,, b,],
obtinem f(a,)<0, f(b)>0.
Divizam [a,, b,] In doud intervalele de lungimi egale si omitem cazul in care functia f

Fig. 3.10

se anuleaza in mijlocul acestuia, fiindca atunci teorema este demonstrata.
Notdmcu [a,, b,] acea jumatate a intervalului [a,, b,] pentrucare f(a,)<O0, f(b,)>0.
Repetam injumatatirea intervalului si rationamentele anterioare. Daca dupd un nu-
mar finit de pasi gasim un punct in care functia f se anuleaza, atunci teorema este demon-
strata. Fie nu gasim un astfel de punct la nici un pas. In acest caz obtinem un sir descrescator
de intervale incluse [a,, b,]D[a,, b,]D...D[a,, b,]D... care verifica relatiile:

£@@)<0, f(b,)>0 si b —a, = bz‘n“,
Sirurile (a,),., si (b,),>, sint monotone si marginite
(deoarece a<a,<a,<..<a,<..,b=2b2b,>2..2b 2..) si lim(b, —a,)=0.

Aplicind teorema lui Weierstrass (modulul 1, secventa 3.1), obtinem ca

lima, =limb, =c¢, ce[a, b]. Trecind la limita n inegalitatile f(a,)<0 si f(b,)>0 si

tinind cont de continuitatea functiei f in punctul ¢, obtinem cd f(c)=1lim f(a,)<0
sif(c)=limf(b,)=0. In concluzie, f(c) =0. .
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Teorema 5 poate fi reformulata astfel:

Teorema 5" (teorema I Bolzano—Cauchy despre anularea functiei). Dacé o
functie f este continud pe un interval / si ia valori de semne opuse in punctele
a, be I, atunci ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie in intervalul (a, b).

functie continua pe un interval are proprietatea lui Darboux pe acest interval.

I Teorema 6 (teorema II Bolzano—Cauchy despre valorile intermediare). Orice

Demonstratie
Fie f: I - R o functie continua, o, Be I, « <, A —unnumar cuprins intre valorile

fle) si f(B), fle)= f(P).

Consideram functia ¢: I >R, ¢(x)= f(x)—A. Functia @ este continua pe 7 si
@) -o(B)=(f()-A)(f(B)—2A)<0. In baza teoremei 5, existi cel putin un punct
c, € (a, B)c 1, astfel incit @(c;) =0, adica f(c;)=1. P

Corolar. Fie I R, unde [ este un interval, si f: I - R o functie continua pe /.
Multimea J = f(/) este de asemenea un interval.

Observatii. 1. Fie f: I — R o functie continuad. Daca functia f isi atinge marginile
m= 1;5’ f(x)siM= sup f(x), atunci f(I)=[m, M], iar daca nici una dintre marginile
functiei f nu este atinsa, atunci f(/)=(m, M) (aici nu sint excluse cazurile m =—oo
M =+o0).

De exemplu, pentru functia f: (0,1) >R, f (x)zlnx+ﬁ, obtinem m=—co si
M =+o0. Deci, £((0,1))=(—c0, +c0).

b

2. Daca I =(a, b) este un interval deschis si functia f: / — R este continua, atunci
despre tipul intervalului J = f(/) nu se poate afirma nimic concret. Acest interval J
poate fi inchis, deschis, semideschis, marginit sau chiar nemarginit.

De exemplu, pentru functia f: (0, +o0) >R, f(x)=e™, avem f((0, +))=(0, 1),

iar pentru functia f: (0,1) >R, f(x)=x-x°, obtinem £((0,1))= (O, %]

3.3. Aplicatii ale proprietatilor functiilor continue la rezolvarea
unor ecuatii si inecuatii
Conform teoremei 5, daca f: I >R este o functie continua pe [a,b]le [ si
f(a)- f(b)<0, atunci ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie ce (a, b). Daci, in plus,
functia f* este strict monotona pe [a, b], atunci solutia ¢ este unica pe [a, b].
Exemplu

Consideram functia f: R—>R, f(x)=e"" +3x. Si se demonstreze ci pe intervalul
[-1, 0] ecuatia f(x)=0 are exact o solutie.
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Rezolvare:
Functia f este continua si strict crescatoare pe intervalul [-1, 0] ca suma de doua

functii crescatoare. In plus, f(=1)- £(0) =(ei2—3)~ 1<0. Prin urmare, exista un unic
ce (-1, 0), incit f(x)=0.

Daca f: I - R (I cR)este o functie continud pe intervalul / si daca f nu se anuleaza
in nici un punct x€ / (adica ecuatia f(x)=0 nu are solutii in /), atunci functia f are n
mod necesar un semn constant pe /, adicad f(x)>0 sau f(x)<0 pe acest interval.

Intr-adevar, in caz contrar ar exista puncte x,,x, din I, x, <x,, astfel incit
f(x))- f(x,)<0, si atunci functia f* s-ar anula intr-un punct ce (x,, x,) care apartine
intervalului /, ceea ce este in contradictie cu ipoteza.

In general, a stabili semnul unei functii f pe un interval inseamna a rezolva inecuatia
de tipul f(x)>0 (sau f(x)<0) siaindica multimile pe care functia f ia valori pozitive
(sau negative).

Semnul unor functii elementare poate fi stabilit aplicind metoda intervalelor. Sa
presupunem ca x, <x, <..<Xx,... sint foate zerourile unei functii continue f: 7 —>R,
adicd f(x,)=0, keN" (ele pot fi un numar infinit). Atunci pe fiecare dintre intervalele
(x5 x,), (x,, x3), ..., (x,,,x,), ... functia f'are semn constant. Pentru a determina acest
semn, este suficient ca pe fiecare dintre aceste intervale sa alegem cite un punct si sa
determinam semnul functiei f in acest punct.

Exercitii rezolvate
% 1. Sa se arate ca orice functie polinomiald de grad impar are cel putin un zerou pe R.
Rezolvare:
Fie functia f/: R—>R, f(x)=a,x""+ax™ +...+a,,,, si presupunem ca a, > 0.
Deoarece xlgg f(x) =—oo, rezulta cd existd x,, astfel incit f(x,)<0.

Cum lim f(x)=+eo, rezultd ca existd x,, x, >x,, astfel incit f(x,)>0. Asadar,

functia f se anuleaza intre punctele x, si x,, deci exista cel putin un punct ce (x,, x,),
astfel incit f(c)=0.

% 2. Si se arate cd functia definitd prin f(x)=x" +7x° + 7 are un zerou unic pe [—1, 0].

Rezolvare:

Functia f este continua si strict crescatoare pe [—1, 0] ca suma a doua functii strict
crescitoare (definite prin expresiile x° si 7x’ +7) pe [-1, 0]. Cum f(=1)=-1, 7(0)=1,
rezultd cad f(—1)- £(0)<0. Prin urmare, in intervalul [-1, 0] ecuatia f(x)=0 are o
solutie si aceasta este unica, deoarece functia data este strict crescatoare.

% 3. Sd se arate ca ecuatia Inx+x =0 are o solutie unicd x, € (é, 1).
Rezolvare: 1
Fie functia f: [é, I:I —R, f(x)=Inx+x. Functia f, fiind continua pe [E’ 1], are

proprietatea lui Darboux pe acest interval si, cum f(é)=lné+é=—l+é<0 si

[ 8
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ORI 1 - .
S()=Inl+1=1>0, rezultd ca existd x,e€ e 1|, astfel incit f(x,)=0. Solutia x,
este unicd, deoarece functia g: (0, +) >R, g(x)=Inx+x, este strict crescatoare,
ca sumd a doud functii strict crescatoare.

% 4. Sd se rezolve in R inecuatia (x> —9)Inx > 0.

Rezolvare:

Zerourile functiei f: (0, +o0) >R, f(x)=(x*—9)Inx, sint 1 si 3. Functia f, fiind
continua pe (0, +e0), are semn constant pe fiecare dintre intervalele (0, 1), (1, 3),
(3, +o0). Alegem &, =%e 0, 1), &,=2€(1,3), & =4€ (3, +) si obtinem:

f(él):(%—9)ln%>0, FE)=(4-9In2<0, f(E)=(16-9)In4>0.

Raspuns: S=(0,1)U(3, +oo).

Exercitii propuse |

__B_|

1. Fie functia f: 7/ — R continud pe intervalul /. Sd se demonstreze ca functiile

B s R (X RN

sint continue pe /. Sa se traseze graficele functiilor f, si f, stiindcd /=R si:
a) f(x)=x; b) f(x)=sinux; ©) f(x)=1+x%; d) f(x)=—e¢".
2. Sa se arate ca daca f: (a,b) >R ((a,b) — interval finit sau infinit) este o functie continua
siexistd lim /' (x) =, linbl f(x)= B, unde a, Be R, atunci functia f este marginita pe (a, b).
3. Sise arate ca functia continud f: (0, 2) >R, f(x)=4x—x’, este mirginita pe (0, 2), insd nu
isi atinge marginile pe (0, 2), iar functia discontinua g: (0,2) >R, g(x)=[x], isi atinge margi-
nile pe acest interval. Sa se traseze graficele acestor functii.
4. Si se construiascd o functie f: (a, b)) - R continud si nemarginita pe (a, b).

5. Fie functia f:[0,1]>R:

x, daci OSxS% x*, daca OSxS%
Drw=1" 2) f(x)=
x——, dacd —<x<I; =, daca —<x<l1.

2 2 3 2

< - . . A 1
a) Sa se arate ca functia f este discontinua in punctul x = 5

b) Sa se traseze graficul functiei f.
c) Sa se arate ca functia f 1si atinge marginile §i ca multimea valorilor ei este un interval inchis.

6. Si se demonstreze ca functia /: R > R:

—1, daca x<0 2, daca x#0
a) f(x)=1m, dacia x=0 b) f(x)= lim 32X daca x=0,
1, daca x>0; =0 X

este discontinua si la dreapta, si la stinga in punctul x=0. Sa se traseze graficul functiei f.
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7. Sa se dea exemplu de o functie f: (0, 1) >R continua pentru care multimea valorilor ei
este:
a) un interval Inchis; b) un interval deschis; ¢) un interval semideschis.

8. Si se demonstreze ca functia f: R — R nu are proprietatea lui Darboux:

) f(x>={x’ dacd x <0 b) £(0)=[x]-x; ¢) f(x)=sgnx.

1+ x, daca x > 0;

9. Sidserezolvein R inecuatia:
a) (|x|-3)Inx+4)<0; b) (x*+3x-4)(2"-2)<0; ©¢) (x’+2x* —4x+1)(Igx—10)>0.

10. Sa se studieze semnul functiei /: R > R:
a) f(x)=x(x—a)(x—b)(x—c), unde a, b, c sint constante si 0<a<b<c;
b) f(x)=(x=1)(x"+3x—4)(e"* -1).

11. Functia f: [-L1]\{0} >R, f(x)= %, este continua si are proprietatea cd f(-1)- f(1)<0
si totusi ecuatia f(x) =0 nu are solutii. Cum se explica?

Exercitii si probleme recapitulative |

__B_|

1. Sase determine valorile parametrului o€ R, astfel incit functia /: R >R,
[ -2 _ 2 = .
f(x)=4V<¥ ZOOH:O‘ » dacd x 21 5 fie continua in punctul x, =1.
ox+3, daca x<1,
2. Sa se afle punctele de discontinuitate si tipul lor pentru functia /: R > R:

o 1
_J2x+3, daca x<1 _J——=, daca x=1
3) f(x)_{x—l, dacd x>1; b) fE)=yx=1" .
1, daca x=1;
e’z, daca x>0
O f(x)=lim it d) /()=
. x2n+1 b4 1

n—>ool

im(1+%), daci x<0.

ae’, daca x<0

3. Fiefunctia /:R—>R, f(x)=1./x+1-b
X

, daca x>0.

Sa se determine a, be R, b>0, stiind ca f este continud pe R.

4. Fie functiile f, gt R —>R continuesi f(x)=g(x), Vxe Q
Sa se demonstreze ca f(x)=g(x), Vxe R.

—1, daca x<0
5. Fie functiile /: R—>R, f(x)=140, daci x=0 g:R—>R, g(x)=x"-2x+1.
1, daca x>0;
a) Sa se identifice punctele de discontinuitate ale functiilor f i g.
b) Sa se determine functiile compuse fog si go f.
¢) Sa se studieze continuitatea functiilor fog si go f.
d) Sa se traseze graficele functiilor 1, g, fog si go f.
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6. Sa se precizeze daca este marginitd functia: f: [0, +e0) > R:
2
a) f(x)= 2x 2++51 ; b) f(x)=sinx’; ¢) f(x)=x+sinx; d) f(x)= % — arctgy.
X

7. Functia f: R\{l} >R, f(x) =ﬁ, are proprietatea ca f(—2)- f(2)<0 si totusi ecuatia

f(x)=0 nu are solutii. Cum se explica?

8. Sase arate ca ecuatia f(x) =0 are solutii pe intervalul indicat pentru functia:

a) f()=—x+8x+30, R; b) f(x)=x'=3x+1, [0,1; ¢) f(x)=(x—2)sinzx, B %]
9. Siserezolve inecuatia:

a) x' —9x* >0, b) (x* —16)Inx<0; ¢) (Ix]-D(Inx+2)>0.

Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
4| 90 de minye

1. Fie intervalul / =[a, b] si functia f: I/ —R. Care dintre urmatoarele cazuri pot avea | @
loc?

a) f este continud, marginita si isi atinge marginile.

b) f este continud si nemarginita.

c) f este discontinua si isi atinge marginile.

d) f este discontinua si nu-si atinge marginile.

e) f este discontinua, f(a)- f(b)<0, insa ecuatia f(x)=0, x€[a, b], nu are solutii.
f) f este continua, f(a)- f(b)>0 siecuatia f(x)=0 are solutii.

Argumentati rdspunsul apelind la proprietétile functiilor continue sau prin exemple.

2. Studiati continuitatea functiei f: R > R: ®
s 2
sin x -
) f(x)={2_x’ dack x<0

sinx, daca x=0;

x> +3, dacd xe (—o0, 1)
b) f(x)=42" -2, daca xe[l, 2]
x, daca xe (2, +oo).

3. Stabiliti daca functia f: R — R este marginita: )
a) f(x)=¢ - dact x£0 b) f(x)=xsin’x.
a, dacd x=0, aeR;

x*+a*, daci xe (—oo,a]

4. Determinati a€ R, astfel incit functia f/: R—>R, f (x):{3 I, daci xe (a, +oo)
X — 5 X aa ),

sd fie continua in orice punct x€ R.
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Functii derivabile

Notiunea de derivata

Notiunea derivata functiei este bazata pe notiunile cresterea argumentului si
cresterea functiei.

1.1. Cresterea argumentului si cresterea functiei

Fie functia f: I — R, unde intervalul deschis / R, x,€ / six un punct arbitrar
dintr-o vecindtate oarecare a punctului x,.

I Definitie. Diferenta x —x, se numeste cresterea argumentului x in punctul x,.

Se noteaza: x —x, = Ax.

Definitie. Diferenta f(x)— f(x,) se numeste cresterea functiei f in punctul x,
corespunzatoare cresterii argumentului cu Ax.

Se noteazd: f(x)— f(x,)=Af(x,).
Din x—x, = Ax rezultd cd x=x, +Ax.
Atunci £(x) = £ (x,) =/ (xy + Ax) = £ (x) = Af (x,).
Exercitiu rezolvat
% Fie /: R—>R, f(x)=2x. Sase calculeze Ax si Af, daca x, =1 si:
a) x=15; b) x=0,9.
Rezolvare:
a) Ax=x-x,=15-1=0.,5;
Af (xg) = f(xy +Ax) = f(x)) = f(15) - f()=2-15-2-1=1];
b) Ax=x-x,=09-1=-0,1;
Af (x))=f(x)—f(x,)=2-09-2-1=-0,2. i

. ~ . o ap s X, +Ax
Observatie. Atit cresterile argumentului, cit si S

cresterile functiei pot fi pozitive, negative sau

nule. Y ()
. . . S(x)
Interpretarea geometrica a cresterilor Ax si S~
Af(x,) este reprezentatd in figura 4.1. 5 ~

Fig. 4.1

1.2. Probleme care au condus la notiunea de derivata

Doua probleme clasice, una de geometrie (despre tangenta la o curba plana) si alta de
fizica (despre viteza instantanee a unui mobil), au condus la notiunea de derivata. Aceste
probleme au fost cercetate si rezolvate de G.W. Leibniz si respectiv de 1. Newton.
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1.2.1. Tangenta la graficul unei functii (la o curba plana)

Fie I un interval deschis si f: I — R functie continua.

Observatie. Functia este continud pe un interval daca graficul acesteia poate fi trasat
pe acest interval fara a ridica creionul de pe hirtie.

Graficul G, ={(x,f (x))|xe I} al functiei f este o curba de ecuatie y= f(x)
(fig. 4.2). Fie x, € I, punctele A(x,, f(x,))€ G,, B(x,+Ax, f(x,+Ax))e G, si dreap-
ta AB — o secantd (fatd de graficul G,) ce formeazd cu axa Ox unghiul B. Cind pe
curba G, punctul B se apropie de punctul 4, adica atunci cind Ax — 0, secanta 4B ocupd

pozitii diferite (4B,, AB,, ..., AT). ’

Spunem ca dreapta AT este tangenta
la graficul functiei f 1in punctul S0
A(x,, f(x,)) daca aceastd dreapta co-
incide cu pozitia limita (in cazul in care o A (x,)
astfel de pozitie existd) a secantei 4B

cind Ax — 0 (fig. 4.2). (%)

Tangenta la graficul functiei f in punctul @]
dat A(x,, f(x,)) poate fi determinatd daca
este cunoscutd panta ei.

Reamintim!
Panta m (sau coeficientul unghiular m) a dreptei de ecuatie y=mx+b este
egald cu tangenta unghiului pe care 1l formeaza aceasta dreapta cu directia pozitiva
a axei Okx.

Cum m(£C)=90° (fig. 4.2), din AACB obtinem coeficientul unghiular m(Ax) al
secantei AB:

m(m):tgﬂ(m):i_g: f(x0+Ag2_f(x0) :AfA(jO)_

Trecerea la limita in formula (1), cind Ax — 0, conduce la studiul limitei:
SO +A%) = f(x)
Ax
Valoarea finitd a acestei limite (daca limita existd) este coeficientul unghiular al dreptei
tangente la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,)). Deci,

S(xy +Ax) = f(x,)
Ax

(1

amym(An) = lim tgf (Ax) = [y

lim tgf3(Ax) = lim =tgo=m. (2)

Asadar, problema existentei tangentei la graficul functiei f intr-un punct dat
A(x,, f(x,)) este In corelatie cu problema existentei limitei (2).
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Daca, in plus, limita este finita, functia f se numeste derivabila in punctul x,.

f/(xo) :Er_{}) f(xo +ﬁz_f(xo) sau f’(xo)z lim f(x):){(xo)' (7)

X—X( X 0

Notatia f’(x,) se citeste: ef prim in punctul x,.

Observatii. 1. In cazul in care limita (7) este infinitd sau nu exista, functia f nu este
derivabila in punctul x,.

2. In studiul derivabilitatii unei functii intr-un punct intervin doar valorile functiei re-
spective intr-o vecinatate a acestui punct. Din aceste motive se mai spune ca derivabi-
litatea functiei, similar cu limita si *continuitatea functiei, este o proprietate locali a
acesteia.

3. In continuare vom studia derivata functiei pe un interval deschis / (daci nu se specifica
altceva).

Atentie! 1. Revenind la exemplele din fizica (formulele (4) si (5)), deducem:

a) v(t,)=s'(t,) —viteza instantanee a unui mobil in momentul #, este valoarea derivatei
distantei (spatiului) in 7,;

b) a(t,)=V'(t,) — acceleratia instantanee a unui mobil in momentul ¢, este valoarea
derivatei vitezei in ¢,.
2. Formulele v(¢) =s'(¢) si a(t)=v'(t) exprima sensul fizic (mecanic) al derivatei:

derivata distantei s in raport cu timpul t este viteza v a miscarii unui mobil, iar

derivata vitezei v in raport cu timpul t este acceleratia a a aceluiasi mobil.

Definitii. « Se spune ca functia f: I >R (/ =R) este derivabilid pe multi-
mea M (M c ) daca ea este derivabild in orice punct din M.

« In acest caz, functia f* M — R, care asociaza fiecarui punct xe M numirul
real f’(x), se numeste derivata functiei f pe multimea M.

* Operatia prin care din /" se obtine f’ se numeste derivare.

II Observatie. Derivata functiei f se noteaza: %, %, %( ), ¥, [, unde y= f(x).

Exercitiu rezolvat
% Sa se arate ca functia f: R — R este derivabild pe R si sd se calculeze derivata ei,
daca:

a) f(x)=2x;  b) f(x)=x"

Rezolvare:

a) Functia f* definita prin formula f(x)=2x este derivabild in orice punct din R,
deoarece limita lim S+ A0 = fx) lim 20x, + ixx) 2%,

Ar—0 Ax Ar—0

=2 existd pentru orice

x, € R. Deci, f'(x)=(2x) =2 pentru orice xe R.
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b) Functia f definitd prin formula f(x)=x" este derivabili in orice punct din R,
S (x,+Ax) = f(x,) ~lim (x, +Ax)* —x; 2x,Ax + (Ax)? _

deoarece limita lim % = lim
Av—0 Ax Av—0 Ax Av—0 Ax

= Err(l)(ZxO + Ax) =2x, exista pentru orice x, € R. Deci, (x*)'=2x pentru orice xe R.

Din definitia derivatei rezultd urmatorul algoritm de calcul al derivatei unei functii
f+ I >R intr-un punct si pe o multime:
@ Seiao crestere arbitrarda Ax a argumentului x in punctul x,, astfel incit x, + Axe I.
@ Se determina cresterea functiei f in punctul x,: Af = f(x, + Ax) — f(x,).
Af _ S (x +Ax)_f(xo).

@ Se alcatuieste raportul Ar A

. . . . AX' - ’
@ Se calculeaza limita acestui raport: quo AC Az A = f"(x,).

® Se trage concluzia referitoare la derivabilitatea functiei f in punctul x,.
® Se studiaza derivabilitatea functiei f pe intervalul /.

Definitie. Fie functia f: / —R. Multimea punctelor in care functia f este deri-
vabila se numeste domeniul de derivabilitate al functiei f.

Se noteaza: D,.. Evident, D, c I.
Observatie. In continuare, in cazul in care nu este indicat domeniul de definitie al
functiei f, se va considera ca aceastd functie este definitd pe domeniul ei maxim de
definitie.

1.4. Derivabilitate si continuitate

O conditie necesara de existenta a derivatei unei functii intr-un punct este formulata in

Teorema 1. Daca o functie este derivabila intr-un punct, atunci ea este continud in
acest punct.

Demonstratie

Fie f: D—R si x, € D un punct in care functia f este derivabild, adica exista si este
f(xo +Ax)_f(xo)
Ax

finitd limita (6). Din relatia f(x, + Ax)— f(x,) = -Ax, Ax#0, xe D,

rezultd ¢ lim{ /(x, +Av) - £ (x,)] = lim S, +i’2_f (%) lim Ax = /"(x,)-0=0.

Deci, fim(/(x, +A%) =/ (x,)] =0, adica lim f(x)= /(x,),

de unde rezulta ca functia f este continua in x,. P

Reciproca acestei teoreme este falsd. De exemplu, functia
[ R—>R, f(x)=|x|, este continud in punctul x, =0, dar 0| X
nu este derivabild in acest punct (fig. 4.4). Fig.4.4
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Pentru a demonstra aceasta propozitie, vom calcula limita raportului

S(x)=f(0) _[x]
x=0

X
. e C o o x] . —x
in punctul x, =0. Calculdm limitele laterale ale functiei /" in x,: hmu:hm—:—l,
x—=0 X x—=0 X
| | x<0 x<0

o x]x

lim— =lim==1.

x—=0 X x—=0 X

x>0 x>0

| x| | x|

Cum lim— # lim——, rezulta ca limita raportului
x=0 X x=0 X
x<0 x>0

exista. Deci, functia f, continud in x, =0, nu este derivabild in acest punct.

in punctul x, =0 nu

S (x)- f(0)
x—0

1.5. Derivate laterale

In anumite situatii vom studia limitele laterale ale raportului

)= 1)
-

%o

Definitie. Fie f: / - R (/- interval deschis) si x, € /. Limita lim PACIFACH] (x;_i ()
x—xg - X,
X<X0

(daca aceasta existd), finita sau infinitd, se numeste derivata la stinga a func-

tiei f in punctul x, si se noteazd f/(x,).

f(xiii(XO)' (8)

Retineti: f/(x,)=lim
xﬁxo 0

x<Xxq

Definitie. Fie f: / - R (/—interval deschis) si x, € /. Limita lim S~ /(x%) ()2_§ ()
v o

(daca aceasta existd), finitd sau infinitd, se numeste derivata la dreapta a func-

tiei f in punctul x, si se noteaza f(x,).

Refineti: f](x,)= lim W

)

Definitie. Functia f: / — R se numeste derivabili la stinga (respectiv derivabila
la dreapta) in punctul x, e / daca limita (8) (respectiv limita (9)) exista si este
finita.

Astfel, revenind la exemplul precedent, conchidem ca functia /: R >R, f(x)=]|x|,
este derivabila la stinga si la dreapta in punctul x, =0: f(0)=-1, £/ (0)=1.

Reamintim cé unul dintre criteriile de existenta a limitei unei functii intr-un punct consta
in egalitatea limitelor ei laterale 1n acest punct. Un criteriu similar exista si pentru studiul
derivabilitatii unei functii Intr-un punct.
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Teorema 2. Fie / c R, x,€ I. Functia f: I =R este derivabila in punctul x,
daca si numai daca ea este derivabild la stinga si la dreapta inx, si f,'(x,) = f (x,).
In acest caz, f/(x,)= /1 (x,)=f"(x,).

Demonstratia teoremei 2 rezultd direct din teorema 2, modulul 2, secventa 1.3.

Observatie. Fie functia f: [a,b] — R. In punctele a si b putem vorbi doar despre

derivata la dreapta, respectiv la stinga, in aceste puncte. Nu are sens problema derivatei

la stinga in a si nici a derivatei la dreapta in b.

Exemple

1. Pentru functia f(x)=|x| avem f/(0)=-1 si f;(0)=1. Cum f/(0)= f;(0),
rezulta ca functia / nu este derivabild in punctul x, =0.

2.Functia f: R—>R, f(x)=4/2|x—1]|, nueste derivabila in punctul x, =1, deoarece
derivatele ei laterale exista, dar sint infinite. (Verificati!)

x, daca 0<x<1

0, dacd x=1. Exista f,(0)=1, insd nu

3. Fie functia f: [0,1] >R, f(x) :{

existd f/(1), deoarece f nu este nici continud in x =1.

Exercitii propuse |

1. Sa se calculeze, in punctul x, = %, cresterea argumentului si cresterea functiei /: R >R,
f(x)=x7, daci: a) x=2; b) x=0,7; ¢) x=—3; d) x=-4,2.
2. Sase calculeze derivata functiei:
a) /' R>R, f(x)=—%; b) £ R—R, f(x)=3x—1;
o) f: RSR, f(x)=3x% d) /'R SR, f(x):%.

3. Sise calculeze, aplicind definitia derivatei, f'(-1), f(0), f '(%), £7(10), daca:

a) /1 R>R, f(x)=0,5x; b) f: R>R, f(x)=-2x+3.

4. Sa se traseze dreptele ce trec prin punctul (1, 3) si au panta:

a) -1 si /3 b) 1si —/3; ) 0si L.
V3

In fiecare caz, sa se determine ce tip de unghi formeaza aceste drepte cu directia pozitiva a axei
absciselor.

5. Sa se studieze derivabilitatea functiei f: D —>R:
a) f(x)=|x-2], In x,=2; b) f(x)=|x>—4|,in x,=-2, x,=2;
¢) f(x)=+x-1,1n x, =1.
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6. Sa se calculeze derivatele laterale ale functiei f: D — R in punctele x, si x;:

a) f()=x+|x], x,=0, x =-2; b) f=x-1, x, =1 x =1,
¢) f(x)=~2x-1, x,=05, x =1; d) f(x)=1-+x, x,=-1, x,=0.
7. Sa se studieze, in punctul x, =0, continuitatea si derivabilitatea functiei f: D - R:
a) f(x)=|sinx|; b) f(x)=|cosx|;
2 x*, daci x<0
= —’ d = ’
©) f(x) [x+1| ) S(x) {sz +x, daca x>0.

8. Sase afle:

m 1
a) me N', astfel incit functia /: R >R, f(x)= {x sin—, x#0

0, x=0,

sa fie derivabild in x, =0;

" 1
x"cos—, x#0
X

0, x=0,

b) ne N, astfel incit functia /: R—>R, f(x) ={ sa fie derivabild in x, =0.

2Inx, daca O<x<e
mx+n, daca x>e,

9. Siaseafle m, ne R, astfel incit functia f: (0, 4+00) > R, f(x) ={ sa fie

derivabila in orice punct xe& (0, +oo).

BTl Interpretarea geometrica a derivatei

2.1. Ecuatia tangentei la graficul functiei

Fie /: I >R (I cR) o functie derivabila in ~ /(x+a0
punctul x,€ I si G, graficul ei (fig. 4.5).
Prezentam, fard demonstratie, doud teoreme.

Teorema 3. Daca functia f este derivabild

A . A (%)
in punctul x,, atunci la graficul ei in punctul

P
(x,, f(x,)) poate fi trasatd o tangenta never- /Yg
ticala, avind panta egala cu f”(x,).

Teorema 4. Daca la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,)) poate fi trasatd o
tangenta neverticald, atunci functia f este derivabild in punctul x, si panta m a aces-
tei tangente este egald cu valoarea derivatei functiei f in punctul x, (m = f"(x,)).

Sensul geometric al derivatei unei functii f* derivabile intr-un punct x, rezultd din
teoremele 3 si 4: existenta derivatei finite a functiei f in punctul x, este echivalenta
cu existenta tangentei neverticale la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,)),
astfel incit panta acestei tangente este egala cu f’(x,).
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Retineti: Tangenta la graficul functiei f/ derivabile in punctul x, este dreapta ce
trece prin punctul (x,, f(x,)), a carei pantd m este egald cu f'(x,),
adica m= f’(x,) =tgo.

Sa determindm ecuatia tangentei in punctul (x,, f(x,)) al graficului functiei f derivabile
inx,. Stiind ca ecuatia dreptei care are coeficientul unghiular f"(x,) este y = f"(x,) - x+b,
s determinam coeficientul . Cum tangenta trece prin punctul (x,, f(x,)), obtinem ca
f(x)=f"(x,)-x,+b, de unde b= f(x,)— f'(x,) x,. Astfel, tangenta in punctul
(x,, f(x,)) al graficului functiei f* derivabile in punctul x, este dreapta de ecuatie

y:f(xo)+f,(x0)(x_xo) . (*)

Exercitii rezolvate
% 1. Sé se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f/: R—R, f(x)=x’, in punctul de
abscisa x, =2.

Rezolvare:

f(x)=(x*)=2x. Atunci f'(x,)=2-2=4, iar f(x,)=2"=4. Substituind in (*),
obtinem y=4+4-(x—2) & y=4x—4, care este ecuatia ceruta a tangentei.

Observatie. Daca f'(x,)=c (f(x,) =+ sau f’(x,)=-c°), atunci dreapta
tangentd in punctul (x,, f(x,)) al graficului G, al functiei / continue in punctul x,
este paraleld cu axa Oy, adicd tangenta are ecuatia x = x,.

Dacd f”(x,)=+eo, atunci in vecinita- Dacd f’(x,)=—oo, atunci in vecinita-
tea punctului A(x,, /(x,)) graficul G, tea punctului A(x,, /(x,)) graficul G,
are forma reprezentata in figura 4.6: are forma reprezentata in figura 4.7:
y y
G, G
A(x,, f(x,)) A(xy, [(x,))

X X 0 Xo

o/

Fig. 4.6 Fig. 4.7

\L x

% 2. Fie functia /: R >R, f(x)=x’. Sa se afle masura unghiului format de tangenta
la graficul G, in punctul de abscisa x, si de directia pozitiva a axei Ox, daca:
a) x, =0; b) xozé.

Rezolvare:

Deoarece panta tangentei este m =tgo = f’(x,), unde o este masura unghiului for-
mat de tangenta la graficul G, in punctul de abscisa x, si de directia pozitiva a axei Ox,
obtinem:

a) tgor= f'(0)=2-0=0, deci x=0; b) tg(x:f’(é):2 =1, deci a:%.

[ 97
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2.2. Interpretarea geometrica a derivatelor laterale (optional)

Aplicind derivatele laterale ale unei functii f Intr-un punct x, si valorile lor in acest
punct, putem determina mai exact forma graficului acestei functii in vecinatatea punctu-
lui x,. Derivatele laterale ale unei functii f In punctul x,, ca si derivata acesteia, au
interpretdri geometrice.

Fie functia f: I - R continud, x,€ I (I — interval deschis) si A(x,, f(x,))€ G,.
Vom examina unele situatii generale referitoare la derivatele laterale si la derivata func-
tiei f continue 1n punctul x, € /.

L Fie f'(x,)=f](x,)= f'(x,) si £'(x,), f1(x,), f'(x,)€R. In acest caz, functia f
este derivabild in x; si graficul G, admite in punctul A(x,, f(x,)) tangenta de ecuatie

y:f(xo)""f,(xo)'(x_xo)-
a) v

IL a) Fie f/(x,)=—co, f;(x,)=+co. Atunci graficul G, G
admite in punctul A(x,, f(x,)) doud semitangente care for- 7
meaza cu axa Ox unghiuri de —% (la stinga) si % (la ) >[
dreapta), si f(x)= f(x,), VxeV(x,) (fig. 4.8a)). R
b) Fie f/(x,)=+eo, f,(x,)=—o0. Atunci graficul G, b f 5 *

admite 1n punctul A(x,, f(x,)) doud semitangente, care
formeaza cu axa Ox unghiuri de % (la stinga) si —% (la f(x) 7‘4\
dreapta), si f(x)< f(x,), Vxe V(x,) (fig. 4.8b))

In cazul in care derivatele laterale f'(x,), f;(x,) sint

infinite i f(x,) # £, (x,), punctul A(x,, f(x,)) este numit
punct de intoarcere pentru graficul G, (fig. 4.8). Fig.4.8

O Xo X

L. a) Fie f/(x,)=f;(x,)=+e. In acest caz, graficul G, admite in punctul
A(x,, f(x,)) tangenta de ecuatie x =x, (fig. 4.6);

b) Fie f/(x,)= f](x,)=—c. In acest caz, graficul G,admite in punctul A(x,, f(x,))
tangenta de ecuatie x =x, (fig. 4.7).

IV. Fie f/(x,)# f,(x,) si cel putin una dintre aceste derivate laterale este finita.
Atunci graficul G,admite n punctul A(x,, f(x,)) doud semitangente (fig. 4.9):

’ ’ f,(x )G R
f(x,)eR Fl(xy) = +eo "
2) { s (X . b) { s A0 c) 1 f.(x)eR
f1(x) = fi(x)eR JCAETHED.
y
f(xo) f(xo) _____ 4
G [ &
N A x
Fig. 4.9



Functii derivabile

In cazul in care f/(x,)# f,(x,) si cel putin una dintre derivatele laterale este finita,
punctul A(x,, f(x,)) este numit punct unghiular pentru graficul G, (fig. 4.9).

Observatie. Cele doud semitangente, la stinga si la dreapta, intr-un punct de intoarcere
pentru graficul functiei f formeaza un unghi nul (fig. 4.8), iar intr-un punct unghiu-
lar — un unghi a € (0, ) (fig. 4.9).

Exercitiu. Cercetati si reprezentati geometric celelalte situatii posibile pentru derivatele
laterale ale functiei f* intr-un punct x,.

Exercitii rezolvate

% 1. Fie f: R—>R, f(x)=4/|x—1|. Sa se determine daca punctul de abscisd x, =1
este un punct de Intoarcere sau un punct unghiular pentru graficul functiei f.

Rezolvare:

Cum )= lim YOO VO L
X510 x—1 A—>1 0(\/—()671) x—mom
vx—=1-0 li vx-1 _ .. 1

lim ——— =+o0, rezultd cad punctul de absci-

f‘d(l)_xlillz}) x—l xlgl()( [x_l)z _x~>l+0 [x_l

sd x, =1 este un punct de intoarcere pentru graficul G,.

2sinx, dacda x<0
x’, dacda x>0.
de abscisa x, =0 este un punct de intoarcere sau un punct unghiular pentru graficul G, si

Sa se determine daca punctul

% 2. Fie functia /: R—>R, f(x)={

sa se scrie ecuatiile semitangentelor la acest grafic in punctul de abscisd x, =0.

Rezolvare:
3
ﬂ’(0)=11111()f(x) f(x)_l Ozslnxo 0_2 fd(O)—lln’% — =11n%x2=0

0
Deoarece f(0)# £,(0), £/(0), f,(0)e R, rezultd cd punctul de abscisd x, =0 este
un punct unghiular pentru graficul G,.
Tinind cont de faptul ca f(O) 2 si y
f7(0)=0 sint pantele semitangentelor res-

pective, obtinem (fig. 4.10): 24
1) y=fO)+ f0)(x=0) & y=0+2(x~0) V\ .

deci ecuatia semitangentei la stinga, in x,, Joon — O 1 y=0x
este y=2x, unde xe& (—oo, 0]; . -1
, %
2) y=70)+f;(0)(x-0) = y=0+0-(x-0); 212
deci ecuatia semitangentei la dreapta, in x,,
este y=0, unde xe€ [0, +o0). Fig.4.10
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Exercitii propuse |
| A |

1. Sasedetermine, utilizind interpretarea geometrica a derivatei, daca functia /* este derivabild in
punctele de abscise indicate:

Xy O X X

a)
2. Sa se traseze graficul unei functii care nu este derivabila in punctele x, =3 si x, =5.

3. Sa se scrie, aplicind definitia derivatei sau formula respectiva, ecuatia tangentei la graficul
functiei f/: R— R in punctul de abscisa x,:

a) f(x)=x", x, =1 b) f(x)=2x" -1, x, =0; ©) f(x)=2-x7, x,=-2.

4. Sa se afle masura unghiului format de tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisa x,
si de directia pozitiva a axei Ox:
a) 1 R->R, f(x)=x’, x,=0; b) /1 R—>R, f(x)=§x2, x, =1.

5. Sa se traseze graficul unei functii, astfel incit tangenta la acest grafic in punctul de abscisa
x, =—1 s fie dreapta de ecuatie: a) y=0; b) y=2.

__B_|

6. Sa se studieze derivabilitatea functiei f in punctele specificate si sa se interpreteze geometric
rezultatul obtinut:

a) f:R>R, f(x)=]|x"-9]|, x,=-3, x, =3;
b) f: (0, +e0) >R, f(x)=|lgx—1]|, x,=10.
7. Aplicind definitia derivatei, sd se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei:
a) f: R—R, f(x)=x"+2x+1, inpunctul de abscisa: 1) x,=-0,5, 2) x,=2, 3)x,=-5;

b) f: R—[~1, 1], f(x)=sinx, in punctul de abscisa: 1) x, =%, 2) x, =%, 3) x, =—%.
8. a) Sa se determine pentru fiecare dintre functiile f, g, R > R,
_|x?, dacd x>0 \/;, dacd x>0 >
Jx)= {2x2 —x, daca x<0, gl = {xz, daci x<0, h( =" =91

1) multimea punctelor pe care functia este continua;
2) multimea punctelor pe care functia este derivabila.

b) Sa se schiteze graficele acestor functii.

9. Utilizind definitia derivatei, sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de
abscisd x, si s se afle masura unghiului format de aceastd tangenta si de directia pozitiva a
axei Ox:

a) 1 R->R, f(x)=3x-x": 1) x,=0,2) x,=1;

b) /R’ >R, f(x)=%+1: 1) x,=-3,2) x, =1.
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10. Sa se afle coeficientii b,c€ R, stiind cd in punctul de coordonate (—1, —2) parabola
f(x)=x"+bx+c are ca tangenti dreapta de ecuatie y =2x.

11. Sase dea exemple de functii derivabile pe un interval:
a) cu exceptia unui punct; b) cu exceptia a doud puncte.

BEEN| Derivatele unor functii elementare

Exercitiu. Fie f: R, >R, f(x)= X0 -1g5x. Sa se calculeze derivata functiei f.

Pentru a calcula derivata functiei f, precum si derivatele altor functii, este util sa fie
cunoscute formulele de calcul al derivatelor functiilor elementare.

3.1. Functia constanta

Teorema 5. Fie f: R—>R, f(x)=c¢, ceR. Functia f este derivabila pe R si
f(x)=0, Vxe R.

Demonstratie

f(xo'f'Ax)_f(xo):limﬂ:O
Ax ’

Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f’(x,) = Em lim =

-0
Cum x, a fost luat arbitrar, rezultd cd functia f este derivabild pe R si f’(x)=0,
VxeR. pp»

Retineti: ¢’=0, VxeR. (1)

Exemplu
Pentru functia /: R > R, f(x)=2014, obtinem (2014)"=0.

Observatie. A se face distinctie intre numerele f’(x,) si (f(x,))’, ultimul fiind 0 ca
derivata unei functii constante.

I Teorema 6. Fie f/: R—R, f(x)=x. Functia feste derivabild pe R si f'(x)=1,

3.2. Functia identica

Vxe R.

Demonstratie
SG M)~ f(r) o xmx
Ax A0 X — X,

Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f”(x,)= gmo

Cum x, a fost luat arbitrar, rezultd ca functia f este derivabild pe R si f'(x)=1,

VxeR. pp»

Retineti: x'=1. ()
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3.3. Functia putere cu exponent real

Teorema 7. Fie f: (0, +0) >R, f(x)=x", aeR. Functia f este derivabila pe
(0, +o0) si f/(x)=a-x*", Vxe (0, +o).

Retineti:  (x*) =a-x"", Vxe (0, +o). 3)
f(xX)=0-x"", a=1, Vxe[0, +oo). 3"

Observatii. 1. Pentru o 21, functia f: [0, +0) >R, f(x)=x", este derivabila si
in x, =0.

2.Functia f: R—> R, f(x)=x", neN, n>2, este derivabild pe Rsi f”(x)=nx"",
VxeR.

3. Aplicind formula (3), obtinem:

! L n (1
(”x/;)'=(x”)'=l-x”l=%x"=lx[")= L Wre (0, +o0).

n n n'n[xn—l’

4. ("Yxy = VxeR".

|
Cn+ D)"Y

5. Functia definita prin formula f(x) = ix ,ne N, n>2, nueste derivabila in punctul

x, =0 (deoarece derivatele laterale in punctul O sint infinite).

Exercitiu rezolvat

% Sa se calculeze:
a) (x ) b) (W) ¢) Wx).
Rezolvare:

a) () =20

B (o =y =g =

1_1 1
x¥ = Vxe (0, +oo).

1
37 3al
1

Relatia (3«/; ) = are loc si pentru orice x € (—oo, 0).
3.3

Vxe (0, +oo);

o QxY =) =

Refineti: (&)’:2#, Vxe (0, +o0). @)

Jx

Pentru functia radical /: D >R, f(x)=%x, neN, n>2, obtinem:

Wxy'=

Vxe D\{0} |. (5)

1
s
n‘n[xn—l
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3.4. Functia sinus

Teorema 8. Fie f: R—[-11], f(x)=sinx. Functia f este derivabila pe R si
f’(x)=(sinx)"=cosx, Vxe R.

Demonstratie
sin(x, + Ax) —sinx, _

Ax

2sinAx-cos(xo+) o Ax
2 2 sin Ax
= lim = lim - lim cos(xo +7)= COS X,.

Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f’(x,)= gn})

Ar—0 Ax Ar—0 Ar—0

Cum x, a fost luat arbitrar, rezultd ca functia f este derivabilda pe R si f”(x)=cosx,
VxeR. P

Retineti: (sinx) =cosx, VxeR. 6)

3.5. Functia cosinus

Teorema 9. Fie f: R—[-1,1], f(x)=cosx. Functia cosinus este derivabilad
pe R si (cosx) =—sinx, VxeR.

Retineti: (cosx)' =—sinx, VxeR. (7)

Exercitiu. Demonstrati teorema 9.

3.6. Functia exponentiala

Teorema 10. Fie f: R— (0, 4o0), f(x)=a", a>0, a#1. Functia f este de-
rivabilipe R si (¢*)' =a" -Ina, VxeR.

Retinefi: (a*)' =a"-Ina, a>0, a#1, VxeR. (®)

Consecinta. Aplicind formula (8), obtinem (e*) =e*-Ine=¢", Vxe R.

Refineti: (') =e*, Vxe R. (8"

De exemplu: a) (2') =2"In2;  b) ((0,3)') =(0,3)" In0,3.

3.7. Functia logaritmica

Teorema 11. Fie f: (0, +00) >R, f(x)=Inx. Functia f este derivabila pe (0, +oo)
si (Inx) = % Vxe (0, +o0).
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Refineti: (lnx)'=é, Vxe (0, +oo). )

Exercitiu. Demonstrati teorema 11.

Teorema 12. Fie f: (0, +0) >R, f(x)=log,x, a>0, a=#1. Functia f este

derivabild pe (0, +o°) si (log, x)’ = , a>0, a#1, Vxe (0, +oo).

x-Ina
L , 1

Retineti: =— o), 1

efinefi: (log, x) Tna’ a>0, azl, Vxe (0, +o0) (10)
Exercitiu. Demonstrati teorema 12.
Indicatie. Se va tine cont de definitia derivatei, de formula log, x :}E—Z si de for-

mula (9).
. 4 —_— 1 . 4 = —1

De exemplu: a) (log, x) =i b) (Igx) = ~Inlo"

Exercitii propuse |

1. Sase calculeze derivata functiei f*si sd se determine domeniul de derivabilitate D .:

a) /1 R-R, f(x)=x" b) /1R, >R, f(x)=x7;
¢) /1R, >R, f(x)=4x; d) f: R (0, +e0), f(x)=3
1 X
) /i R0+ =[5 D f: (0. +) >R, f(x)=log,x:
9 /1 (0, +2) >R, f(x)=log, x; h) /: R>R, f(x)=Yx.
3
2. Sase calculeze valoarea derivatei functiei f: D —R:
a) f(x)=log,x, In x, =7, b) f(x)=l1gx, in x0=%; ) f(x)=x", in x, =60,
d) f(x):J;, in x, =49; e) f(x)=2%,1n x, =5; f) f(x)=25, 1n x, =—064.
3. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f/: D — R in punctul de abscisa x,:
a) f(@)=4x, x, =1, b) f(0)=2", x,=0;
¢) f(x)=loggx, x,=2; d) f()=x, x,=-1.

_B_|

4. Sase calculeze derivata functiei f si sd se determine domeniul de derivabilitate D .:

a) f: [0, +o0) >R, f(x)=xvx; b) £ R>R, f(x)=x" .

5. Sa se calculeze derivata functiei f* si sd se determine domeniul de derivabilitate D, dacd
i D->R:
a) (0 =Vx; DIOENIE ¢) /f(x)=log,,(x"); d) f(x)=2"
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6. Sa se calculeze derivatele laterale ale functiei f: D — R:

b) f(x)=|2x|, in x, =0;

a) f(x)=|cosx|, in X, Z%;

_J3x, daca x<0 | _
©) f(x)= {—2x, daci x>0, M % =0
7. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f: D — R in punctul de abscisa x,:
a) f(x)=7x", x,=-3; b) f(x)=sinx, x, =73
¢) f(x)=log,,(x*), x,=27; d) f(x)=25", x,=1.

mx+n,daca x<0
sin x, daca x > 0.

b

Fie functia /: R—>R, f(x)= { Sa se determine valorile parametrilor reali m
si n, astfel Incit functia f sa fie derivabila in punctul x, =0.

9. S se formuleze si sa se rezolve exercitii asemanatoare cu ex. 6, 7, 8.

B Oreratii cu functii derivabile
4.1. Derivata sumei, a produsului si a citului

Exercitiu. Fie f,g:R—R, f(x)=x", g(x)=e", ce R. Si se calculeze:

2) (f+g); b) (- /Y o) (f-g);
d) (f-g); ) (g) D (9.

Pentru a rezolva acest exercitiu, trebuie sa cunoastem regulile de calcul al derivatelor.

Teorema 13. Daca functiile f, g: I >R (/ =R) sint derivabile in punctul x, € 7,
atunci functia f + g este derivabila in x, si

(f+8)(x,)=f"(x) +&'(x,).

Demonstratie
(S +)x +A) = (f +2)(x,) _
Ax

= tim L0 PRV | S HADZEC0) _ 4 )

Avem (f +g)(x,)) = lim

Ax—0

Corolar. Daca functiile f si g sint derivabile pe intervalul /, atunci functia f + g este

derivabilapeIsi | (f+g)=f"+g"|. (1)

Exemplu
Pentru functia 2: R = R, A(x)= f(x)+ g(x)=x"+e", conform formulei (1), obtinem:
(X +e") =(x")Y+(e) =3x" +e".
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Observatie. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate ardta ca suma
i+ f,+...+ f, anfunctii derivabile pe intervalul / este o functie derivabila pe 7 si

OWAE WS (1)

Exercitiu. Deduceti formula (1) .

Teorema 14. Daca functia f: / >R (I < R) este derivabila in punctul x, € 7 si
ce R, atunci functia ¢ f este derivabila in x, si (¢ f) (x,)=c- f(x,)

| Exercitiu. Demonstrati teorema 14.
Corolare. 1. Daca functia f este derivabila pe intervalul 7si ce R, atunci functia

c- f este derivabilape Isi |(c-f)=c-f"]. ()

Exemplu
Pentru functia : R >R, h(x)=+/3-¢", obtinem (V3 -¢*) =+/3-(e') =+/3¢".

2. Pentru ¢=—1 avem (—f) =—f".

3. Daca functiile f, g sint derivabile pe intervalul /, atunci functia f — g este derivabila
pelsi |(f-gV=/"-g"|. (3

Exemplu

Pentru functia h: R - R, 2(x)=x" —e", obtinem:

(X =&)Y =(xY —(e") =3x" —¢".

Teorema 15. Daca functiile f, g: I - R (I = R) sint derivabile in punctul x, € 1,
atunci functia f-g: I - R este derivabila in x, si

(f'g),(xo):f,(xo)'g(xo)"'f(xo)'g,(xo)-

Demonstratie

Fie x, € I. Functia g, fiind derivabild in x,, este si continud in x,, adica limg(x)=g(x,).
. ’ . +AX' +AX — =%

Atunci (f-g)(x,)= gn}) PACH )8 (%, )= S (x)8(x,) _

Ax
~lim (X + A G (xy +A%) = £ (x,) g (xy +A%) + /(3,) (¥, + AY) = [ (%,)2(%,) _
Ax—0 Ax
:E%(ﬂxo +ici—f(xo) gy + A0+ £ (x,) - S +AA)2_g(x°) ):

:f,(xo)'g(xo)"'f(xo)'g,(xo)- >
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Corolar. Daca functiile f, g sint derivabile pe intervalul /, atunci functia f-g este
derivabila pe / si

(f-&y=r"-g+f-g| 4)

Exemplu
Pentru functia : R - R, h(x)= f(x)-g(x)=x"-e*, obtinem:
(X&) =) e +x (") =3x"e" +x’e" =x’e"(3+x).

Observatie. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate arata ca produsul
fi - f, ... f, anfunctii derivabile pe intervalul / este o functie derivabild pe / si

fy - for LY =S S Lo Sy fr e [yt [ Sy

Teorema 16. Daca functiile f, g: I - R (I < R) sint derivabile in punctul x, € /
A

si g(x,)# 0, atunci functia rs este derivabild in x, si

(LJ(XO): S0)-86) = /() 8x)
g g (%)

Demonstratie

Cum functia g este continud si g(x,)#0, rezultd cad existd o vecinatate V(x,) In
care g(x)#0 pentru orice xe V(x,). Consideram Ax, astfel incit x, +Axe V(x,).

Atunci,
f (S
i ()= lim(g )(xo + Ax) (g ](Xo) im f(x, +Ax)g(x,)— f(x,)g(x, +Ax) _
g 0/ A0 Ax Ax—s0 g(xo +AX)g(x0)Ax

| ! hm( S +AV) = £(5)

Aig})g(x0+Ax)'g(xo) -lim A g(x)— f(x,)-

g(x, + A0 - g(x,) ):
Ax

1
gz(xo)

f,(xo)g(xo)_f(xo)'g,(xo)
gz(xo)

‘(f’(xo)g(xo)_f(xo)‘g,(xo))z

(En}) g(x, +Ax) = g(x,), deoarece functia g este continud in x,). P

Corolare. 1. Daca functiile f, g sint derivabile pe intervalul /si g(x)#0 pentru

g 2

orice xe /, atunci functia é este derivabila pe / si (iJ :M .
g

2. Pentru f =1, aplicind formula (5), obtinem: i) -8 | (6)
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Exercitiu rezolvat

3
% Sa se calculeze derivata functiei h: D - R, h(x)= x_x
e

Rezolvare:

W (x)= ( ) () ee xa'(ex)':3x2ex—x3-e"_xze"(3—x)_x2(3—x)‘

2x - 2x - X

e e e

4.2. Derivata functiilor tangenta, cotangenta

Teorema 17. Fie f: IR\{ +kr|ke Z} —R, f(x)=tgx. Functia f este deriva-

{%+kn|ke z}.

bllapeIR\{ +kn|kez}$if,(x)= 12 )
cos’ x

Demonstratie

()= (1gx) = (

“ 4 . ’ . ’ 2 .2
sinx | _ (sinx)-cosx—sinx-(cosx) _ cos’x+sin’x _
COSXx COS2 X 0052 X

- ‘v’erR\{ +kn|kez} >

COS )C

Retineti: (tgx)' = L { +kr|ke Z} (7)
cos’

Teorema 18. Fie f: R\ {kr|ke Z} - R, f(x)=ctgx. Functia f este derivabila

pe R\ {kr|ke Z} si ['(x)=

®)

Retineti: (ctgx) =—

Exercitiu. Demonstrati teorema 18.

4.3. Derivarea functiei compuse

Teorema 19. Fie [, I, intervale si functiile f: I, > 1,, g: I, - R. Daca func-
tia f este derivabildin x, € /, iar functia g este derivabild in punctul y, = f(x,)e /,,
atunci functia compusd h=go f: [, >R este derivabila in x,e/, si
W(x)=g'(f(x)) f'(x,)-

Retinem regula de derivare a functiei compuse:

S =g (f(x) f(x), VxeT |. ©)
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Corolar. Daca functiile f: I, > 1,, g:1, —>1,, h: I, - R sint derivabile, atunci
functia compusa p(x): I, >R, p(x)=(hogo f)(x) este derivabila pe 7, si

P =h(g(f(x) &' (f(x) f(x) | (10)

Exercitiu rezolvat
% Sa se calculeze derivata functiei:
a) h: D >R, h(x)=2";
| b p: DR, p(x)=log,cos2x.
Rezolvare:
a) (2)=2"-In2-(3x)’ =Ing-2"".
b) (log, cos2x)" =log’ (cos2x)- cos’(2x)-(2x) =

_ 2sin2x _ 2tglx
© cos2xIn2  In2

1

cos2x-ln2'(_smzx)'2:

4.4. Derivarea functiei inverse

Teorema 20. Fie f: I —>J (I,J cR) o functie continua si bijectiva. Daca func-
tia f este derivabild in x,e I si f’(x,)#0, atunci functia inversda f™: J — 1,

unde J = f(I), este derivabild in punctul y, = f(x,) si (f ) (y,)= ﬁ
0

Observatie. Fie functia f: [ — J strict monotond, derivabila pe intervalul /si f’(x) # 0,
Vxe I. Prin urmare, functia inversd f~': J — I este derivabili pe intervalul J si

(SN =

1 _
70’ Vye J, unde y= f(x) |. (11)

Exerecitii rezolvate

Y 1. Derivata functiei arcsinus

Fie functia f: [—% %]—>[—1, 11, f(x)=sinx. Sa se calculeze (/Y.
Rezolvare:

In orice punct X, € (—%, %) avem (sin)’(x,) =cosx, # 0 si sint verificate conditiile

teoremei 20. Astfel, functia /' =arcsin este derivabild in orice punct y, € (-1, 1).
Notam y, =sinx,. Atunci arcsin y, = x,. Aplicind formula (11), obtinem:
1 _ 1 __ 1
COS X, \/l—sinz X, \/l—yé

Revenind la notatiile uzuale, retinem formula:

(arcsin)’(y,) = , Yy, e (=L 1).

(arcsinx)’ = , Vxe (=1,1) |. (12)

2

1—-x
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& 2. Derivata functiei arccosinus
Fie functia f: [0, 7] —[-1, 1], f(x)=cosx. Sa se calculeze ('Y
Rezolvare:
Rationind in mod analog sau aplicind relatia arccosx + arcsinx = %, obtinem formula:

1

V1—x? ’

(arccos x)’ =— Vxe (-1,1) |. (13)

& 3. Derivata functiei arctangenta
T

Fie functia f: —%, 5

)—) R, f(x)=tgx. Si se calculeze (f).

Rezolvare:
In orice punct x, € —1, % | avem (tg) (x,) = 12 # 0 si sint verificate conditiile
2°2 cos’ x, ’
teoremei 20. Astfel, functia /' =arctg este derivabila in orice punct y,e R, unde

L cos’ x 1 1

1 _ _ _
f(x) 1 Col+tg’x, 14y
cos’ x,

¥, =tg x,. Obtinem (arctg)’(y,) =

Revenind la notatiile uzuale, obtinem formula:

(arctgx)’ :ﬁ, VxeR |. (14)

Y 4. Derivata functiei arccotangenti
Fie functia f: (0, 1) >R, f(x)=ctgx. Sa se calculeze (1 ),.
Rezolvare:
Rationind in mod similar, obtinem formula:

’ 1
(arcctg x) =i Vxe R|. (15)

4.5. Derivarea functiei de tipul f{x) = u(x)"", unde u(x) > 0

Fie functia f: I >R, f(x)=u(x)"", unde u(x)>0, Vxe I, I cR. Aceastd
functie, in caz general, nefiind nici functie putere, nici functie exponentiald, nu poate
fi derivata aplicind formulele (3), (8) din § 3, ci aplicind identitatea logaritmica funda-

mentald f(x)=u(x)"™ =™ =™ Functia f: D >R, f(x)=e"", astfel
obtinutd, este o functie compusa. Derivind-o, obtinem:
S ="My =M (v Inu(x)) = u(x)" - (v(x) Inu(x)) = f(x)- (In £ (x))". (16)

De aici rezultd formula pentru derivata functiilor de tipul f(x)=u(x)"", unde u(x)>0:

u

(uv)'zu”-(v'-lnu+v~u—,) ) (17)

10
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Exercitiu rezolvat
% Sa se calculeze derivata functiei:

a) /R, SR, f(x)=x; b) /R, >R, f(x)=x""lg5x (ase vedea exercitiul
de la inceputul § 3).

Rezolvare:

a) Conform formulei (16), f'(x)= f(x)-(In f(x))".

Deci, (x*)' =x"-(Inx") =x"(xInx) =x"(Inx +1).

b) f(x)=(x""1g5x) = (x") - 1g5x+x"" - (Ig5x). Si calculdm intii derivata func-
tiei g: D —>R, g(x)= X0

Aplicind formula (17) si formula (Inu”) = (vInu) =v - Inu +v-*-, obtinem
_(2+Inx)- XU !
= —2\/;
)= Q+Inx)-x" 1gsx X"

2& xIn10

(Inx"y = L\/} (Y, sau (xY . Atunci
x

=0,52+Inx)-x"" 1g5x+x " ge.

4.6. Derivate de ordin superior

Fie f: I - R o functie derivabila pe intervalul 1. Valorile lui f’(x) depind, in general,
de x, adica derivata functiei f este, la rindul sdu, o functie de x. Prin urmare, poate fi pusa
problema derivarii functiei f”.

Exercitiu rezolvat
% Si se calculeze derivata derivatei functiei f: R—R, f(x)=x"e".

Rezolvare:

f(x)=(x"e") =2xe" +x’e".

Atunci (f'(x))' =(2xe" +x’e") =2e" +2xe" +2xe" +x’e’ =e"(x* +4x +2).

Definitie. Fie f: I - R. Se spune cd functia f este derivabilid de doua ori
intr-un punct x,e I daca functia f este derivabild intr-o vecinatate a lui x, si

functia f” este derivabila in x,.

In acest caz, derivata functiei f” in punctul x, se numeste derivata de ordinul doi
(sau derivata a doua) a functiei f in punctul x, si se noteaza f”(x,).
Exemple

S (x, +A) = f(x,)
A .
1. Pentru functia /: R >R, f(x)=x"-3x"+5, obtinem: f’(x)=3x"—6x,
f7(x)=6x-6.
2. Pentru functia g: R >R, g(x)=cosx, avem: g'(x)=-sinx, g”’(x)=—cosx.

| LI

Asadar, f”(x,)=(f"Y(x,) = lim

Observatie. Daca functia f este derivabila de doua ori in orice punct al intervalului /,
atunci se spune ca functia f este derivabila de doua ori pe acest interval.
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Similar se defineste derivata de ordinul trei (sau derivata a treia) a functiei f in
punctul x,. Se noteaza: f(x,) .

In mod analog se defineste derivata de ordinul n, neN', n>2, a functiei f in
d"f
dx"
Observatii. 1. Ordinul derivatei se scrie intre paranteze, pentru a nu fi confundat cu
exponentul puterii (exclusiv cazurile in care ordinul derivatei se noteaza cu cifre romane).

punctul x,. Senoteaza £ (x,)=(f"")(x,). Uneori, f"(x) se noteaza

2. S-a convenit ca derivata de ordinul zero a functiei f sa fie considerata Insdsi func-

tia f, adica /' =f.

Exemple

1. Pentru functia /: R—R, f(x)=sinx, obtinem: f’(x)=cosx, f”(x)=-sinx,
17 (x)=—cosx, f"(x)=sinx. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate de-

2

. . n
monstra formula: | (sinx)"” = sm(x + —} neN

2. Similar obtinem formula: | (cosx)" = cos(x +7t_2n} neN

3. Pentru functia g: R—R, g(x)=e¢", obtinem: g'(x)=¢", g"(x)=¢", g”"(x)=¢".

Retineti: (") =e*, VneN.

Exercitiu rezolvat
% Si se deducd formula binomului lui Newton folosind derivata functiei.
Rezolvare:
Ridicind binomul a + x la puterea n, ne N*, obtinem identitatea:
(a+x)" =4, + Ax+ A,x° + Ax +..+ A x", xeR, (18)
unde A4, 4,, 4,, 4,, ..., A, sint coeficientii care urmeaza a fi determinati.
Substituim x =0 in identitatea (18) si obtinem:
A, =a". (19)
Pentru a determina A4,, derivaim ambii membri ai identitatii (18):
((a+x)"Y =(4,+ Ax+ Ax> + Ax° +..+ A x"), sau

na+x)"" =4 +24,x+34,x" +...+nd x"". (20)
Considerind x =0 in (20), obtinem 7n-a"" = 4,. Atunci
g = a"
] 1

Derivind ambii membri ai identitatii (20) si substituind x =0 in expresiile obtinute,
deducem formula pentru A4, (verificati!):

_nmn=1) ., nn-1) ,,
A4, = 3 a" "= 12 a

Procedind similar, vom calcula si ceilalti coeficienti: 4,, 4,, ..., 4,. Derivind de k ori
(ke N, k <n) ambii membri ai identititii (18) si substituind x =0 in expresiile respec-

2]
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tive, obtinem: n(n—1)(n—2)-...-(n—k+1)a"* =1-2-...-k - 4,. Atunci
nn—-1)n-2)-....(n—k+1) o

B 1-2-..-k

nn—-0)(n-2)-...-(n—k+1)
1-2-..-k

din formula binomului lui Newton si ca se noteaza Cf .

nn=)n-2)-...-(n—k+1) _ n!
1-2-...-k kK (n—k)

(@a+x)' =a"+Cla"'x+Cla" X’ +..+Cla""x" +..+x". (21)

A4, =

Se stie ca numerele se numesc coeficienti binomiali

Deci, 4, =C'a"",unde C! = Prin urmare,

Astfel, aplicind derivata functiei, am dedus formula binomului lui Newton (21).

Exercitii propuse |

1. Sase calculeze f’ pentru functia f/: D —R:
a) f(x)=5x"; b) f(x)=me"; ¢) f(x)=-0,5log, x;
d) f(x)=x"—5x%; e) f(x)=Tx>—3x+2; f) £(x)=2log. x+2010.

2. Si se determine domeniul de definitie D, sd se calculeze f” si s se determine domeniul de
derivabilitate D, pentru functia f: D, - R:

8) f(0)=x+x; b) f(x)=log, x +x; 0) f(x)=xe";
d) £(x)=xInx; &) f(x)=Vxlog, ¥, 0 fo=22L
® f(1=—"— b f=1 i f(x)=x_3;
P f@)=v2x" - x; k) f(x)=—4log, v2x.

3. Sasecalculeze f’ in punctul X,, daca:
a) £ R >R, f(x)=2"> %= V2, b) f3 (0, +0) >R, f(x)=+/xlog,2x, x,=0,25.

4. Dintr-un punct pleaca un mobil care efectueazd o miscare descrisd de ecuatia
s(t)= —%13 +3t* +7¢ (s este distanta exprimatd in metri, iar # — timpul exprimat in secunde).

Sa se determine:
a) formula de calcul al vitezei mobilului; b) viteza mobilului iIn momentul ¢ =2s;
¢) peste cite secunde mobilul se va opri.

5. Dintr-un punct pleaca concomitent doud mobile ale ciror ecuatii de miscare sint s, (£) = 6t + 4¢
si 5,(t)=1"+3t" +6t, unde distanta s se exprima in metri i timpul ¢ — in secunde.
a) Sa se determine momentele de intilnire a acestor mobile.
b) Sa se determine formulele vitezelor si ale acceleratiilor celor doud mobile.
¢) Sa se determine vitezele si acceleratiile mobilelor in momentele de intilnire.

d) Sa se determine momentele in care vitezele si respectiv acceleratiile lor sint egale.
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_B_|

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Sa se calculeze f” pentru functia f: D —>R:

a) f(x)=x25—\/;+cosx‘ b) f(x)=sinx+log,, x—¥x; ) f(x)=5Inx+Bx -
d) f(x)= 2x +7¢" ——x ’ie) f(x)= V5 cosx—7sinx— 4Inx; ) f(x)= 54/x - sin x;

g) f(x)=8x"Inx; h) f(x)=6-0,6x"log, x; i) £(x)=5In(x* -3x);

i) ) =v2logitgr, K f(x)=6"sin*4x; D /()= M.

Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f: D - R:

a) f(x)=cos’2x,1n x, =Z; b) f(x)=1g’(3x-1), in x0=§; ©) f(x)=x""inx, =1.

3 5
2x =
. . e™, dacd xe (-0, 0)
Se considera functia /: R—R, f(x)= ? ’
tia / /) {ax2 +bx+c, daci xe [0, +oo).
Sa se determine valorile parametrilor reali a, b si ¢, astfel incit functia f* sa fie derivabila in
punctul x, =0.

Sa se scrie cel putin o functie f: R — R a carei derivata este:

a) f'(x)=2-cosx; b) f'(x)=-2e"; ¢) f(x)=2sin2x.
Sa se rezolve in R ecuatia f’(x) =0, daca:
a) f(x)=2sin’ x++/2x; b) f(x)=cos2x—/3x.
Sa se rezolve in R inecuatia f”(x) >0, daca:
a) f(x)=x"—6x"+3x; b) f(x)=3x+cos(6x—1).
Sa se calculeze f” pentru functia /= D —>R:
a) f(x)=2x"=5x"—6; b) f(x)=2sin3x; ) f(x)=5e7"";
d) f(x)=+v3-x; e) f(x)=Inx; f) f(x)zarccos%;
_x-L __3 - e
&) f()=""1: b f(0) = D f@=En)"

Sa se calculeze f”(x)—=5f'(x)+3f(x),stiindca f: R —>( g 72[ ) f(x)=arctgx.

Un mobil se deplaseaza conform ecuatiei de miscare s(¢) = \t. Si se demonstreze ci acceleratia

mobilului este proportionala cu cubul vitezei lui.

Sa se afle forta F'ce actioneaza in momentul ¢ =3 asupra unui mobil de masa m, care efectueaza
o miscare descrisi de ecuatia s(f) =4’ —t* (masa m este exprimati in kilograme, distanta s —
in metri si timpul ¢/ — in secunde).

Si se calculeze £ (0), daci f(x)=e™ -x°

Folosind derivata, si se calculeze suma C, +2C> +3C. +...+nC’, unde C*, ke {1,2, ..., n},
sint coeficienti binomiali.

Sa se demonstreze, aplicind metoda inductiei matematice, formula lui Leibniz:
(f . g)(n) — C’?f(tv)g(o) + C,l,f(n_l)gm 4.+ C:—lf(l)g(n—l) + C:f(O)g(n)_

14
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Bl Diferentiala unei functii

Fie f: I >R (I <R) o functie derivabila pe intervalul / i x, € /. Atunci, conform
definitiei derivatei, avem

SO +A) = f(x,)

/() = lim = (1)
Din (1) si din definitia limitei unei functii intr-un punct rezulta ca

f(x, +AAX)2_J[(X0) = f'(x,) +a(Ax), (2)

unde EE}) a(Ax)=0. Folosind relatia (2), obtinem
S +A%) = f(x)) = f'(x,)- Ax + ot(Ax) - Ax,  sau
Af (x0) = f'(x,) Ax + 0 (Ax) - Ax. 3)

Din relatia (3) rezultd cd cresterea Af(x,) a functiei f derivabile in punctul x, se
exprimad ca o suma de doi termeni: termenul f’(x,)-Ax, care este direct proportio-
nal cu cresterea argumentului, i termenul o/(Ax)-Ax, unde o(Ax) — 0 cind Ax — 0.

Definitie. Functia liniard g: R > R, g(Ax)= f"(x,)-Ax, se numeste diferentiala
functiei f in punctul X, si se noteaza df(x,).

Deci, | df(x,)=f'(x,)-Ax |. (4

Exercitiu rezolvat
% Si se calculeze diferentiala functiei /: R —>R, f(x)=x.
Rezolvare:
Cum f’(x,)=1, obtinem dx=Ax. In baza relatiei (4), df (x,)=S"(x,)-dx.
Consecinta. Daca functia f este derivabila 1n orice punct din /, obtinem formula:

df (x)= f'(x)-dx, Vxel |. (5)

Exemple
1. Pentru functia f: R—[-1,1], f(x)=sinx, obtinem:

df (x) =d(sin x) = (sin x)"dx = cos x d.x.
2. Pentru functia g: (0, +o) > R, g(x)=log,x, avem:

1 d
dg(x)=d(log,x) =— = dx= thg.

Interpretarea geometrica a diferentialei unei functii f derivabile intr-un punct x, este

reprezentatd in figura 4.11. Trasam tangenta la graficul G, in punctul A4(x,, f(x,)). Avem
Ax=AB, tga=f"(x,)= i—g (a se vedea AABC cu m(£B)=90°).
Atunci BC = f'(x,)- AB, sau BC = f’(x,)Ax =df (x,).
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Deci, interpretarea geometrica a diferentialei
unei functii f intr-un punct x, este urmatoarea:
Af(x,) reprezinta cresterea ordonatei func-
tiei f in punctul (x,, f(x,)), ce corespunde cres-
terii Ax a argumentului ei, iar df'(x,) — cresterea
ordonatei tangentei la graficul G, in punctul
(x,, f(x,)), care corespunde aceleiasi cresteri
Ax a argumentului functiei f (fig. 4.11).

Formulele (3) si (4) implica urmatoarea relatie
de aproximare:
S (g +Ax) = f(x,) =df (x,), (6)
sau BD = BC.
Din relatia (6) rezulta:
(x +A0) = £(r) + f7(x,)- Ax. ()
Pentru Ax suficienti de mici avem f'(x, +Ax) = y. Cu alte cuvinte, in vecinatatea punctu-
lui A, pe o portiune suficient de mica a graficului functiei £, arcul de curba este aproximat cu
un segment al tangentei la graficul G, in punctul 4.
Formula (7) se aplica deseori la calculul aproximativ al valorii unei functii intr-un punct
indicat.

Exercitiu rezolvat
% Sa se calculeze cu aproximatie valoarea functiei f definite prin formula
f(x)=4x> —x—15 in punctul x=L1.
Rezolvare:
x=L1=140,1=x, +Ax. Atunci x, =1, Ax=0,1. Calculam f(1)si f'(1):
fMH=4-1"-1-15=-12; f'(x)=8x—-1si f(H=8-1-1=7.
Substituind in (6), obtinem f(1,1) = f(1)+ f'(1)-0,1=-12+7-0,1=-11,3. Valoarea
exactd a functiei f in punctul 1,1 este f(1,1)=-11,26.

Observatii. Aplicind formula (7), se pot deduce formulele:

1. MzH%Ax. (8)
2. 1+Ax)" =14+n-Ax, neN". )
Exercitiu. Deduceti formulele (8) si (9).

Exercitiu rezolvat

% Si se calculeze cu aproximatie: a) /4,008; b) (1,003)'”.
Rezolvare:
a) Aplicind formula (8), obtinem:

V4,008 = ,/4(1+0,002) =24/1+0,002 = 2(1 + % . 0,002): 2-1,001=2,002.

Folosind calculatorul de buzunar, avem: /4,008 =2,00199.
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b) In baza formulei (9), obtinem: (1,003)'” = (1+0,003)'” =1+100-0,003=1,3.
Folosind calculatorul de buzunar, avem: (1,003)'" =1,3493.

Formula (7) poate fi aplicata la calculul aproximativ al valorilor oricaror functii derivabile
in punctul x,, inclusiv al valorilor functiilor trigonometrice. Mentiondm ca in analiza mate-
maticd unghiurile se masoara numai in radiani.

% Sa se calculeze cu aproximatie sin31°.

Observatie. Formulele (7)—(9) pot fi aplicate doar pentru valori suficient de mici ale
lui Ax.

Exercitiu rezolvat

Rezolvare:
Fie f(x)=sinx. Avem sin31°= (sm30°+1°)—sm(g+m)

- _fr, T deram x =% ar Av= T
Astfel, s1n(6 +m)_f(6 *+1%0 ) Consideram x, > 1ar Ax 130
Atunci f] LU f

6 180 180

Cum f(x )—sm _1 f(x )=cos£:—3 obtinem:

0 6 2’ 0 6 2°

sin3te-d 3w L w3 o

2 2 180 2 2-180

Din definitia diferentialei unei functii rezulta ca tabloul derivatelor functiilor ele-
mentare se poate transcrie in tabloul diferentialelor functiilor respective:
d(c)=0, ceR; dx) =ax'dy, aeR;  d(r)=-3

2/x

x X X X dx
d(e")=e"dx; d(a")=a"Inadx; d(lnx):T,

1)_ dx, _ o )
d(;)— e ; d(log, x) = ln Pt d(sinx) =cosxdux;
d(cosx) =—sinxdx; d(tg x) = d)g ; d(ctg x)=— dx ;

cos” x sin’ x
. _dx B dx |
d(arcsin x) = ; d(arccosx)=— ;
V1-x? 1-x?
dx dx
d(arctgx) = Ti o2 ; d(arcctgx) =— el

Regulilor de derivare (harta notionald a modulului 4) le corespund reguli similare de
diferentiere.

Exemple
1. de*-x’)=e" -x"-dx+3x"-e" -dx=x"e"(x+3)dx.
2. d(sin3x) =3cos3xdx.
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Demonstratie

Presupunem ca x, este un punct de maxim local al functiei f. Atunci exista o vecina-
tate V' (x,) alui x, (V' (x,)c ), astfelincit f(x)< f(x,), Vxe V(x,). Pentru xe V(x,),
S )= f(x) S =)

X=X, X—X,
Deoarece functia f este derivabila in x,, rezulta ca f’(x,)=f/(x,)=f,(x,), unde

f(@g:}g%zo, fﬂx&ﬂ@%@. Deci, f(x,)=20 si

X< X,, avem 20, iarpentru x€ V' (x,), x> x,, obtinem

0 0
f'(x,) <0, de unde rezulta ca f’(x,)=0.
Teorema se demonstreaza similar i in cazul in care x, este un punct de minim local al

functiei f. Pentru acest caz teorema mai poate fi demonstrata substituind in demonstratia
de maisus fcu -/ P y

Interpretare geometricd. In conditiile teoremei
lui Fermat, tangenta la graficul functiei f in punc-
tul (x,, f(x,)) este paralela cu axa Ox (fig. 4.12). V4

[

1

1

!
ol x x

Observatie. Teorema lui Fermat exprima doar conditia
necesara pentru ca functia derivabild f sa aiba in punctul x,
extrem local. Din faptul ca derivata functiei f se anuleaza in y=x
x, Incd nu rezultd, In mod obligatoriu, ca aceasta functie are 1
in x, extrem local. 1

De exemplu, derivata functiei /: R —R, f(x)=x’, se anu- -1
leazd in x, =0, 1nsd x, =0 nu este punct de extrem local pentru
functia f* (fig. 4.13).

Acest exemplu demonstreaza ca reciproca teoremei lui Fermat Fig. 4.13
este falsa.

6.2. Teorema lui Rolle

Urmatoarea teorema, foarte utila n aplicatii, este o consecinta a proprietatilor functiilor
continue si a teoremei lui Fermat.

Teorema 22 (teorema lui Rolle'). Daca functia f: [a, b)] >R
1) este continua pe [a, b],

2) este derivabila pe (a, b) si

3) f@)= 1),

atunci exista cel putin un punct ce (a, b), astfel incit f'(c)=0.

' Michel Rolle (1652—1719) — matematician francez.
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Demonstratie

Functia f, fiind continud pe [a, b], conform teoremei Il Weierstrass (modulul 3,
secventa 3.1), este marginita si isi atinge marginile pe acest interval.

Fie m= i[nfh]f(x), M = sup f(x), m, M € R. Sint posibile cazurile: m=M; m< M.

x€la, b]

1) Daca m= M, atunci functia f este constantd pe [a, b].

Prin urmare, f’(c)=0 pentru orice ce (a, b).

2) Daca m< M, atunci f nu este o functie constanta pe [a, b]. Din conditia f(a)= f(b)
rezultd ca functia f nu-si atinge cel putin una din margini, m sau M, in extremitatile seg-
mentului [a, b]. Adica, existd un punct ce€ (a, b), astfel incit f(c)=m sau f(c)=M.
Cum c este un punct de extrem local, conform teoremei lui Fermat, f'(c)=0. P

II Observatie. Orice functie cu proprietdtile 1) si 2) se numeste functie Rolle.

. < y
Interpretare geometrica. Daca segmentul

determinat de punctele (a, f(a)), (b, f (D))
este paralel cu axa Ox, atunci existd cel putin
un punct ce (a, b), astfel incit tangenta in
punctul (c, f(c)) al graficului functiei deriva-
bile f este paraleld cu axa Ox (fig.4.14).

f(@)=i/(b)

—en e Loz

1

1

: .

G b X

[ PR

1

1
i !
1
1 1
a o] &

[ S

Fig.4.14
Exemplu

Functia f: [-1,0] >R, f(x)=2x’—2x+1, verificd urmatoarele conditii:
1) este continua pe [—1, 0],
2) este derivabild pe (-1, 0),
3) f(=D=f(0)=1.
Conform teoremei lui Rolle, existé cel putin un punct c € (-1, 0), astfel incit f’(c) =0.
Sa determinam acest punct c.
5 3 5

Avem f'(x)=6x>—2=0 cu x, = T3¢ (-1, 0), x, == € (-1, 0). Asadar, e =,

Observatii. 1. Punctul ¢ din teorema lui Rolle nu intotdeauna este unic pentru functia
data.

2. Daca se renunta la cel putin una dintre ipotezele teoremei lui Rolle, atunci concluzia
teoremei este falsd.

Exercitiu. Fie functia f: [ ->R:

a) ()= {ix’djj;’éx": SO =0, b) f(x)=2x, 1=[0,1];

©) f(x)=|x|, I=[-11].

Determinati care dintre conditiile teoremei lui Rolle nu se verifica si convingeti-va ca,
in acest caz, concluzia teoremei lui Rolle este falsa.
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Exercitiu rezolvat 5
6—2x", xe[0,1]
% Sa se aplice teorema lui Lagrange functiei f: [0, 2] >R, f(x)= 4 el 2]
si sa se determine efectiv c. x’ ’

Rezolvare:

Functia f este continud si derivabild pe fiecare dintre intervalele [0, 1) si (1, 2].
Deoarece f(1-0)= f(1)= f(1+0)=4, rezultd cd functia f este continud in punctul
x, =1 si deci continua pe [0, 2].

—4x, daca xe[0,1)

Avem f'(x)= —);12, daca xe (1, 2].

In baza definitiilor derivatelor laterale, (1) = f(1) = —4. Rezultici f’(1) =—4. Deci,
functia f este derivabild pe (0, 2). Atunci, conform teoremei lui Lagrange, exista cel
putin un punct ce (0, 2), astfelincit 7(2)— £ (0)= f'(c)-(2-0), adicad f’(c)=-2. Tinind
cont de derivata functiei f pe intervalele indicate, obtinem ecuatia —4¢=-2 pentru
ce (0,1) siecuatia _i2 =-2 pentru ce (1, 2), cusolutiile ¢, =0,5 sirespectiv c, =42,

c
Asadar, am obtinut doud puncte: ¢, si c,.
Raspuns: ¢, =0,5; c, =«/§.
Observatii. 1. Formula (1) se numeste formula lui Lagrange sau formula cresterilor
finite.
2. Ca si in cazul teoremei lui Rolle, punctul ¢ nu intotdeauna este unic pentru functia
data.
3. Teorema lui Lagrange este o generalizare a teoremei lui Rolle.
Intr-adevar, daca in teorema lui Lagrange se verifica si conditia f(a)= f(b), atunci
din formula (1) rezultd ¢ f’(c) =0, adica obtinem concluzia din teorema lui Rolle.

4. Corolarul referitor la monotonia functiei se va studia in modulul 5 (teorema 2, § 1,
secventa 1.1).

Corolare ale teoremei lui Lagrange

1. Dacd f: I - R este derivabildsi f'(x)=0, Vxe I, atunci f este constantd pe /.

2. Daca f, g: I - R sint derivabile pe intervalul /si f'=g’, atunci functia g— f
este constantd pe I.

3. Fie f o functie definita intr-o vecindtate } a punctului x,, derivabild pe V' \ {x,} si
continud in x,. Daca exista A = }Lrg f(x,), Ae R, atunci exista f"(x,) si f'(x,)=A.

Observatie. Corolarul 3 impune o conditie suficientd ca f sa fie derivabild In x,.

Aceastd conditie nu este insa i necesara.

. xz'sinl, daca x#0 o
De exemplu, functia /: R—>R, f(x)= X este continua si deri-
0, daca x=0,

vabildin x, =0, dar linol f’(x) nu exista.
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6.4. Regulile lui I’Hospital

Unele limite de functii pot fi calculate cu ajutorul derivatelor.
Aplicarea urmatoarelor doud teoreme, numite regulile lui
I’Hospital', fac posibil calculul unor limite de forma lim g gxg

X=X
cazurile in care lim f(x)=lim g(x)=0 sau dacd aceste limite
X=X X=X

sint infinite. - < i
Guillaume de I’Hospital

=)

6.4.1. Regula Ilui I’Hospital pentru cazul exceptat

Teorema 24. Fie /un interval (/ cR), x, €/ sifunctiile 1, g: 7\ {x,} - R. Daca

1) lim f(x)=1lim g(x) =0, 2) functiile f'si g sint derivabile pe 7\ {x,},
3) g(x)#0, VxeV(x,)NI, 4) existd limita (finitd sau infinitd) lim {; ,gg ,

S0 S0 S
atunci exista limita }erno 2(0)° s HXO 2(x) xon (%)

6.4.2. Regula lui I’Hospital pentru cazul exceptat z

Teorema 25. Fie / un interval, x,€ I si functiile f, g: /\{x,} > R. Daca
1) lim f(x) = lim g(x) = oo, 2) functiile /' si g sint derivabile pe 7\ {x,},

3) g(x)#0, Vxe V(x,)NI, 4) exista limita (finitd sau infinitd) lim S ,(x)

=x g'(x)’
C IS
| lim = m

atunci exista limita lim
=0 g(x)

Observatii. 1. Teoremele 24 si 25 sint adevarate si pentru limite laterale in punctul
indicat.

2. Regulile lui I’Hospital sint adevarate si in cazul in care x — o-.
3. Teoremele 24 si 25 reprezintd conditii suficiente pentru rezolvarea cazurilor

0 oo
exceptate 0 sau —.

4. Dacd nedeterminarea 0 sau = este prezentd atitin lim S (x)’ citsiin lim S ,(x)
0 [e2e) X—Xxq g(_x) X=X g (x)

si dacd functiile f, g, f’, g, precum si ambele aceste limite verifica conditiile regulii

. . . . f(x)
respective a lui ’Hospital, atunci lim
b P fim e = ey

s-a aplicat succesiv de doua ori regula lui I’Hospital.

In acest caz se spune ci

' Guillaume de I’Hospital (1661—-1704) — matematician francez.
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Exercitiu rezolvat

% Si se calculeze: 1. lim s11213x; 2. lim 2X

x—0 X X—>+oo ex

Rezolvare:

. sin3x (sin3x)" .. 3cos3x _ 3
1 lim=2 _()1 (2x) =lim=—"=—=7.
2. lim 2’“:(3) tim @9 jim 2 2o,

x—eo o oo xX—>+oo (e ) x40 o

Observatie. In unele cazuri apare necesitatea de a aplica succesiv regulile lui 1’Hospital
de trei sau de mai multe ori.

6.4.3. Cazurile exceptate (-0, oo —c0, 17 " ("
Cazurile exceptate 0-oo, co—o0, 17, 00" 0° pot fi reduse la cazul exceptat 0 sau la

oo 0
cazul exceptat — prin metodele propuse in modulul 2.

Exercitii rezolvate

% 1. Sa se calculeze:

o, , 1 1) L - (x-1Y"
D lm o In; b i ) o lime: @ i3]
Rezolvare: | |
a) Sintem in cazul exceptat 0-co. Avem x” -Inx =%. Atunci f(x)=Inx, g(x)=—,
= X
si f,g2:(0, +0) >R, lin}) Inx = —eo, 11rr})%—+oo Functiile f si g sint derivabile:
X+ x—=+0 x
(0 :%;& 0 si g'(x)= —l 20, Vxe (0, +oo).
2
Asdar, i< )= lim £ <l £ i =5 <im0
3
Raspuns: 1imo(x2 Inx) =0. o
1 1 _x—tgx

b) Avem cazul exceptat oo —oco. Cum , obtinem cazul exceptat %

tgx x xtgx

Deci (1 ! )
’ T2 )
llng[ 1 1 ):(oo — oo)_h w (9): lim cos— x =1lim cos x—1

x—0 x—0 x>0 2
tgx x (xtgx) 0 tgxt cos’ xtg x+x
cos’ x
’ .
cos’ x—1 . costx—1 0) .. (cos’x—1) . —2cosxsinx
=lim =lim =| = |=lim ~=1lim =
x>0 COSX-sinx+x  x—0 1 . 2 0] x>0 ) -0 cos2x+1
S SI2x+x 58in2x+x

Raspuns: 11m(L 1 J =0.
x—0 g X X

Observatie. In exemplul b) am aplicat regula lui I’'Hospital succesiv de doui ori,
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¢) Avem cazul exceptat 0°. Fie f(x)=x". Atunci In f(x)=x-Inx.
Deci, f(x)=¢e"".

1
Deoarece lim (x Inx)=lim Inx_ (ﬁ) (ln X’ = lim —*— =0, obtinem:
x—+0 x—+0 1 oo xa+0 1 ¥o40 L ’
X x) x’
lim (xInx)
hmx —hmf(x)—hrne“”—e““’ =e'=1.

Raspuns: limx* =1.

x—+0

d) Sintem in cazul exceptat 1”.

2x
Fie f: D—R, f(x):(i—:) atunci In £(x) = 2x-In <=L

x+1
In x-1 2
2
Prin urmare, hm lnf(x) = lim—X+1 =(% )= limx—;1 =—4.
2x 2

) . 1 2x -
o | X _ 4 )
Raspuns xl_r)g(—x | ) e

vlnu

Exercitiul d) poate fi rezolvat si cu ajutorul formulei " =e

II Observatie. Regulile lui I’Hospital se folosesc si la calculul unor limite de siruri.

% 2. Si se calculeze lim 4/n.

n—>-+oo

Rezolvare: 1
Consideram functia f: R, =R, f(x)=x", si calculim lim f(x).
Sintem in cazul exceptat oo

Logaritmind f(x), avem cazul exceptat — :

o X (oo} X—>+oo (x) Xt X

lIlf(x)=%lnx, iar limln—x:(i)z lim (lnx’) ~ lim L =0,

Inn

Prin urmare, lim Inx_ 0. Atunci lim Yn=lime" =e’=1.

Xt X n—>too n—>+oo

Raspuns: lim Vn=1.

Inn

% 3. Sa se calculeze lim —-.

n—teo p

Rezolvare:
fim 227 = lim h”_("") fim 8829 _ i L,

note X—>+oo x2 oo X—>oo (X ) X—>+oo 2x2

Raspuns: lim 07 _o.

n—+e py

2

Observatie. In calculul limitelor de functii se recomandi combinarea metodelor
elementare cu regulile lui I’Hospital.
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Exercitii propuse |

1. Sa se determine in care dintre punctele indicate sint verificate conditiile teoremei lui Fermat

pentru functia f definita grafic:

8% Ja¥2 7 yw‘a“//\\

0] Xo X X /O X3 X
a) b) <)

y y

q,
/\/ LN

9/)60 X X X O] X G> X X

d) e) f)
. Fiefunctia /> R—>R:
a) f(x)=2x"—x+3; b) f(x)=—x"+2x-3.

1) Sa se rezolve ecuatia f’(x) =0 si sa se determine daca sint verificate conditiile teoremei lui
Fermat in punctul x,, unde x, este solutia acestei ecuatii.

2) Sa se reprezinte graficul functiei f si sd se interpreteze geometric teorema lui Fermat in
punctul x,.

. Sa se determine daca in punctul x, =1 sint verificate conditiile teoremei Iui Fermat pentru
functia /" R—>R:

a) f(x)=(x-1)% b) f(x)=(x-1)".

. Sa se traseze graficul unei functii, astfel incit in punctele x, =—1, x, =2 sa se verifice condi-
tiile teoremei lui Fermat.

_B_|

. Sase dea exemple de functii pentru care un numar finit de puncte ale intervalului respectiv sint
puncte de extrem local, dar in aceste puncte nu se verifica teorema lui Fermat.

. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle functiei f si, in caz afirmativ, sa se determine
efectiv punctul c:

a) f:[-13]>R, f(x)=(x+D(x-3); b) 2 [0, 4] >R, f(x)=[x=2;
o) f: [—%,%14& f(x)=sin’x; d) /1[0, 7] >R, £(x)=cos’ x.

ax’ +3x—1, daci xe[-1, 0)

. Fie functia /: [-1, 1]—R, f(x)=
iefunctia f: [=L1=R, f(x) {xz—bx+d, daca xe [0, 1].

a) Sa se determine parametrii reali a, b, d, astfel incit functia /" sa satisfaca conditiile teoremei lui
Rolle pe [-1, 1].

b) Sa se aplice teorema lui Rolle functiei f cu parametrii a, b, d determinati in a) si sa se afle
efectiv punctul c.
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8. Fie functia:
a) - R->R, f(x)=(x+D(x+2)(x+3); b) g R—>R, g(x)=(x*-9)(x* —16).
Sa se arate ca derivata functiei are numai zerouri reale.

9. Si se demonstreze ci ecuatia 2" (1+x1In2)—20x" =0 are cel putin o solutie pe (0, 1).

10. Fie f:[0,27n]—> R, f(x)=xsinx—cosx—1. Sa se arate ca existd cel putin un punct
ce (0, 2r), astfel incit f”(c)=0.

11. Sase aplice teorema lui Lagrange functiei f si s se determine efectiv punctul c:

a) 12 [-3,2] =R, f(x)=3x"-x+2; b) f:[1,3]>R, f(x)=xInx;

0 103k <[l g 0

12. Sa se dea exemplu de o functie f: [0, 8] >R ce satisface conditiile teoremei lui Lagrange,
pentru care punctul intermediar c€ (0, 8) nu este unic.

d) f:[-L4]>R, f(x)=x+e".

2x* +x, daca x<1

4Inx+3x, daca x>1. Sascafle /(1)

13. Fie functia f: R—>R, f(x):{

14. Aplicind regulile lui I’Hospital, sa se calculeze limita:

3 3 _
3x"-2x | b) lim Nx+1 ¢) lim \/1+2x—l; d) limln(2x 1);

b
—2x" +x’ +=-13x% 4 3x =0 2x* —x wloxt —x

1
n 2 E
=, 5 f) hmln—, neN’; g) lim[x x+1) . h) lim L+cosx
e —

X—>Hoo X—>too o1 osin2x

15. Aplicind regula respectiva a lui I’Hospital, sa se calculeze limita sirului:

In*n n
a) lim YL b) Iim —=; lim .
) n~>+mn+1 ) n—>+oo ,I’l ) n—+es | 01”

16. Sa se formuleze si sa se rezolve exercitii asemanatoare cu ex. 6, 7, 11, 14.

Exercitii si probleme recapitulative |

In exercitiile 1 si 2 determinati litera corespunzitoare variantei corecte.
1. Derivata functiei f: R—R, f(x)=2x"—x’+3, este
A f(x)=2x"-2x. B f'(x)=6x"-2x.
C f'(x)=6x"-2x+3. D f'(x)=3x"-2x.
2. Fiefunctia f: D >R, f(x)=+/2x—2. Atunci
A f'(1)=0. B f(1)=2. C /'(H= % D f’(1) nu exista.
3. Fiefunctiile /: R—>R, f(x)=x", si gt R—>R, g(x)=x"+x" +1.
a) Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei ,,D . € D,
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul G, in punctul x, =1.
¢) Sa serezolve in R inecuatia f'(x) < g’(x).
d) Sa se traseze in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f” si g’.
€) Sé se determine coordonatele punctelor de intersectie a graficelor functiilor f” si g’.
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Sa serezolve in R ecuatia f’(x)=0, unde f este functia definita prin formula:
a) f(x)=x’-2x"; b) f(x)=2xInx; c) f(x)=(x—-1)e".

2
Saserezolvein R inecuatia f”(x) >0, unde f este functia definita prin formula f(x)= xz _i .
X"+
Dintr-un punct pornesc concomitent doud mobile: primul cu viteza initiala de 8 m/s si acceleratia
de 4 m/s?, iar al doilea — intr-o miscare uniforma cu viteza de 16 m/s.

a) Sa se afle momentul de timp in care mobilele se vor intilni, daca se stie ca ecuatia migcarii
2

uniform accelerate este x() =v,t + %, iar ecuatia miscarii uniforme este x(z) = vt.

b) Sa se determine momentul de timp ¢ in care viteza primului mobil va fi de doua ori mai mare
decit viteza celui de al doilea.

_B_|

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sa se calculeze diferentiala functiei f definita prin formula:
a) f(x)=cos(sinx); b) f(x)=sin(cosx); ¢) f(x)=In(Inx).

Si serezolve in R ecuatia f’(x)=0, unde f este functia definita prin formula:
a) f(x)=sinx+cosx; b) f(x)=+/2sinx—+/2 cosx; c) f(x)=e +e .

a) Sa se calculeze derivatele laterale ale functiei /: R — R in punctele indicate:

2x, x<0
D @)= +x|x], %, =0, 2) f()=x+]x=3], x,=3; 3)f(x)={xz T N =0

b) Sa se traseze graficul fiecareia dintre functiile f.
Fie functia f: R—>R, f(x)=¢"".
a) S se demonstreze ca functia f este continud In punctul x, =3, dar nu este derivabild in

acest punct.
b) Sa se traseze graficul functiei f.

Fie P: R — R o functie polinomiala. Sa se demonstreze ca daca toate radacinile polinomu-
lui P sint reale si distincte, atunci P’ are aceeasi proprietate.

Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f: [1, +o0) 5> R,

f(x)=\/x—2Vx—1 +\/x+2\/x—1.

< ., ... Xx-—sin
Sa se demonstreze ca desi lim ———

o existd, nu pot fi aplicate direct regulile lui I’Hospital.
¥+ X + COS X

Sé se verifice daca formula lui Lagrange este adevirata pentru functia f: R—R, f(x)=2x-x,
pe intervalul [0, 1] si sa se determine efectiv c.

Sa se verifice justetea teoremei lui Rolle pentru functia f: D — R pe intervalul indicat:

a) f(x)=cos’x, [— %, %], b) f(x)=sin’x, [0, 7];

¢) f(x)=(x=3)(x=4)(x-3), [3,5]

2x
Utilizind regulile lui I’Hospital, sa se calculeze limita lim M.
= n(l+e™)
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Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

1. Fiefunctile /: R—>R, f(x)=2x>+1; g:R—>R, g(x)=3+x-x". @
a) Completati cu unul dintre semnele <, =, >, astfel incit propozitia obtinuta sa fie
adevarata: W ENEFOR

b) Rezolvati in R inecuatia f'(x) > g’(x).

¢) Rezolvatiin R ecuatia f’(x)+ f(x)=g’(x).
2. Fiefunctia f: D, >R, f(x)=3x—In2x. (@)

a) Completati, astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevaratd: ,,D, = |:|”.

b) Determinati valoarea de adevar a propozitiei:

»D, =D, |

c) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x, = >
3. Calculati derivata functiei /: D - R:

o e b f( =3,

x+5

4. Un mobil se deplaseazi rectiliniu conform legii s(t)=3¢t" +9Inz+18 (distanta s este ®

exprimata in centimetri, iar timpul ¢ — In secunde). Aflati momentul de timp ¢ n care
acceleratia este de 2 cm/s?.

Timp efectiy de lucry:
4| 90 de minyte

1. Fiefunctiile /: D, - R, f(x)= tg(3x—%); g:D, —>R, g(x)=6x+1. (©)
a) Determinati valoarea de adevar a propozitiei:
»D,cD,”.

b) Rezolvati in R ecuatia f”(x) = g’(x).
c) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x, =7.

2. Fiefunctia f: D, - R, f(x)=logg, 6x. @
a) Completati, astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevarata: ,,D, = |:|”.
b) Calculati diferentiala functiei /. c) Aflati 1.
3. Fiefunctia f: D, - R, f(x) :40052(%+5 —3x. Rezolvatiin R: @
a) ecuatia f7(x)=0; b) inecuatiile f”(x)>0, f’'(x)<0.
il
4. Utilizind regulile lui I’Hospital, calculati limita 1ir101(cosx))‘z. @

ax’ +bx+d, daci xe[-1, 0]

1+In(x* +1), daca xe (0,1].

a) Aflati a, b, d € R, astfel incit teorema lui Rolle sa poata fi aplicata functiei f.
b) Aplicati teorema lui Rolle functiei f, cu parametrii a, b, d determinati in a).

5. Fiefunctia f: [-1,1] >R, f(x) ={

3
6. Un mobil se deplaseaza rectiliniu conform legii s(¢) =htl—3+ 6log, t+20¢ (distanta s @

este exprimata in centimetri, iar timpul ¢/ — in secunde). Determinati momentul de timp # in

care acceleratia este de 0 cm/s2.
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5 Aplicatii ale derivatelor

Objective

=2 aplicarea derivatei la determinarea intervalelor de monotonie si a extremelor functiei;

=1 recunoasterea si utilizarea in diverse contexte a notiunilor punct critic, punct de extrem,
extremele functiei,

=3 “determinarea cu ajutorul derivatei a punctelor de inflexiune, a intervalelor de concavitate si de
convexitate ale graficului unei functii;

=3 ‘recunoasterea si determinarea asimptotelor graficului functiei elementare studiate sau date;

=3 “aplicarea notiunii /imita functiei la determinarea asimptotelor graficului functiei;

=2 utilizarea metodelor ce tin de aplicatiile derivatei ca metode noi de studiere a functiei, de
rezolvare a problemelor teoretice si practice;

=1 aplicarea derivatelor la rezolvarea unor probleme de maxim si minim din geometrie, fizica,
economie.

In acest modul vom aplica derivatele de ordinul intii si *derivatele de ordinul doi la
studiul variatiei functiilor, vom rezolva diverse probleme de geometrie, fizica si din alte
domenii, probleme care, in majoritatea cazurilor, nu pot fi rezolvate folosind metode
elementare.

Rolul derivatei intii in studiul functiilor

1.1. Intervalele de monotonie ale unei functii

In studiul variatiei unei functii este important si cunoastem in ce conditii functia este
constanta sau monotond pe un interval dat. Am stabilit deja ca derivata unei functii con-
stante pe un interval dat este egald cu zero. Va fi utila si reciproca acestei afirmatii.

Teorema 1. Fie f: E—R (E cR) o functie derivabild. Daca derivata functiei f
este egald cu zero pe un interval / € E, atunci functia f este constantd pe acest
interval.

Demonstratie

Fie f’(x)=0, Vxe I. Fixam pe intervalul / un punct x, si fie punctul xe I, x #x,.
Pe intervalul [x,, x] (saupe [x, x,]) functia f satisface conditiile teoremei lui Lagrange
(modulul 4, § 6, secventa 6.3). Conform acestei teoreme, existd un punct c situat intre x,
six, astfel incit f(x)— f(x,)=f"(c)(x—x,). Deoarece f’(c)=0, din ipoteza, rezultd ca
f(x)= f(x,). Prin urmare, in orice punct xe / functia f ia valoarea f(x,), adicd
functia f* este constantd pe /. P
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Corolar. Daca f si g sint functii derivabile si f"=g’ pe un interval 7, atunci func-
tille f si g difera pe / printr-o constanta: f(x)=g(x)+C, Vxel, CeR.

Demonstratie

Consideram functia @ = /' —g. Atunci @’(x) = f'(x) - g’(x) =0, Vxe I. Astfel, func-
tia @ este constantd pe / si, prin urmare, f(x)=g(x)+C,Vxel, CeR. P

Exercitiu rezolvat
% Sa se determine intervalele pe care functiile f'si g diferd printr-o constanta si sa se
afle aceasta constanta:

a) f,2: R>R, f(x)=cos2x, g(x)=cos’x—sin’x+1;

b) /1 R—>R, f(x)=arctgx; g: R\{-1,1} >R, g(x) :%arctg

Rezolvare:

X
1—x?

a) f'(x)=-2sin2x si g'(x)=-2cosxsinx—2sinxcosx =-2sin2x. Deci, func-
tia f difera de functia g printr-o constantd: f(x)=g(x)+C. Cum f(0)=1 si g(0)=2,
rezultd cd C =—1 si obtinem: cos2x =cos’x—sin’x, Vxe R

b) Pe fiecare dintre intervalele 1, =(—eo, —1), 1, =(=1, 1) si I, =(1, +e), functiile fsi
g au derivatele egale: f'(x)=g'(x)=

L Asadar, pe fiecare dintre aceste intervale,
+x

functiile date diferd printr-o constanta: f(x)—g(x)=C,, Vxel; f(x)—gx)=C,,

Vxe l,; f(x)—g(x)=C,, Vxe I,. Pentruintervalul 7, obtinem C, =0 (ne convingem

_T

luind x =0), iar pentru intervalele /, si /; avem C, = si respectiv C, :Z’ daca, de

2 2
exemplu, x tinde la —co si respectiv la +oo,
Astfel, am obtinut: arctgx = larctgi2 L Vxe (—oo, —1); arctgx = larctg 2x =,
2 1-x* 2 2 l1-x

Vxe (-1, 1); arctglearctg 2x2
2 1-x

Relatiile obtinute pot fi demonstrate si prin metode elementare, fara aplicarea derivatei.

+%, Vxe (1, +o0).

Observatie. In baza exercitiului b), tragem concluzia ci din faptul ci functia f este
definitd pe reuniunea a doud (sau mai multe) intervale disjuncte, 1, 7,, I, N1, =D, si
f'(x)=0, VxeI UL, inca nu rezulta ca ea este constantd pe multimea 7, UZ,.

—1, dacad xe€ (<o, 0)

< are derivata nula in
1, daca xe (0, +o0),

De exemplu, functia f: R\{0} >R, f(x)= {

fiecare punct al multimii 4 = (—eo, 0)U (0, +0), insa ea nu este constanta pe A.

Vom stabili acum un criteriu important si eficient de determinare a intervalelor de
monotonie ale unei functii derivabile.

Teorema 2. Fie f: I - R o functie derivabila pe intervalul /. Functia f este cres-
catoare (descrescatoare) pe I dacd si numai dacd f'(x)=0 ( f'(x)<0), Vxel.
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Demonstratie

Necesitatea. Presupunem ca functia f este crescatoare pe /. Atunci

f@=10w) 2,
X—x ’

0
Vx,x,€ 1, x#x,. Fixind x, € I sitrecind in acest raport la limitd cind x — x,,, obtinem

cd f'(x,)=0, Vx, el

Rationament similar se face si in cazul in care f este o functie descrescitoare pe
intervalul /.

Suficienta. Sa consideram punctele arbitrare x,, x,€ I, x,<x,, si fie f(x)=0
pe 1. Aplicind functiei f teorema lui Lagrange pe intervalul [x , x,], obtinem ca
f(x)— f(x)=f"(c)(x,—x,), unde ce (x,, x,) si f'(c)=0. Cum x, —x, >0, rezultd
cd f(x,)— f(x,)=0, adicd f(x,)> f(x,). Deci, functia f este crescatoare pe /.

Analog, dacd f'(x)<0, Vxe I, obtinem ca functia f este descrescatoare pe I. P

Observatii. 1. Daca f’(x)>0, Vxe I, atunci functia f este strict crescatoare pe /.

2. Daca f’(x)<0, Vxe I, atunci functia f este strict descrescatoare pe 1.

3. Din faptul ca functia f este strict crescatoare (strict descrescatoare) pe / nu rezulta
cd f’ nuse anuleaza in nici un punct din /. De exemplu, functia /: R—>R, f(x)=x",
este strict crescatoare pe R, insd f’(0)=0.

Concluzie. O functie derivabild este strict monotona pe intervalele pe care derivata
sa 1si pastreaza semnul. Prin urmare, pentru a stabili intervalele de monotonie ale unei
functii derivabile, determinam intervalele pe care derivata sa 1si pastreazd semnul.

Exemple

1. Functia f: R—R, f(x)=x"+2x, este strict crescitoare pe R, deoarece
f(x)=3x+2>0, VxeR.

2. Functia f: R—R, f(x)=x>—x+1, este strict descrescitoare pe (—00, %:| si

strict crescatoare pe [%, +oo } intrucit f’(x)=2x-1<0, Vxe (—oo, %) si f'(x)>0,
1
Y =, oo |.
xe(2,+ )

1.2. Puncte de extrem ale unei functii

Reamintim!

Definitii. Fie functia /> I >R (I = R).

* Punctul x,€ I se numeste punct de maxim local al functiei f* daca existd o
vecinitate V' (x,) alui x,, astfel incit f(x)< f(x,), Vxe V(x,)N1. Inacest caz,
valoarea f'(x,) se numeste maxim local al functiei f in punctul x,.

* Punctul x,€ / se numeste punct de minim local al functiei f daca exista o
vecinatate V' (x,) alui x,, astfel incit f(x,)< f(x), Vxe V(x,)NI. In acest
caz, valoarea f(x,) se numeste minim local al functiei f in punctul x,.
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* Punctele de maxim local si de minim local ale functiei f* se numesc puncte de
extrem local ale acestei functii.

* Valorile functiei f in punctele ei de extrem local se numesc extremele locale
ale acestei functii.

Definitii. Fie functia /: I >R (I cR).

* Punctul x,€ / se numeste punct de maxim global al functiei f pe / daca
f(x) < f(x,), Vxel, iar valoarea f(x,) se numeste maximul global al functiei f
pe L

* Punctul x,e/ se numeste punct de minim global al functiei f pe [ daca
f(x,) < f(x), Vxel, iar valoarea f(x,) se numeste minimul global al functiei f
pe L

* Punctele de maxim global si de minim global ale unei functii se numesc puncte
de extrem global ale acestei functii.

* Valorile functiei f in punctele ei de extrem global se numesc extremele globale
ale acestei functii.

Observatii. 1. Un punct de maxim (minim) local nu este Tn mod necesar un punct de

maxim (minim) global. Un punct de maxim (minim) global este totodata si un punct de

maxim (minim) local.

2. Este posibil ca un minim local al unei functii sa fie

mai mare decit un maxim local al aceleiasi functii. y
De exemplu, functia f: [a,b] >R (fig. 5.1) are

inpunctul x, un minim local mai mare decit maximul

local din punctul x,.

3. Daca functia f:[a, b)]—> R este continua pe

intervalul [, b], atunci, conform teoremei lui Weier-

. . . . o
strass, functia f* 1si atinge pe acest interval margi-
nile M = su i m= inf f(x), care sint .
Xe[ag]f(x) $ Xe[a’b]f( ), Fig. 5.1

extremele globale ale functiei f pe intervalul [a, b].

Fie f: I =R o functie derivabila pe intervalul deschis /. Din teorema lui Fermat
rezultd ci daci x,e [ este un punct de extrem local al functiei f, atunci f'(x,)=0.
Astfel, teorema lui Fermat pune 1n evidenta faptul ca derivata unei functii se anuleaza
in orice punct de extrem local al intervalului deschis 1.

Concluzii. Fie functia f: I — R derivabila pe intervalul deschis 7 si f'(x,)=0, x,€ .

1. Dacd f(x)>0, Vxel, x<x,, si f'(x)<0, Vxel, x>x,, atunci x, este punct
de maxim local al functiei f. Se noteaza: .~ f(x,) . Semnul .~ (™\,) semnifica
faptul ca functia este monoton crescatoare (descrescatoare) pe intervalul respectiv.

2. Daca f'(x)<0, Vxe I, x<x,, si f(x)>0, Vxe I,x>x,, atunci x, este punct
de minim local al functiei /. Se noteaza: ™\ f(x,) .
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3. Daca derivata functiei f are acelasi semn la stinga si la dreapta lui x,, atunci x,
nu este punct de extrem local al acestei functii.

Definitie. Fie functia f: I —R derivabild pe intervalul deschis /. Punctele din

intervalul 7 in care f” ia valoarea zero se numesc puncte critice (sau stationare)
ale functiei f.

Observatie. Concluziile 1-3 ramin adevarate si in cazul 1n care functia f fiind continua
in punctul x, nu este derivabild In x,. Astfel de puncte de asemenea se numesc puncte
critice (stationare) ale functiei f.

De exemplu, functia f/: R—R, f(x)=|x|, nu este derivabila in punctul x, =0,
insa 0 este punct de minim local al acestei functii.

intr—adevér, f(x)= {_1, daca xe (—eo, 0)

< 1 In punctul x, =0 derivata 1si schimba
1, daca xe (0, +<) stinp 0 3
semnul din ,,—” 1n ,,+”.

Intervalele de monotonie, punctele de extrem local si extremele locale ale unei functii
derivabile pe un interval deschis sau pe o reuniune de intervale deschise pot fi determi-
nate aplicind urmatorul algoritm:

@ Se calculeaza f”.

® Serezolva ecuatia f”(x) = 0; solutiile acestei ecuatii (zerourile functiei f’, precum
si punctele in care f nu este derivabild) sint eventualele puncte de extrem local ale
functiei f.

® Se determinad semnul functiei f” pe intervalele pe care ea nu se anuleaza.

@ Se stabilesc intervalele pe care functia f” isi pastreaza semnul, acestea fiind inter-
valele de monotonie ale functiei f.

® Se determina punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Exercitii rezolvate
% 1. Si se studieze monotonia functiei f: R —=R, f(x)=x"+2x’+x.
Rezolvare:

f(x)=5x"+6x> +1. Observim ca derivata functiei f este pozitivd pentru orice
x€ R. Prin urmare, f este strict crescatoare pe tot domeniul ei de definitie R.

% 2. Si se determine intervalele de monotonie ale functiei /: R >R, f(x)= x® +9x7.
Rezolvare:
f'(x)=3x" +18x =3x(x + 6). Punctele critice ale functiei f sint—6 si 0.
Constatdm ca:

+  f’(x)>0 peintervalele (—eo, —6), (0, +oo), prin urmare, in baza observatiei 1 (secven-
ta 1.1), functia f este strict crescatoare pe intervalele (—oo, —6], [0, +oo).

+  f’(x)<0 pe intervalul (-6, 0), deci functia f este strict descrescitoare pe inter-
valul [-6, 0].

[135



Modulul 5

Rezultatele acestui studiu pot fi trecute in asa-numitul tablou (tabel) de variatie al
Sfunctiei. Pe linia intii a acestui tablou se indica domeniul de definitie al functiei si punctele
in care derivata ei se anuleaza sau nu exista. Pe linia a doua se scriu semnele functiei f~
pe intervalele unde ea nu se anuleazd. Pe ultima linie se indicad cresterea (.7),
descresterea (™) functiei, precum si extremele ei locale.

Obtinem tabloul de variatie al functiei f- | —oo 6 0 too

Asadar, —6 este punct de maxim local al 7 £ 0 - 0 N

functiei f'si f(—6) =108 este maximul ei lo-
cal, iar 0 este punct de minim local al functiei f°
si f(0)=0 este minimul ei local.

108 0 0 7

% 3. Fie functia /: R— R, f(x)=e" —x. Si se stabileasca intervalele de monotonie,
punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Rezolvare:

f'(x)=e"—1=0 ¢ x=0. Derivata functiei f nu se anuleaza pe intervalele (—o, 0)
si (0, 4o0). Pe primul interval f’(x)<0, iar pe al doilea f’(x)>0. Deci, pe (—o, 0]
functia [ este strict descrescatoare, iar pe [0, 4+o0) — strict

crescdtoare. Punctul x, =0 este punct de minim local al - 0 e
functiei £ si f(0)=e" =1 este minimul ei local. - 0+
Tabloul de variatie al functiei f* este: f ~ 1
% 4. Sa se studieze monotonia functiei f: (0, +©) >R, f(x)=Inx—x.
Rezolvare:
1

f'(x)=—-1=0¢ x=1. Derivata functiei / nu se anuleaza pe intervalele (0, 1) si
X

(I, +o0). Avem f’(x)>0, Vxe (0,1), si f'(x)<0, Vxe (1, +eo).
Alcatuim tabloul de variatie al functiei £ x |0 1 +o0
Pe intervalul (0, 1] functia f este strict crescatoare, f £ 0
iar pe intervalul [1, +e0) — strict descrescatoare. Prin 7
urmare, 1 este punct de maxim local al functiei f si
f(1)=-1 este maximul ei local.

Observatie. Cunoscind tabloul de variatie al unei functii, pot fi stabilite inegalitéti de
tipul f,(x)= f,(x), x€ E. Pentru aceasta, studiem variatia si semnul functiei diferenta
ST E=R, f(0)=f(x)= /().
Exercitiu rezolvat

% Sa se arate ca pentru orice x >—1 este adevaratd inegalitatea In(1+ x) < x.
Rezolvare:

Consideram functia f definita prin diferenta expresiilor din cei doi membri:
[ (-1, +) >R, f(x)=In(1+x)—x. Studiem variatia acestei functii cu ajutorul deri-

vatei. Avem f”(x)= =

1+x 1+x°
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Tabloul de variatie al functiei f este: x -1 0 +oo
Deoarece maximul functiei este 0, rezulta ca functia /7 : + 0 -

este negativa pe (—1, +<0), adica In(1+x)—x<0. ! : R ~
Asadar, In(1+ x) < x si egalitatea are loc numai pentru

x=0.

1.3. Determinarea extremelor globale

Fie functia f: [a, b] - R derivabili pe (a, b) si continui pe [, b]. In baza teore-
mei Weierstrass, functia f 1si atinge marginile sale pe [a, b], adica exista punctele
x,, x, € [a, b], astfel incit f(x,)= xei[rgfb] f(x)=m, f(x,)= Xz[ljpb ] f(x)=M. Daca punctul
x, (x,) este situat in interiorul intervalului [a, b], atunci in acest punct, conform teoremei
lui Fermat, functia f are un minim (maxim) local, si deci f’(x,)=0 (f’(x,)=0). Insa
marginile m si M pot fi atinse de functia f si la extremitatile intervalului [a, b].

De exemplu, functia f- [O, 3—”] — R, f(x)=cosux, isi atinge cea mai mare valoare a

2
sa, M =1, in punctul 0.
Extremele globale ale unei functii continue f: [a, b] - R si derivabile pe (a, b) pot fi
determinate aplicind urmatorul algoritm:
@ Se afla valorile functiei f la capetele intervalului [a, b], f(a)si f(b).
@ Se afla punctele critice ale functiei £, adica se rezolva ecuatia f’(x)=0, xe€(a, b).
® Se calculeaza valorile functiei f in punctele critice deja determinate §i se compara
cu valorile acesteia la capetele intervalului: cea mai mica (mare) dintre aceste valori
va fi minimul (maximul) global al functiei f pe [a, b].

Exercitiu rezolvat
% S se determine, pe intervalul indicat, extremele locale si extremele globale ale func-
tiei /1 —>R:
a) f(x)=x"+2x-10, I=[-1,5]; b) f(x)=x"—4x+6, I=[-3,10].
Rezolvare:
a) f/(x)=3x>+2>0, Vxe[-1, 5]. Astfel, functia 1 este strict crescitoare pe inter-
valul [~1, 5]. In acest caz, m= f(=1)=—13, M = f(5)=5’+2-5-10=125.
b) f'(x)=2x-4, Vxe[-3,10]. Rezolvim ecuatia f’(x)=0 siaflam punctele critice
ale functiei f: 2x—4 =0 x =2. In punctul 2, functia f are un minim local si f'(2)=2.
Deci, m =min[ f(-3), £(2), £(10)]=min[27, 2, 66]=2,
M =max[ f(-3), f(2), £(10)]=max[27, 2, 66]= 66 sint extremele globale ale
functiei f.
Observatie. Dacé functia derivabild f este definita pe intervalul / =(a, b), finit sau
infinit, atunci in algoritmul anterior valorile f(a) si f(b) se vor inlocui cu Yll% f(x)si
respectiv xligg f(x). Se calculeazd marginile m :ixlg f(x) si M=supf (x) care, in

xel

general, nu sint atinse de functia f.
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Exercitiu rezolvat
% Sa se determine marginile functiei:
a) fi (=, 0) >R, f(x)=e"—x; b) T R—>R, f(x)=
Rezolvare:
a) f/(x)=e"—1<0, Vxe (-0, 0). }ir}}of(x) = oo, lglgf(x) =1.

x+1
x* 43

Prinurmare, m= inf f(x)=1, M = sup f(x)=+eco siaceste valori nu sint atinse
xe(—co, 0)

de functia f. 0
2
b) f'(x)=%=0<:x:—3 sau x=1.
f)=—¢, f=, lm f(0)=0si lim f(x)=0.

minf fO0—mindL o Lo 1 - Cmad L o L1
De01,m—££1£f(x)—mln{ 6,O, 2}— 6,M—supf(x)—max{ 6,0, 2}—2§1

xeR

aceste valori sint atinse de functia f.

Exercitii propuse |

1. Sa se determine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si sa se
alcatuiasca tabloul de variatie al functiei /: R > R:
a) f(x)=x"-3x; b) f(x)=x"-3; ¢) f(x)=x"—4x
d) f(x)=x"—12x; e) f(x)=(x—1°2x+3)*; f) f(x)=2+x-x".

2. Sase afle punctele de extrem local si extremele locale ale functiei /: R > R:
a) f(x)=x"-8x> +12; b) f(x)=x"—4x’+6x"—4x+5; c¢) f(x)=(x'=10)(x+5)*;
d) f(x)=x"—6x; e) f(x)=(x—1)7(x+2); f) f(x)=2x"+2x-5.

3. Sise determine, pe intervalul indicat, extremele globale ale functiei f: 7 —» R:
a) f(x)=x"—6x"+9, I1=[-1,2]; b) f(x)=x'—x, I=]0,5].

_B_|

4. Aplicind derivata, sa se arate ca functiile f, g difera printr-o constantd si sa se determine
constanta respectiva:
a) f,g: R—>R, f(x)=sin2x, g(x)=1+2sinxcosx;
b) f.g: (—o= ) >R, f(x) =arctgx, g(x) =arctg
¢) f,g: (-1L1) >R, f(x)=arcsinx, g(x)=—arccosx.

5. Sa se determine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si sa se
completeze tabloul de variatie al functiei f: D —R:

8) f(x)=x"=5x" 452" ~L; b) f(x)=x"Inx; & [0 =,
d) f(x)=arctgx—Inux; e) f(x)= X . f) f(x)=(x+l)m_

3—x*°
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6. Pentru care valori ale parametrului real ¢ functia f: R—R este crescatoare pe R:

a) f(x)=ax—In(1+x?); b) f(x)=arctgax+ x; ¢) f(x)=ax—sinx?
7. Saise afle punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f: D — R:

a) f(x)= g:gj ; b) f(x)=sin’ x+cos’ x; ¢) f(x)=x-_2arctgx;

d) f(x)=(x=De™; e f(r)=x'e™; ) S =12,

x 9
x,dacd x<0
xInx, daca x > 0;

1
1) f(x)=(x+2)e".
8. Sase determine, pe intervalul indicat, extremele locale si extremele globale ale functiei f: I — R:
a) f(x)=x"—8x"+3, I=[-1,2]; b) f(x)=sinx+cos’x, I=[0,7];
c) f(x)=x-2Inx, I=(0,¢].

g f(x)=[x-1]¥x+2;  h f(x)={

9. Sa se demonstreze inegalitatea:
a) (1+x)*" 21+ox, Vx2-1, Va>1, b) In(1+x)* <x, Vx>0.

m| Rolul derivatei a doua in studiul functiilor. Asimptote

Am stabilit deja ce informatii pot fi obtinute despre
comportarea unei functii derivabile cunoscind derivata
ei, mai precis, zerourile si semnul derivatei. Insa simpla Y
cunoastere a faptului ca o functie f este, de exemplu,
strict crescatoare pe un interval / nu este suficienta
pentru a stabili forma graficului acesteia. De exemplu,
functia £, definiti pe [0, -+eo) prin formula /(x)=+/x,
este strict crescatoare pe acest interval, Tnsa aceasta
informatie este insuficientd pentru a decide daca graficul @) x
functiei f are forma curbei color sau a curbei de culoare
neagra (fig. 5.2). Fig. 5.2
Forma graficului unei functii poate fi determinata cu
ajutorul derivatei a doua.

2.1. Convexitate si concavitate

Fie f: I >R (I cR) o functie derivabila
pe intervalul deschis /. Presupunem ca tangenta
in orice punct al graficului functiei f'se afla sub
grafic (fig. 5.3 a)) sau deasupra lui (fig. 5.3 b)).

In cazul a) se spune ca graficul functiei f O ) x O b X
a

este o curba convexd, iar in cazul b) — o curba
concavd. Fig.5.3
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Vom formula o definitie riguroasa a convexitatii (concavitatii) si vom arata ca derivata
a doua, daca exista, furnizeaza informatii concrete in aceasta privinta.

Fie functia f: I — R derivabild pe intervalul des- y
chis /si x, € 1. Tangenta la graficul functiei f in punc-
tul M,(x,, f(x,)) este dreapta de ecuatie SGo) 1

y:f(xo)+f,(xo)(x_xo)-
Fie functia F: R >R, F(x)=f(x,)+ /' (x,)(x—x,).

. 0 X X, X
Graficul functiei F este tangenta M,T (fig. 5.4). )
Se spune ca tangenta M T se afld sub graficul functiei f daca Fig.54
F(x)< f(x) Vxel. nH
Se spune cd tangenta M,T se afla deasupra graficului functiei f daca
F(x)= f(x) Vxel. 2)

Daca inegalitatea (1) (inegalitatea (2)) este strictd pentru orice xe /\{x,}, se spune ca

tangenta M T se afla strict sub graficul functiei f (strict deasupra graficului lui f).

Definitii.  Functia f: I >R (/ cR) se numeste convexa (strict convexa) pe
intervalul / daca tangenta in orice punct al graficului functiei f se afla sub (strict
sub) acest grafic.

* Functia f: I >R (I cR) se numeste concava (strict concava) pe intervalul /
daca tangenta In orice punct al graficului functiei f se afld deasupra (strict deasupra)
acestui grafic.

* Vom spune ca graficul functiei f* este o curba convexa (strict convexi) sau o
curba concava (strict concava) pe intervalul / daca functia f poseda proprietatea
respectiva pe acest interval.

Observatii. 1. Definitia convexitatii graficului unei func- g B/

tii poate fi formulata si astfel: pentru orice coarda 4B ;4/

cu abscisele apartinind intervalului /, portiunea graficu- ! |

lui care uneste punctele 4 si B este situata sub aceasta | :

coarda (fig. 5.5). 0 LJ_Y\J >

2. Functia f este concava pe intervalul / daca si numai Fig. 5].5

daca functia —f* este convexa pe /.

3. Uneori se mai spune ca func-

tiille convexe au ,,concavitatea a) ¥ b) ¥

in sus” (graficul lor ,,tine apa”, t /\

fig. 5.6 a)), iar functiile concave \/ |

au ,,concavitatea in jos” (grafi- _ .

cul lor ,,nu tine apa”, fig. 5.6b)). ol x ol x
Fig.5.6
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Studiul concavitatii/convexitatii in baza definitiei este dificil chiar in cazul functiilor
elementare. Pentru functiile derivabile de doua ori, determinarea intervalelor de conca-
vitate/convexitate se reduce la studiul semnului derivatei a doua.

Teorema 3. Daca functia f: (a, b)) >R este de doua ori derivabila pe (a, b) si
f”(x)=0 pentru orice x€ (a,b), atunci aceasta functie este convexa pe acest
interval.

Inlocuind f cu —f si tinind cont de observatia 2, obtinem urmatorul

Corolar.Fie f: (a, b) >R o functie de doud ori derivabild pe (a, b). Daca f”(x)<0
pentru orice x€ (a, b), atunci functia f este concava pe (a, b).

% Sa se determine intervalele de concavitate si de convexitate ale functiei /: R - R:
a) f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR, a#0; b) f(x)=x".

Rezolvare:

Observatie. Daca f”(x)>0 (f”(x)<0), Vxe (a, b), atunci functia f este strict
convexa (strict concava) pe (a, b).

Exercitiu rezolvat

a) Functia f satisface conditiile teoremei 3 si f”'(x)=2a. Asadar, functia f este
strict convexa pe R, daca a >0, si strict concava pe R, dacd a<0.

b) f”(x)=6x. Prin urmare, functia f este strict concava pe (—eo, 0) si strict convexa
pe (0, +oo).

2.2. Determinarea intervalelor de concavitate, convexitate.
Puncte de inflexiune

Fie functia f: I — R derivabila pe intervalul deschis / si x,€ / un punct critic al
functiei f, adicd f’(x,)=0. Am stabilit deja cd daca functia 7’ are semne diferite la
stinga si la dreapta punctului x,, atunci x, este punct de extrem local al functiei f. Exista
insa cazuri in care este dificil de a stabili semnul derivatei la stinga si la dreapta punctelor
critice. In aceste situatii vom aplica urmatorul criteriu suficient pentru extrem, fara a mai
studia semnul functiei f”, cu conditia ca functia f este de doua ori derivabila pe 1.

Teorema 4. Daca x,€ (a,b) este un punct critic al functiei f: (a,b) >R de
doud ori derivabild pe (a, b) si dacd f”(x,)>0 ( f”(x,)<0), atunci x, este un
punct de minim local (maxim local) al functiei f.

Exercitiu rezolvat
% Sa se determine punctele de extrem local si extremele locale ale functiei definite prin
expresia f(x)=x"+6x" +9x.

Rezolvare:

Calculam derivatele de ordinele unu si doi: f”(x) =3x> +12x+9 si f”(x)=6x+12.
Functia f’ se anuleazd in punctele x,=-3 si x,=-1. Cum f"(-3)=-6<0 si
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f7(-1)=6>0, in baza teoremei 4 deducem cd x, =—3 este punct de maxim local al
functiei f* si f(—3)=0 este maximul ei local, iar x, =—1 este punct de minim local al
functiei f si f(—1)=-4 este minimul ei local.

Daci functia f este de doud ori derivabild in vecinatatea punctului x, in care f”(x,)=0
si daca functia f” are semne diferite la stinga si la dreapta punctului x,, atunci func-
tia f isi schimba concavitatea in acest punct. De exemplu, daca f”'(x) >0 pentru x < x,
si f”(x)<0 pentru x> x, (x apartine unei vecinatati a punctului x,), atunci functia f
este convexa la stinga lui x, si concava la dreapta lui x,.

Definitie. Fie f: (a,b) — R o functie derivabila pe (a, b). Punctul x, € (a,b) se
numeste punct de inflexiune al functiei f daca existd o vecindtate (x, —J, x, +90),
astfel incit functia f* este convexa pe (x, —&,x,) si concava pe (x,,x,+0) sau
invers (fig. 5.7).

a) V4 by Y G

O|x,-8 X x+3 * Ol x—93 x, x,+8 ;c
Fig.5.7

Observatie. Daca x, este un punct de inflexiune al functiei f, atunci M (x,, f(x,))
se numeste punct de inflexiune pentru graficul acestei functii.

Teorema 5. Fie f: (a,b) > R o functie de doud ori derivabila intr-o vecinatate
V(x,) apunctului x,€ (a,b) si f”(x,)=0. Dacd f"(x)<0, VxeV(x,), x<x,,
si [7(x)>0, VxeV(x,), x> x,,sauinvers (dacd f”(x)>0, VxeV(x,), x<x,,
si f7(x)<0, VxeV(x,), x>x,), atunci x, este punct de inflexiune al functiei 1.

Remarcam: conditia f”(x,)=0 nu implicd faptul ca x, este punct de inflexiune al
functiei f, dupa cum conditia f’(x,)=0 nu implica faptul ca x, este punct de extrem
local al functiei f.

Intervalele de convexitate, de concavitate si punctele de inflexiune ale unei functii f
de doua ori derivabila pe un interval pot fi determinate aplicind urmatorul algoritm:
@ Se calculeaza f” si se rezolva ecuatia f”(x)=0 (unele dintre solutiile acestei
ecuatii pot fi puncte de inflexiune ale functiei f).
® Se stabilesc intervalele pe care functia f” are semn constant, acestea fiind inter-
valele de convexitate sau de concavitate ale functiei f.
@ Se determina punctele de inflexiune ale functiei f.

Observatie. Dacd in punctul x, nuexistd f” sau f” este infinita, atunci acest punct
de asemenea este un eventual punct de inflexiune al functiei f.
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Exercitiu rezolvat
% S se determine extremele locale, punctele de inflexiune, intervalele de concavitate si
de convexitate ale functiei: a) f: R—R, f(x)=x"-3x"—4;
b) f:R>R, f(x)=(x’+4x+6)e";
¢) fTR->R, f(x)=x]|x]|
Rezolvare:
a) f'(x)=3x(x-2), deci functia f are doua puncte critice: x, =0 si x, =2. Cum
f7(x)=6(x—1), rezulta ca f"(0)=-6<0, f”(2)=6>0. Astfel, x, =0 este punct de
maxim local, iar x, =2 este punct de minim local al

functiei /. Semnul functiei f” este indicat in tabloul de X | 1 oo
variatie al functiei f: f -0 +
Asadar, functia f este concava pe (—oo, 1) si convexa fl — ~

pe (I, +e0), iar 1 este un punct de inflexiune.

b) f(x)=—(x"+2x+2)e " si f7(x)=x"e, VxeR. Ecuatia f’(x)=0 nu are so-
lutii in R. Cum functia f” este continudpe Rsi f(0)=-2, rezulticd f'(x)<0, VxeR.
Astfel, functia f este strict descrescatoare pe R. Ecuatia f”(x)=0 are solutia x, =0.
Punctul 0 nu este punct de inflexiune al functiei f, deoarece f”(x)>0, Vxe R\{0}.

Prin urmare, graficul functiei f este convex pe R.

¢) f'(x)=2|x|, f'(x)>0, Vx#0, deci functia f este strict crescitoare. f”(x)=-2
pentru x<0, f”(x)=2 pentru x>0 si f” nu existd in punctul x =0. Astfel, functia f
este concava pe (—oo, 0) si convexa pe (0,+o0), iar punctul x=0 este punct de
inflexiune.

2.3. Asimptote

Fie f o functie definitd pe multimea E, care este un interval sau o reuniune (finita sau
infinitd) de intervale. Dacd multimea E este nemarginita sau functia f este nemarginita,
atunci graficul ei este o multime nemarginita de puncte din plan (in sensul cé nu exista nici
un dreptunghi care sa contini integral acest grafic). In acest caz, vom spune ci graficul
functiei f are ramuri nemarginite.

Daca o ramura nemarginita a graficului functiei f se apropie oricit de mult de o dreap-
td data, se spune cd aceastd dreaptd este o asimptotd a graficului (pentru graficul)
functiei f. Graficul unei functii poate avea asimptote orizontale, oblice, verticale.

2.3.1. Asimptote orizontale

Consideram o functie f/: £ — R, unde multimea £ contine
un interval de forma (a, +o0) sau +e este punct de acumulare
pentru E. In acest caz, graficul functiei f are o ramura nemar- o
ginitd. Fie / (/€ R) un numar si consideram dreapta de ecuatie y=)
y=1[ (paraleld cu axa Ox). Pentru orice numir xe€ (a, +o), P y=I

notam prin P (prin Q) punctul de abscisa x situat pe dreaptade O x x
ecuatie y =/ (respectiv pe graficul functiei f) (fig. 5.8). Fig.5.8
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Definitie. Dreapta de ecuatie y =/ se numeste asimptoti orizontali la 4o a
graficului functiei f (a functiei f) daca lungimea segmentului PQ =| f(x)—/| tinde
la zero ¢ind x — 4o0, adica lim | f(x)—1] =0.

Aceasta conditie este echivalenta cu faptul ca lim f(x)
exista i ca lim f(x) =/.

O definitie similard poate fi formulata si pentru asimp-
tota orizontald la —e a graficului functiei f in cazul in

care multimea £ contine un interval de forma (—eo, )
sau —oo este punct de acumulare pentru £ (fig. 5.9).

X
Daca limita hrﬂ f(x) (lim f(x)) nu exista sau este
x— X—y—o0
infinita, atunci graficul functiei f nu are asimptota orizon-
tald la +oo (respectiv la —oo).
Exercitiu rezolvat
% Sa se determine asimptotele orizontale ale graficului functiei /: R — R:
2
X x.
a) f(x)=——7; b) f(x)=2%
1+x
©) f(x)=e"; d*) f(x)=uxsinx.
Rezolvare:
2
a) lirn1 & ~=1. Prin urmare, dreapta de ecuatie y =1 este asimptotd orizontala la
x—eo | 4+ x

+oo §ila —oo a graficului functiei f.

b) lim 2* =0. Deci, dreapta de ecuatie y =0 (axa Ox) este asimptotd orizontala la

X—>—oo

—oo a graficului functiei f. Deoarece lim 2% =+oo, rezulta ca graficul functiei f/ nu are

X—>Foo

asimptota orizontala la +oe.

. ‘(2 - - . . . .
¢) Cum lime" =+eo, rezulta ci graficul functiei f nu are asimptote orizontale.

x—>00

d*) Graficul functiei f nu are asimptote orizontale nici la +oo, nici la —eo, deoarece

nu exista limitele lim xsinx, lim xsinx.

X—>Foo X—>—o0

2.3.2. Asimptote oblice

Fie functia f: £ — R, unde multimea £ contine un in-
terval de forma (a, +e0) (sau +eo este punct de acumulare
pentru E), si dreapta de ecuatie y =mx +n, m # 0. Pentru
orice x€ (a, +eo) notam prin P (prin Q) punctul de absci-
sa x situat pe dreapta de ecuatie y=mx+n, m#0 (res-
pectiv pe graficul functiei f) (fig. 5.10).

144




Aplicatii ale derivatelor

Definitie. Dreapta de ecuatie y =mx+n, m#0, se numeste asimptota oblica
la +e a graficului functiei f (a functiei f) dacd lungimea segmentului
PO =] f(x)—(mx+n)| tinde la zero cind x — +eo, adica _lirp( f(x)—(mx+n))=0.

Teorema 6. Dreapta de ecuatie y =mx +n, m # 0, este asimptota oblica la +oo

a graficului functiei f: £ —R dacad si numai dacd m= hm S Ec *) (m#0) si

n= xlirg(f(x) mx).

Fie multimea £ contine un interval de forma (—eo, @) sau —oo este punct de acumulare
pentru E. In mod similar se defineste notiunea asimptotdi oblici la —ee a graficului
functiei f si se formuleaza teorema 6 pentru astfel de asimptote.

Exercitiu rezolvat

% Si se determine asimptota oblicé a graficului functiei:

)

2 fR\(1} >R, f(x )—x +, b) STRVE SR, 0=
¢) R->R, f(x)=sinx.
Rezolvare:
T €)) +1 S, T o S I
2) m-}{l_r)g _!cl—wex(x 1)_1 3 n—llil:(f(x) mx)—}gg x+l )T
T x2+1—x2—x_ ey — i 3 oblica
—hmT——l. Asadar, dreapta de ecuatie y =x—1 este asimptota oblica la
+oo sila —eo a graficului functiei f.
—1im L) X’ o e tim| )
b) m VIEEQ . _)}lelx(x 1)—1§1n—}ir£°(f(x) x)—xlgg Y x |=

xP—xt+x

e |
+oo a graficului functiei . In mod similar, dacid x — —oo, obtinem ca dreapta de ecuatie
y=-x—1 este asimptota oblicd la —e a graficului functiei f.

=1. Prin urmare, dreapta de ecuatiec y =x+1 este asimptota oblica la

¢) Graficul functiei f nu are asimptote oblice nici la +oo, nici la —eo, deoarece
. sinx
lim

... COSX - e .
=0 si lim =0, insa nu exista limitele limsinx si lim sinx.

x—oo X X—>o0 X X—>oo X—>—oc0

2.3.3. Asimptote verticale

by
Exemple
1. Consideram functia f: (0, +) >R, f(x)= %
(fig. 5.11). Observam ca XILIPM f(x)=0 si, prin urmare,
dreapta de ecuatie y =0 este asimptotd orizontald pen-
tru graficul functiei f. Din lectura graficului functiei f S =x

rezultd ca daca x tinde la zero, punctul M| x, 1 , x>0, Fi
X ig. 5.11
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al graficului, de abscisa x, se apropie de axa Oy. In acest caz spunem ca graficul func-
tiei f are asimptotd verticald axa Oy, adica dreapta de ecuatie x =0.
1 YA
fig. 5.12).
ﬂkm(% )

) =+oo §i linllf(x) = oo,

2. Fie functia 13 (0,1) >R, f(x)=

Avem %g{)lf(x) ZEEEx(l—x

Dreptele de ecuatii x =0 si x =1 sint asimptote verti-
cale ale graficului functiei f.

Vom formula riguros termenul asimptota verticala.

0] 1 1 X

Fie functia f: £ —R si a un punct de acumulare 3
pentru multimea £. Fig.5.12

Definitii. « Daca limita la stinga lim0 f(x) este +oo sau —oo, se spune ca dreap-

ta de ecuatie x =a este asimptota verticald la stinga pentru graficul functiei f
(pentru functia f).

* Dacad limita la dreapta lim f'(x) este +oo sau —oo, se spune cd dreapta de ecua-
x—a+0
tie x =a este asimptota verticala la dreapta pentru graficul functiei f.

* Dreapta de ecuatie x =a este asimptota verticala pentru graficul functiei f
daca ea este asimptota verticala la stinga, la dreapta sau de ambele parti.

Daca dreapta de ecuatie x =a este
asimptotd verticala la stinga pentru
graficul functiei f, atunci lungimea
segmentului PQ tinde la zero cind
x —a—0, iar ordonata punctului O
tinde la —e (fig. 5.13 a)) sau la +co
(fig. 5.13 b)).

O interpretare geometrica similara
se obtine si pentru asimptota verticala
la dreapta pentru graficul functiei f. Fig.5.13
(Tlustrati!)

Observatie. Din definitie conchidem ca asimptotele verticale ale graficului unei functii
J:1 E—R se vor cauta printre dreptele de ecuatii x =x,, unde x, sint punctele de
discontinuitate de speta a doua si/sau punctele de acumulare finite pentru multimea £
care nu apartin lui £.

In particular, daca E =(a, b) si functia f este continua pe (a, b), atunci dreapta de
ecuatie x=a (x=>) este asimptota verticald la graficul functiei /' daca si numai daca
lim f(x) =co (respectiv lirrbl f(x)=00).
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Exercitiu rezolvat

% Sa se determine asimptotele verticale ale graficului functiei:

B fiCLDSR f@=— b S (—g, %)—m, F)=tgx.

Rezolvare:
a) Cum functia f este continud pe (—1, 1), eventualele asimptote verticale pentru
graficul functiei f sint dreptele de ecuatii x=1 si x=-1.

Caleulam: (1) = lim — o=, 1,(-= lim !

x=1-0 x° — x—=1+0 x2 -1

= —co. Prin urmare, dreptele

de ecuatii x=1 §i x=—1 sint asimptote verticale ale graficului functiei f.

b) Am stabilit (modulul 2) ci (%): lim tgx=-+eo si zd(— %): lim tgx=—oco.

x—>%—0 x—)—%JrO

Deci, dreptele de ecuatii x:% si x:—% sint asimptote verticale pentru graficul

functiei f.
Exercitii propuse |

_B_|

1. Sa se determine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) ale graficului functiei f: (0, +e0) — R:

a) b) y . c y
’ \
N 3
G, ? G, 1“\Gf /‘
o x 0 /1 x p

0] X

2. Sase determine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) ale graficului functiei:

1 3
a) f:(0,+) >R, f(X)=\/;; b) /1 (-2,2) >R, f(X)=ﬁ;
1 3
©) /: (0,+) >R, f(x)=—— d) f:R>R, f()=——
e -1 x +1
3. Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f: D - R:
a) f(x)=x’+9x" —x+1; b) f(x)zle; ¢) f(x)=sinx;
—x
2
d) f@)=e" =75 e) f(0)=x+3x;
) f(x)=x"Inx; g) f(x)=xsin(Inx).
4. S se determine punctele de inflexiune ale functiei f: D - R:
a) f(x)=x"—4x’+5x" —2x; b) f(x)=Ax—1+x+1;
3
¢) f(x)=—=%— (a>0); d) f(x)=x+sinx;
a’ +x
s
Q) f(W)=x+x'; 0 () =1+ g f(v) =21

X+l
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5. Sa se determine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) ale graficului functiei f: D —>R:

a) f(x)=\/%; b) f(x)=x"+sinx; c) f(x):eﬁ;
_ x4+2 . _ x—-9 . _3 3
d) f(x)—m, €) f(x)_lx\+2’ ) f(x)=4x+1-Yx-1.
6. Fie functiile reprezentate grafic:
a)” DG el ¢) Y

G,

O d %, 5,10 x  Okpd %ox,18 x  Ob8x x+t8 x  Ok-8 % x,+06 «x

X |xo—0 Xo Xo+ O
Pentru fiecare functie sa se transcrie si £
sd se completeze tabloul de variatie: IG

f

7. Sise scrie o functie al carei grafic are asimptote verticale dreptele de ecuatie x, =k, k€ Z.

Il Reprezentarea grafici a functiilor

A reprezenta grafic o functie f: £ — R inseamna a trasa (a desena) graficul ei
G, :.{(.x, f(x))| xe E} intr-un sistem de axe ortogonale xOy. Pentru ‘Frasarea graﬁ.cului
functiei f recomandam parcurgerea urmatoarelor etape de determinare succesiva a
unor elemente caracteristice functiei date.

1. Domeniul de definitie al functiei. Daca domeniul de definitie al functiei /' nu
este specificat, se subinfelege ca este indicat domeniul ei maxim de definitie, format din
multimea D C R, pentru care f(x), xe D, are sens. In probleme cu continut fizic,
economic, geometric etc. pot fi restrictii suplimentare referitoare la domeniul respectiv de
definitie (studiu).

Dupa ce a fost determinat domeniul de definitie al functiei f, se afld punctele de
intersectie a graficului ei cu axele de coordonate: cu axa Ox (y =0) — sint punctele de
forma (x,,0), (x,,0),..., x,,x,,... fiilnd solutiile ecuatiei f(x)=0 (daca acestea existd);
cu axa Oy (x=0) — este punctul (0, f(0)), daca Oe D.

11. Semnul functiei si eventualele simetrii ale graficului. Daca >0 (f <0),
atunci graficul functiei f este situat deasupra (respectiv dedesubtul) axei Ox.

Dacé f este o functie pard (impard), atunci graficul ei este simetric fatd de axa Oy
(respectiv fatd de originea sistemului xOy), si in acest caz este suficient ca domeniul de
studiu sa fie D[0, +).

Daca f este o functie periodica, atunci este suficient sa se studieze functia pe un
interval de lungime egala cu perioada principala a acesteia pentru ca apoi graficul ei s se
traseze prin translatii paralele pe multimea D.
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II1. Limite la capetele intervalelor, continuitatea functiei, asimptote. Daca
multimea D este nemarginita, atunci se calculeaza (daca existd) limita functiei f la +oo
(sau/si la —e0), se determind (dacd exista) asimptotele orizontale, oblice ale graficului
functiei f.

Dacéa D este o reuniune de intervale, atunci se calculeaza limitele laterale ale func-
tiei f la capetele fiecaruia dintre aceste intervale. Simultan se determina eventualele
asimptote verticale. De asemenea, se determind multimea de puncte ale multimii D in
care functia f este continua, iar in punctele de discontinuitate se calculeaza limitele laterale.

IV, Derivata infii. Se calculeazd f”. Se stabileste multimea D, pe care functia f
este derivabila. Se rezolva ecuatia f’(x)=0, adicd se determind punctele critice ale
functiei f. Solutiile acestei ecuatii, precum si punctele in care functia f nu este derivabila
sau 1n care derivata ei este infinitd, sint eventualele puncte de extrem local ale acestei
functii. Ele divizeaza multimea D intr-un numar finit (sau infinit) de intervale. Se studiaza
semnul functiei f” pe fiecare dintre intervalele obtinute. Astfel se stabilesc intervalele de
monotonie, punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Daca functia f este de doud ori derivabild, atunci, pentru trasarea graficului ei cu o
exactitate sporitd, se executa etapa V.

V. Derivata a doua. Se calculeazd f” si se rezolvad ecuatia f”(x)=0. Solutiile
acestei ecuatii, precum si punctele in care derivata a doua nu exista sau este infinita, sint
eventualele puncte de inflexiune ale functiei f. Se stabilesc intervalele pe care derivata a
doua are semn constant, se determind semnul functiei /”* pe aceste intervale (acestea
fiind intervale de concavitate si/sau de convexitate ale functiei f) si se determind punctele
ei de inflexiune.

VI. Tabloul de variatie' al functiei f include rezultatele obtinute in etapele I-V.

In linia intii se trece informatia referitoare la domeniul de definitie al functiei f si la
valorile remarcabile ale lui x (zerourile derivatelor intii si a doua, punctele in care deriva-
tele f’ si f” nu existd sau sint infinite).

In linia a doua se trece informatia referitoare la derivata intii, obtinuta in etapa
a IV-a. In coloana fiecirui zerou al derivatei se scrie 0. Se scrie semnul derivatei pe
intervalele obtinute.

In linia a treia se trece informatia referitoare la derivata a doua, obtinuti in etapa
a V-a. In coloana fiecirui zerou al derivatei a doua se scrie 0. Se scrie semnul derivatei
a doua pe intervalele obtinute.

In ultima linie, prin sageti,,.” 7, ,,™\. 7 se noteazd monotonia functiei f, iar simbolurile
w5~ aratd convexitatea, respectiv concavitatea ei; literele 1, M sau i semni-
fica faptul ca punctul respectiv este punct de minim local, de maxim local sau punct de
inflexiune.

VII. Trasarea graficului'. Intr-un sistem de axe ortogonale xOy se traseaza intii
asimptotele graficului functiei f (daca acestea existd), apoi punctele remarcabile (x, f(x))
din tabloul de variatie al functiei f. Punctele remarcabile ale graficului functiei f se unesc

I Informatiile ce tin de periodicitatea, concavitatea, convexitatea functiei, de derivata a doua a
functiei si de punctele de inflexiune ale acesteia se referd numai la profilul real.
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printr-o linie curba, tinindu-se cont de paritatea, periodicitatea, monotonia, asimptotele,
convexitatea si/sau concavitatea functiei f.

II Observatie. Etapa a V-a poate fi omisa in cazul unor dificultati de calcul.

In continuare vom trasa graficele unor functii, parcurgind sistematic etapele mentionate.
Exerecitii rezolvate

% 1. Sa se traseze graficul functiei f/: D —R:
3
a) f(x) :%— 2x% +3x;

b) () =1 o) f(x):ziic%.

Rezolvare:
a) I. Domeniul maxim de definitie al functiei f este R.
3

Pentru x=0 avem f(0)=0. f(x)=0 @%—2)& +3x=0 x(x’ —6x+9)=0
& xe {0, 3}. Asadar, graficul functiei f trece prin originea sistemului de axe ortogo-
nale xOy si intersecteazd axa Ox in punctul x, =3.
x
3
(=)= f(x), f(=x)#—f(x). Cum f(x)= %(x3 —6x" +9x) = %x(x -3)?, rezultd ca
f(x)=0 pentru x>0 si f(x)<0 pentru x <0.

II. Functia f nu este nici pard, nici impard, deoarece f(—x)=-— 2x* =3x si

III. Functia f este continud pe multimea R, deci asimptote verticale nu are.
Calculam limitele la capetele intervalului (—eo,+ o). Avem:

lim £(x) = lim %x(x —3) = si lim f(x) = lim %x(x _3) = foo.

Astfel, graficul functiei f nu are asimptote oblice si nici orizontale.
IV. f(x)=x"—4x+3.
f(x)=0& x*-4x+3=0< xe {1, 3}. Punctele x, =1 si x, =3 sint puncte critice.

V. Renuntam la studiul derivatei a doua, intrucit acest exemplu este prevazut si pentru

profilul umanistic.
VI. Alcéatuim tabloul de variatie al functiei f: y
X |—oo 1 3 Foo
, 4
71+ 0 - 0+ 317
fl -~ M ~m !
.- T 1 _4 0] 2 3 x
Constatam ca M—f(l)—§—2+3—§, 1
m=f(3)=9-184+9=0.

VII. Graficul functiei f este reprezentat in figura 5.14. Fig.5.14
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b) I. Domeniul maxim de definitie al functiei f este multimea R.
Graficul functiei f intersecteaza axele de coordonate numai in originea lor.

II. Functia f nu este periodica; f este impara, deoarece este definitd pe R si
f(=x)=—f(x), Vxe R. Prin urmare, este suficient sa restringem domeniul de stu-
diu (R) la multimea R, =[0, +o0).

I11. Functia f este continud pe R. Limitele ei la capetele intervalului (—oo, +o) sint

lim f(x) = lim S si lim L _—o. Asadar, dreapta de ecuatie y=0 este

e 14 X e 14 X

asimptota orizontald la —e sila +oo a graficului functiei f.

2
IV. f/(x) =(11+—"2)2, VxeR. Ecuatia f’(x)=0 are solutiile x,=-1 si x,=1
X
(punctele critice ale functiei f). Pentru x >0 se acceptd numai x, =1. Evident, f(1)=0,5.
2
V. f7(x) :%, Solutia ecuatiei f”(x)=0 pentru x>0 este x, =+/3.
+Xx
VI. Tabloul de variatie al fuicgiei f pentru o ' 5 .
x > 0 este cel alaturat, in care M = f(1)=0,5 7 T o
este un maxim local, iar ﬁ este un punct de p
. ) 710 - - - 0 +
inflexiune. Punctul 0 este de asemenea un —
punct de inflexiune. Sl Mo\ i
VII. Trasam graficul functiei f pe R, v
(fig. 5.15). Cum functia f este impara, con- 1
struim, fatd de originea sistemului de axe 3 oq 2 P
ortogonale xOy, simetricul graficului trasat . Ao 15 x
pe multimea R, si obtinem graficul func- 2
tiei f pe multimea R. Fig.5.15

¢) . D=R. Pentru x=0 avem f(0)=0. f(x)=0<sinx=0xe {kr|ke Z}.

Graficul functiei f intersecteazd axa Oy in origine, iar axa Ox — In punctele
x, =kr, ke Z

II. Functia f este impara, periodicd cu perioada principala 27. Deci, vom studia
functia f pe [0, 27], iar la trasarea graficului ei vom tine cont de simetria acestuia fata
de originea sistemului de coordonate si de periodicitatea functiei f.

III. Functia f este continud, asimptote nu are.
V. f(x)=
_4r

X, = T
V. Fiind complicat, renuntadm la studiul derivatei a doua.

1+2cosx

—. Ecuatia f’(x)=0 pe [0,27] are doua solutii: x, _2rm si
(2+cosx) 3
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VI. Alcatuim tabloul de variatie al functiei f + o o7 41 5
(pe [0, 27]): 3 3 i
Constatam ca sz(%)z%, f + 0 - 0 +
i e . f S M N~ m
m=fl— |=——F=.

S

VII. Trasam graficul functiei f pe [0, 27r], apoi, prin translatii, 1l prelungim pe multi-
mea R periodic cu perioada 27. O portiune a graficului functiei f este reprezentata in
figura 5.16.

2x* +1

% 2. Se considerd functia f: D—R, f(x)= , unde aeR. Sa se traseze

x(x+a)
graficul functiei f, stiind ca el trece prin punctul de coordonate (1, 1).
Rezolvare:
. 3
) . : f(h=1 =1 =2.
I. Cum punctul (1, lz)e G,, obtinem: f()=1 & +a) S oa
Asadar, f(x) 2% si domeniul maxim de definitie al functiei feste multimea

D = (=0, =2)U (=2, 0)U (0, +o0).

Graficul functiei f nu intersecteaza axele de coordonate.
II. Functia f nu este periodica; f nu este nici para, nici impard; f(x)=0 daca si numai
dacd x(x+2)>0 (xe D), adica xe (-, —=2)U (0, +), 51 f(x)<0= xe (-2,0).

III. Functia f este continud pe D. Limitele ei la capetele intervalului (-2, 0) sint:
2x” +1 . 2x7+1

l(_z)_c—>—2 Ox( +2) +°°, Z ( 2)_x—> 240 x(x+2) T
2x” +1 o 2x0+1
LO=lm Gy - L=l Ty T

Prin urmare, dreptele de ecuatii x =-2 si x =0 sint asimptote verticale la stinga si la
dreapta pentru graficul functiei f.

2
Cum 11rn f (x)= hm xz(); ++21) =2, rezulta ca dreapta de ecuatic y =2 este asimptota
orizontald la —eo §i la +e pentru graficul functiei f.
—2x—-2

Vxe D si f,(x):() daca xlz—l,

V. ()= -

x, =1.

( +2)" 7
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V. Fiind complicat, renuntam la studiul derivatei a doua.

VI. Tabloul de variatie al ¥ |—oo -2 _1 0 1 +oo
functiei f este urmatorul: : 2 :
Constatim ca m = f(1)=1 si f+ tot 40— - -0+ A
M:f(_%)z_z, R N
by
VII. Graficul functiei f este reprezentat
in figura 5.17. 2

i

Nf—

-2
ﬂ Fig.5.17

Exercitii propuse |

1. Sa se traseze graficul functiei f: R—R:
a) f(X)==2x"+x+1; b) f(x)=x"+3x—4;

¢) f(x)=x"-3x+2; d) f(x)=x(x-1)".

__B_|

2. Sasetraseze graficul functiei f: D — R (in cazul unor eventuale dificultati de calcul, etapa cu
derivata a doua poate fi omisa):

a) f(x)=xlnx; b) f(x):x)_c:z; c) f(x)=x+m;

d f)=e; Q) f(0)=—4 £ fo ==X
e —1 X

g) f(x)=(x=3Wrx; h) f(x)=sin*x+cos*x.

3. Stiind ca suma lungimilor catetelor unui triunghi dreptunghic este egala cu a:
a) sa se exprime aria acestui triunghi in functie de lungimea unei catete;
b) sa se construiasca graficul functiei obtinute;
¢) sa se determine aria maxima a acestui triunghi (cea mai mare valoare a functiei obtinute).
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B Avlicatii ale derivatelor in fizici, geometrie

si economie. Probleme de maxim si minim

Vom aplica rezultatele teoretice obtinute anterior privind determinarea punctelor de
extrem ale unor functii. Astfel, vom exemplifica eficacitatea aplicarii metodelor analizei
matematice la rezolvarea unor probleme de fizica, geometrie, economie etc. ce au ca
obiectiv determinarea parametrilor optimi de functionare a unor sisteme tehnice, economice,
care ar asigura un randament maxim, o putere maxima, ar optimiza consumul de energie,
de timp, ar minimaliza pierderile. Rezolvind atare probleme, se realizeaza un anumit
procedeu, numit optimizare, care consta in alegerea si in aplicarea celei mai potrivite
solutii din mai multe posibile, in selectarea parametrilor ce corespund maximului sau
minimului unei functii. Mentiondm ca rezolvarea unor astfel de probleme nu intotdeauna
este posibila daca sint folosite doar metodele algebrei sau geometriei elementare.

Pentru a determina valoarea maxima sau minima a unei marimi, vom exprima valorile
acesteia printr-o functie, apoi vom studia variatia functiei obtinute.

Probleme rezolvate

% 1. Dintr-o bucata de tabld de forma dreptunghiulara cu laturile de 50 cm si 80 cm se
decupeaza in fiecare colt un patrat, apoi se indoaie marginile formate. Se obtine o cutie de
forma unui paralelipiped dreptunghic fard capac. Sa se determine Inaltimea cutiei, astfel
incit volumul ei sa fie maxim.

Rezolvare:

Notam cu x lungimea laturii patratului decupat si
calculam volumul 7(x) al cutiei obtinute:

7 (x)=x(50-2x)(80—2x) =4x’ —260x> +4000x, 50— 2x

unde x variaza in intervalul [O, %:I =[0, 25]. Astfel, X

problema se reduce la determinarea celei mai mari valori . 80-2x
a functiei 7: [0, 25] >R, 7 (x) =4x’ —260x* +4000x. Fig.5.18
Aflim extremele functiei 7. Avem 7”(x)=12x>—520x+4000. Rezolvim ecuatia
7”7(x)=0 si obtinem ci in [0, 25] ea are o solutie unica: x, = w =10.
Cum 7(0)=7(25)=0, rezulta ca in punctul x, functia 7" ia cea mai mare valoare.

Raspuns: Cutia are volum maxim daca indltimea ei este de 10 cm.

% 2. Dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru 2a, si se afle cel cu aria maxima.

Rezolvare: A a—x D
Fie x lungimea laturii AB a dreptunghiului ABCD,

AD > 4B (fig. 5.19). Atunci AD=29=2X_4_ Aria

dreptunghiului ABCD este .«/(x) = x(a—x)=-x" +ax. B C

Fig.5.19
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Consideram functia .o/: [0, a] > R, .«/(x) =—x’ +ax.
Atunci /' (x)==2x+a. /' (x)=0 2x+a=0 x= %

Obtinem tabloul de variatie al functiei 4: [0, a] > R: x |0

2
Dreptunghiul ABCD are aria maxima .o/ (%):% (%) +

daca el este un patrat cu latura %.

Ax) |

ISE NN
\

. , a e
Raspuns: A, =T unitati patrate.

Consecintd. Dacd suma a doud numere pozitive este cunoscutd, produsul lor este
maxim 1n cazul n care numerele sint egale.

Se poate demonstra cd suma a doud numere pozitive, cu produsul lor constant, este
minima daca numerele sint egale.

% 3. Sé se determine coordonatele punctului graficului functiei /2 R >R, f(x)=x"+3,
aflat la distanta minima de punctul M (10, 5) (fig. 5.20).
Rezolvare:
Orice punct 4 al graficului functiei f are abscisa x si ordonata x* +3, xe R. Notam
cu @(x) distanta dintre punctele M si 4 si obtinem:
O(x) = (x=10)* + (x> +3-5)* =+/x* —=3x* —20x+104.
Problema se reduce la determinarea minimului functiei y
0: R >R, ¢(x)=+/x"—3x> —20x+104.
3
Avem: ¢'(x)=——22 3710 g2 4
Vx' =3x° —20x+104

Punctul x, =2 este punct de minim local pentru func-

M(10,5)

tia @, deoarece ¢’ < 0,dacd x<2,si ¢’ >0,dacd x> 2.
Atunci f(2)=2%+3=7. Astfel, coordonatele punctu-
lIui 4 sint 2 s1 7.

Raspuns: Punctul are coordonatele 2 si 7.

o' 2 X

Fig. 5.20

% 4. Un lot de pamint de forma dreptunghiulara trebuie ingradit, stiind ca dintr-o parte
este deja construit gard. Pretul unui metru de gard paralel cu gardul deja construit este de
100 lei, iar al unui metru de restul gardului —de 150 lei. Sa se determine aria maxima care
poate fi ingradita, daca se dispune de 18000 lei.

Rezolvare:

Fie x si y dimensiunile lotului, atunci, din conditia problemei, avem:

100-x+2-150- y=18000 = x+3y=180 = y=60—
Aria lotului ez/(x)=x-y:x(60—§), oA (x) =60—%x.

X

3
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Pentru .-/’(x) =0 obtinem 60 —%x =0 x=90.

Deoarece .«/"(x) = —% <0, rezultd cd in x=90 functia .-/(x) are un maximum.

Prin urmare, aria maximd care poate fi ingraditd .-/, =90- (60 —%) 2700 (m?).
Raspuns: 2700 m”.
% 5. Sa se determine traseul cel mai economic pentru B
construirea unei cdi ferate intre localitdtile 4 si B, 4 |
stiind cé o portiune de lungime d a ei trebuie construita | Lh,
paralel si in imediata vecindtate a unei sosele. M ! M N |
Rezolvare: X d a—x—d
Fie h,, h, distantele dintre 4, respectiv B, si sosea, a
a — distanta dintre proiectiile punctelor 4 si B pe Fig. 521

directia soselei (fig. 5.21).
Evident, costul traseului este direct proportional cu lungimea traseului L(x). Din figura

avem:
L(x)= AM + MN + NB=+|x* +h’ +d + I} +(a—x—d)*.
Avem L'(x)= ol - a-x—d .
\/x2+h12 \/hzz+(a—x—d)2
. sz \ oL _(a—d)h, (a—d)h
Solutiile ecuatiei L'(x) =0 sint x, _—hl Th, X, = h ",
. (a—d)h, . .. ”
In punctul x, =th, functia L(x) are un minim, deoarece L"(x,)>0.
2

Asadar’ Lmin :L(xl) :\/(a—d)z -|-(h1 +h2)2 +d.

% 6. Cererea pe piatd pentru un produs este descrisd de functia definitd prin formula
p(x)=780—-2x—0,1x*, unde x este numirul de unititi de produs, iar p — pretul (in lei).
Cheltuielile medii de fabricare a unei unitati de produs se descriu de functia definita

prin formula C(x) —@+500+2x (Functia cererii si functia cheltuielilor medii se

determind In baza datelor statistice.)
Sa se determine beneficiul brut maxim obtinut din vinzarea produsului si pretul respectiv.
Rezolvare:
Beneficiul brut B(x) este egal cu diferenta dintre pretul de vinzare si cheltuielile de
fabricare a produsului, adica B(x)= p(x)-x— C(x)-x=

— (780 —2x—0,1x° )x—(w+500+2x)x 280x — 4x* —0,1x° —1000.

Derivata B’(x)=280-8x-0,3-x".
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28
0,6
(care nu corespunde conditiei problemei). Deoarece B”(20) <0, in punctul x =20 avem
maxim. Astfel, obtinem beneficiul brut maxim B(20)=280-20—4-20>—0,1-20° —1000=
=2200 (lei) si pretul respectiv p(20)=780—2-20—0,1-20° =700 (lei).

Raspuns: 2200 lei; 700 lei.

Din B’(x)=0 obtinem ecuatia 0,3x” +8x —280 =0, cu solutiile x, =20, x, =—

% 7. Un camion trebuie sa parcurgd 100 km cu o viteza medie de v km/h (cu conditia ca

2
<v< § v
40<v<70), consumind | 8+ 300 )

care cheltuielile sint minime), stiind ca soferul este retribuit cu 30 lei/h, iar benzina costa

12 lei litrul.
Rezolvare:

litri/h de benzina. Sa se afle viteza optima (pentru

. .. 100 .
Distanta a fost parcursa in =, ore, in care s-au consumat | 8+—— 3
v v

300
litri de benzina. In aceste conditii, cheltuielile totale pentru intregul parcurs sint
2 2
c(v)=30- m +12.Y +2400 _ 4v" +13600 (Iei).
3v v
Viteza optima este cea pentru care cheltuielile totale sint minime. Rezolvam ecuatia

(v )—&—0 si obtinem v, =,/3400 = 58,31 (km/h). Prin urmare, pentru

aceasta valoare a vitezel cheltuielile totale sint minime.
= 58,31 km/h.

) 100 _ v* +2400

Raspuns: v

optim

% 8. Un muncitor trebuie sd deplaseze o piesd de bronz pe o placa de fonta asezatd pe un
plan orizontal, cu ajutorul unei forte é Masa piesei este de 100 kg, iar coeficientul de
frecare dintre bronz si fontd u =0,2. Sa se determine masura unghiului ¢, format de
directia fortei si planul orizontal, astfel incit forta é necesara acestei deplasari sa fie
minima.

Rezolvare:

Din figura 5.22 se constata ca echilibrul dinamic Vi
al fortelor de frecare F de tractiune Q de greu- N -
tate G si de reactiune N este asigurat daca: [ -

Qcosa—F =0, F_ )@
{N+Qsina—G=0. 0 x

Din acest sistem, substituind formula pentru forta Vel
de frecare F'=uN, determindm functia Q(cx), al
carei minim trebuie aflat: Fig.5.22

_ uG
Ol = cosor+ usino




Modulul 5

Astfel, problema se reduce la determinarea celei mai mici valori a functiei
n uG
110, = |—R ==
0 [ ’ 2] » Q@) cosa + usina
_ uG(pcosa —sina)
(cosa + usina)’
O'(a)=0 este ox =arctgu. Pentru aceasta valoare functia O(¢r) are un minim:
uG

Qmin = Q(arctgu) = W .

Substituind datele problemei, obtinem:
tga~02 a=11°20 si 0 =-22190
\1+0,2°

% 9. Si se determine indltimea la care trebuie asezatd o sursd de lumind deasupra unei
platforme circulare de raza a pentru ca iluminarea platformei sa fie maxima, stiind ca

intensitatea luminoasa / pe directia verticald este constanta, iar iluminarea' £ este data de
[-coso
r2

Aflam extremele functiei Q. Avem Q'(o) =

. Solutia ecuatiei

=19,6 kg.
Raspuns: =11°20".

formula £ = , unde o este unghiul de incidenta a razelor pe aceasta suprafata.

Rezolvare:
Notam cu x distanta de la sursa de lumina pina la

platforma. Din figura 5.23 obtinem:

. X .
rP=a’+x" i cosq = —————. v~

va' +x°

Prin urmare, functia al carei maxim trebuie deter- Al
I-x
x€ (0, +o0).

minat este £ =FE(x)= =

(@ +x°)?

Egalind derivata cu zero, obtinem: \ 1

(a* +x*)2 =3x"(a’ +x%)?
(@’ +x*)

Pentru aceasta valoare functia £(x) are un maxim: £__ =

=0,

E'(x)=1

27

g
V2
Raspuns: x = .

5

% 10. Care trebuie sa fie rezistenta unui circuit extern, astfel incit sursa de curent cu
tensiunea electromotoare € =10V si rezistenta internd » =20 € sa debiteze o putere
maxima? Care este valoarea numericad a acestei puteri?

solutia fiind x =

3x/§a2 '

Rezolvare:
Notam cu x rezistenta circuitului extern si cu P puterea curentului electric pe circuitul

extern. Atunci, conform formulei pentru puterea curentului, avem: P=1x, unde / este
£

intensitatea curentului, care poate fi determinatd din legea lui Ohm: / = e
r

I Unitatea de masura pentru iluminare este luxul (1x).
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2

Deci, obtinem functia P(x) = (8_'_—');2, x€ (0,4 00), a carei derivata
x+r
2
Pl(x)=¢ (x+7r) 2x4(x+r) o2 r—x3
(x+r) (x+7r)
se anuleazd pentru x=r. In x=r functia P(x) are un maximum. Substituind datele
—_ e 5
bl bt P _=Pr)=—==W
problemet, obtinem P, (r) 4=
Raspuns: x=r, P__ :% W.

Probleme propuse |

1. Un punct material se misci rectiliniu conform legii s() =12¢—¢ (s este distanta exprimati in
metri, iar ¢ — timpul exprimat in secunde).
a) Care este viteza punctului material In momentul initial?
b) Peste cit timp de la plecare punctul material se va opri? Care este distanta parcursa pina in
acel moment?

2. Un element galvanic de tensiune electromotoare E i rezistenta interioara » produce un curent
de intensitate / intr-un circuit extern de rezistentd R. Intensitatea curentului este data de relatia

2
1= L Puterea efectivi a elementului galvanic este P(R)=RI" = LZ
r+R (r+R)

Sa se determine rezistenta R pentru care puterea P aste maxima.

3. Intr-un triunghi cu o laturd de lungime « si iniltimea corespunzitoare acesteia / se inscrie un
dreptunghi, astfel incit una dintre laturile sale este continuta de aceasta laturd. Sa se afle aria
maxima a dreptunghiului.

4. Pretul unei unitati de produs este de 225 lei. Cheltuielile de fabricare C(x) sint date de functia
definita prin formula C(x)=95x +x*, unde x este numarul de unitati de produs fabricate. Sa se
determine beneficiul brut maxim.

_B_|

5. Legea de miscare a unui mobil pe o axi este s(f)=at’ +bt+c. Si se determine viteza si
acceleratia mobilului iTn momentul 7.

6. Legea de miscare a unui mobil pe 0 axd este s(r) =1 —6¢> +2. Si se determine:
a) momentul in care acceleratia sa este nula;
b) valoarea minima a vitezei mobilului.

7. Cheltuielile de fabricare ale unui produs se descriu de functia definita prin formula
C(x)=5+36x, iar cererea — de functia definiti prin formula p(x)=-x>+18x+3, 9<x<13.
Sa se determine numarul de unitati de produs, x, pentru care beneficiul brut este maxim, precum
si valoarea acestuia.
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Exercitii si probleme recapitulative |

1. Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f/: R —R:
a) f(x)=x"+6x7% b) f(x)=x3—§; o) f(x)=(x+1)7%; d) f(x)=x"+x+1.

2. Sa se determine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si sa se
alcatuiasca tabloul de variatie al functiei /: R > R:

&) f(0)=x"+2 b) f(0)=x' -2 ©) f(0)=(x=1’(x+2)’;
d) f(x)=(x+1D)*(x-2)%; e) f(x)=3+x—x"; f) f(x)=x"—4x+2.

3. Sase afle punctele de extrem local i extremele locale ale functiei f: R — R:
a) f(x)=x"+2x+I; b) f(x):x4—%x2+8; ¢) f(x)=x"—12x+4;
d) f()=x+x—4 ¢) f(x)z%x5+x3—4x+1; £) £(x)=x(x+1).

4. Peintervalul indicat, sa se determine extremele globale ale functiei f: I — R:
a) f(x)=x"—6x>+2, I=[0;1]; b) f(x)=x"—x+2, 1=[0;2].

5. Sa se traseze graficul functiei /: R > R:
a) f(x)=x"—4x" +1; b) f(x)=x>+2x+2.

6. Fie f:R—R, f(x)=x’+ax’—2. Si se reprezinte grafic functia f, stiind ci:
a) graficul trece prin punctul (1, 1);
b) in punctul x =1 functia f are un extrem local.

7. Costul unui lot de produse este de 240 lei. Cheltuielile de fabricare sint descrise de functia
definita prin formula C(x)=3x" +6x+120, unde x este numarul de unititi de produs. Si se
determine beneficiul brut maxim.

Indicatie: Beneficiul brut B(x) se exprima prin formula B(x) = 240x — C(x).

__B_|

8. Sa se arate ca:
1-x° {Zarctgx, dacd xe[0, +)

a) arccos 1+ x? - —2arctgx, dacd xe (—eo, 0];

T

4 , XE (—oo’ 1):

b) arctg}t—;c =arctgx +

¢) 2arctgx — arcsin 2x__ 0, xe (=L 1).
I+x

> =

9. Sase afle intervalele de monotonie si extremele locale si globale ale functiei:
2) f:RSR, f(x)=]x+1} b) f1RSR, f() =17
X
¢) f:(0,+%) >R, f(x)=x"Inx.

10. Sise determine me R, astfel incit functia f: R =R, f(x)=mx—In(1+x") si fie descres-
catoare pe R.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Si se arate ci pentru orice me R, functia f: R—R, f(x)=(x’+mx)e™" are un maxim si
un minim local.

Fie functia f: R — R satisface conditiile:
a) f este derivabila pe R; b) exista lim f(x)=aeR’; ¢) existd lim f7(x).
Si se arate cd lim f'(x)=0.

Indicatie. Aplicati regula lui I’Hospital pentru calculul limitei lim

X—>too

e’ f(x)
et

2
Se considera functia f: R\{l} = R, f(x)= m;é_—l

o m € R. Si se determine valorile lui m,

astfel incit:

a) functia sa fie strict crescatoare pe fiecare dintre intervalele (—eo, 1); (1, +o0);

b) functia sa fie strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele specificate in a);
¢) functia sa admita puncte de extrem;

d) graficul functiei sa nu aiba asimptote.

Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei:

a) :R>R, f(x)=x>+3x%;" b) /:[0,27r] >R, f(x)=sinx;

o) f1R->R, f(x)= j‘H; d) f:R>R, f(x)=x"+|x|.
X

Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei:

3 -
Q) SRR, f()=x'+2 B SRR, f(9=| 0 10

¢) i R->R, f(x)=x"—4x; d) f: (=0, -1) >R, f(x)=+x"—1;
e) f: (0, +00) >R, f(x)=|Inx—1]; f) f:R>R, f(x)=|x —4x|.

Sé se determine asimptotele graficului functiei: f: D — R, D fiind domeniul maxim de definitie:

2
X __x . __x .
2 f()=— b) (== 0 S =57
_Inx . _ 1
Q) f(0)=-"% Q) f(n=c; 0 f)=c.
Sa se afle numerele reale a, b, stiind ca dreapta y =2x+3 este asimptotd spre + e pentru
. _4x +ax+l
functia /: D >R, f(x)= tl
Sa se traseze graficul functiei f: D - R: ,
__X . __x . __x
D) f(0) = b) f()=—" 0 f() =52
2
Q) f()="12% o (=51 0) f(0)=In(x* ~4),
x=2 X' =1

Cheltuielile de fabricare (in lei) ale unui produs se descriu de functia definitd prin formula
C(x)=1+76x, iar cererea —de functia definitd prin formula p(x)=-x" +42x-80, 2<x<40.
Sa se determine numarul de unitati de produs, x, care trebuie fabricate pentru a obtine un
beneficiu maxim, precum si valoarea acestui beneficiu.
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Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

1. Determinati intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si | @
completati tabloul de variatie al functiei f: D —R, f(x)=x"—6x.

2. Reprezentati grafic functia /: R >R, f(x)=x"+x-2.

®

3. Pretul unei unitati de produs este de 160 lei. Cheltuielile de productie sint descrise de
functia C(x)=3x" +34x+450, unde x — numdirul de unititi de produs. Determinati
beneficiul maxim.

Indicatie. Beneficiul B(x)=160-x—C(x).

Timp efectiy de lucry:
4| 45 de minute

1. Determinati intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si | @

®

completati tabloul de variatie al functiei /: D >R, f(x)= xe .

2. Determinati, pe intervalul 7 =[—1, 2], extremele globale ale functiei f: D - R, @
S P

3. Trasati graficul functiei /: D —>R, f(x)= xxj T @

4. Cunoscind functia cererii p(x)=800-0,5x si functia ofertei p,(x)=700+2x (x — | @

numarul de unitati de produs), determinati marimea impozitului pentru fiecare unitate de
produs, astfel incit venitul din impozitare sa fie maxim.
Indicatie. Venitul din impozitare a x unitati de produs se exprima prin formula

V(x)=(p(x)= p,(x))x.
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Numere complexe

Vom nota multimea numerelor complexe cu C, deci C={a+bi|a, be R, i’ =—1}.
Prin urmare, NcZcQcR cC.

Daca z =a + bi, atunci se spune ca numarul complex z este scris sub formd algebricd
(se admite si scrierea z=a+1b). Numarul a se numeste partea reald a numarului
z=a+bi sise noteazd cu Rez, iar b se numeste partea imaginard a lui z si se noteaza
cu Imz.

Numerele complexe z, =a+bi §i z, =c+di se considerd egale daca i numai daca
a=c si b=d. Numarul de forma a + 0i se identifica cu numarul real a. Prin urmare,
multimea numerelor reale este o submultime a multimii numerelor complexe. Numarul de
forma 0+bi, b#0, se numeste pur imaginar i se noteaza bi. Numarul complex
i=0+1i se numeste unitate imaginard, insa ea nu tine de efectuarea unor masurari.
Acest numir este o solutie in C a ecuatiei x> +1=0 (ecuatie care nu are solutii in R).

Exercitiu rezolvat

% Sa se determine numerele x, ye R, astfel incit 2+ 3i+ (x+ yi)=5+7i.
Rezolvare:
2431+ (x+y)=5+71= 2+x)+B+y)i=5+T7i.

Egalind partile reale si respectiv cele imaginare, obtinem: {2 +x=5 {x =3,

3+y=7 y=4.

Definim operatiile de adunare, scadere i inmultire a numerelor complexe in modul
urmator:

(a+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d)i;
(a+bi))—(c+di)=(a—c)+(b-4d)i;
(a+bi)-(c+di)=(ac—bd)+ (ad + bo)i.
Adunarea (scaderea) se efectueaza adunind (scézind) intre ele partile reale si respectiv
partile imaginare ale numerelor. Scaderea este operatie inversa adunarii.

Exemple
L. 2+31)+(3+7)=[2+(3)]+B+7)i=-1+10i
2. 2431)-(-3+71)=[2-(-3)-3-7]+[2-T4+3(-3)i=—-27+5i.

Observatie. Operatiile de adunare, scadere, inmultire cu numere complexe se
efectueazi similar cu operatiile cu polinoame in nedeterminata i, considerind i’ =—1.

I Definitie. Se numeste conjugatul numarului complex z=a+5hi numéarul

z=a+bi=a—-bhi. (Notatia z se citeste ,,z barat”.)

Produsul z-z, ze C, are o semnificatie deosebitd, deoarece el este un numar real
nenegativ: z-z = (a+bi)(a—bi)=a’ +abi—abi—b*i’ =a’ +b*.
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Modulul 6

Proprietitile operatiilor de adunare si inmultire a numerelor complexe (sint
aceleasi ca si pentru numerele reale):

1° z,+z, =z, +z, — adunarea este comutativa;

2° (z,4+z,)+z, =z +(z,+z,) —adunarea este asociativa;

3° 0=0+0-i este elementul neutru pentru adunare;

4° —z=—a—bi este opusul lui z=a+bi;

5° z,-z, =z, -z, — inmultirea este comutativa;

6° z,-(z,-z,)=(z,-z,) -z, — iInmultirea este asociativa;

7° z,-(z,+z,)=2z -z, +z, -z, — Inmultirea este distribuitiva fatd de adunare;

8° 1=1+0-1 este elementul neutru pentru inmultire;

9° 1_ == a ~————1 este inversul pentru z=a+bi, z#0.
z a +b" a +b
Expresia pentru z~' se poate obtine astfel:
a1 1 a—bi a b
Z =

== - = - —= - 1.
z a+bi (a+bi)a-bi) a*+b> a*+b*
Impartirea numerelor complexe se poate defini ca operatie inversd a inmultirii:
z,:z,=z-2,, z, #0, insd, pentru a evita calcule complicate, este mai simplu si se

procedeze astfel:

dacd z, —a+bi, z, =c+di, z,#0, atunci —-=4+bi_(arbictd)
z, c+di (c+di)(c+di)

_ (a+bi)(c—di) _ (ac+bd)+(bc—ad)i _ac+bd  bc-ad.

T (c+di(c—di) +d’ A +dd A+d
Exemple
L 7431 _(T+30)(+1) _35+7i+15i+31° _35-3+22i _16 11,
"5—i 0 (5-1)(5+1) 25+1 26 13 13"
N D b D e e e
200 =1 ashaon = 2 2 2"

Definitie. Se numeste modulul numarului complex z=a+5hi numarul real

nenegativ va’ +b*, notat |a+bi| sau | z|. Deci, |a+bi|=+va’ +b>.

Pentru zl=%+§i, 2, =i, obtinem |z, |= %%:1, 2, == +1* =1,

Teorema 1. Pentru orice numere complexe z, z,, z, sint adevarate egalitatile:

— = R z oo
1°z tz, =2z +z,; 2°z-z,=2 2, 3°(—1]: , z, 20 (decisi z, #0);

Z

Nll_l\ll

2

49 z.zeR;, 5°z+zeR;, 6°z=zezeR, 7°z=:z
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Demonstratie
Aceste proprietati se verifica usor, scriind numerele sub forma algebrica.
De exemplu:

2°Fie z, =a, +bji, z, =a, +b,i, atunci z, -z, =(a, +bi)(a, +bi)=

= (alaz _blbz) + (ale +b|a2)i =aa, _blbz - (albz + blaz )= (al _bli)(a2 _bzi) =2,"2,.

< z . o - [z z
3° Notam ¢=--. Atunci ¢t-z,=z, deci -z, =%, sau t =[ =~ |==-. P
z, Z Z,
Exercitiu. Aratati ca, fiind date numerele z,, z, € C, ecuatiile z,-u =2z, (z, #0) si
z, +t =z, ausolutii unice.

Observatie. Datorita faptului cd operatiile cu numere complexe au aceleasi proprietati
ca si operatiile respective cu numere reale, pentru numerele complexe pot fi aplicate:
formulele cunoscute pentru calculul prescurtat; notiunea de putere cu exponent intreg
a numarului complex nenul z: z° =1, z"=z-..-.z, 2" =(z"), ke N’; proprietitile

k ori

acestei puteri: z"-z" =z"", (z")" =z"", z#0, n,me Z.

Astfel: i’ =-1, i’ =—i, i* =1, i’ =i*-i=1-i=1

—b+b* —4ac v = —b—A/b* —4ac
2a . 2a

pentru calculul solutiilor ecuatiei de gradul I ax’ +bx+c=0, a, b, ce C, a#0.

Mentiondam ca orice ecuatie de gradul II are solutii In multimea C, deoarece pentru

orice numir complex z existd un numir complex u, astfel incit u”> =z (acest fapt va fi

demonstrat mai jos).

De asemenea, pot fi aplicate formulele x, =

Exercitii rezolvate

% 1. Si se calculeze: 4= (2+3i)’ - 75+_3.1.
Rezolvare:
Aplicind formula cubului sumei si rezultatul obtinut anterior pentru 75—'—_311 , obtinem
343143260 26 (160 11 Cg 360 54 4 270 1611
A=8+3-4-31+3-2-(31)" +(31) (13+131)—8+361+541 +271 EEN e
_g_54_16 (36_p7_ 11} __6l14 106,
=8-54 13+(36 27 13)1— 3 + 3
% 2. Sa se calculeze:
a) i”; b) i**", ke N; c) (7-31)7"; d) (2+1).

Rezolvare:
a) B =i = (i4)18 d=1%.4=1
b) it = (i) it =1 (<) =i

BETEUN B 7+3i _T7+31 7 3.
O =30 =3 5 =T 30 +3) 4949 58 58"
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d) Aplicind formula binomului lui Newton, obtinem:
Q+i) =27 +7-2°i+21-2°-i* +35-2* i +35-2° -i* +21- 2> i’ +7-2-i° +i’ =
=128 +448i—672-560i+280 +84i —14 —1=-278 - 29i.

% 3. Si se rezolve in C ecuatia:
a) 2+1)z—(3+6i)z=5+2i;

Rezolvare:

b) z°=2z+3=0.

a) Folosind proprietitile operatiilor cu numere complexe, obtinem:
2+i-3-6i)z=5+21 (-1-51)z=5+2i
5+2i _ (S+2)(=1+51) _ —15+23i _ 15 23.

= - = : L= ——+i
D (—1=51)(-1+51) 1+25 26" 26

o] 15 23,

Raspuns: S—{ 26+261}.

b) A=4-12=-8=(iv/8)* = (24/2i)".
Astfel, solutiile sint z, = %«/51 =1+ i«/z y Zy = %«/51 =1- i\/z .

Raspuns: S = {l—i«/E, 1+i«/§}.

Exercitii propuse |

1. Sasecalculeze:

a) (=2 +3i)+(1-1);
d) (1-3i)(2 —4i);

g 3-17;
(=i,
Dy

2. Sase calculeze:
a) i’; b) i*; c)i*;

b) 4+3i— (=2 +5i);

e) (V3 -2 —iv3);

h) 2;:‘1‘ +22-23i:
p— 1 3
k) %;
(1+i)
d) il}]; e) i2010'

3. Sase determine numerele reale x si y, astfel incit:
b) 2+5)x—(1+i)y=1i;

a) (1+30)x+(2—5i)y=7+i;

0 i-x+i((i+)x—(B-1i)y)=3+2i;

4. Saserezolve in C ecuatia:
a) 2z° —-3z+3=0;

d) \/Ezz—z+l=—22;

g) B-z2)(-4+2)=2+2)z+7,

168 ]

b) Z-Z+1=0;

€)2z°+z-2=3z-7,

h) z> -2z+2=0;

¢) (W3-1)+(2-iV3);
) (2+1): (3+4i);

i) (1-)(1+i)%;

(1-2i)* —(1+1)°

b (3-2i) —-(2-1)*

d) 7i-x+ (3 —i)(x—iy) =4 -3i.

€)' +z+4=0;

2—z —4z+1
f = ;
)3+z 5-z°
. -3-z
2= .
1) z+ 1
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7.

Sa se calculeze:

a) (2+i) +(2-1)%; b) 3-i)’ - (3+i)’;

¢ (1-2i)° = (1+2i)%; d) (1-2i)°.

Sa se rezolve in C ecuatia:

a) (1-1)z=3+1; b) 3z-i+(5-21)z=3z4+2—-1;
z . . * 1"

c)m—7+1—z(l+1), d)|z|-iz=1-2i

Sa se rezolve sistemul de ecuatii (z,, z, € C):

2 |22 -G +3Dz, =34, py (22D =
(1—i)z, —3iz, =i (4+2i)z, -5z, =—1-2i.

Sa se determine toate numerele complexe z care satisfac conditiile:
a) Rez=1, | z| =+/2; b) Rez+Imz=2, |z|=1; ) Imz=3, |z-i|=2.

_B_|

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sa se calculeze:

a) 3+2i)(—2+31)" - () +1; b) 2+1)(5+i)" —(7+5i)>-3-i)";
(\/_—1) 1+(1+i)°
dy ———— .
1+1\/_ —1+(1-1)
Sa se rezolve in C ecuatia:
a) z' -2 -2=0; b) z* +2*-12=0; c) z*' +122° +35=0.

Sa se calculeze:
a) (z=1-)(z-1+)(z+1+1)(z+1-1);
b) (z—i)(z+i)(z-1)(z+1);
i3

c) (be* +ae)(ag® +be), daca & :__+_

i3

d) (a+be+ce*)a+be* +ce), dacd €= ——+—

Sa se demonstreze egalitatea:

a) (1+i)" =2", nez; b) (1+i)" =(=1)"-2*, neZ
Sa se arate ca urmatoarele numere sint reale:

1 =) z—1 X .51 S\4n \4n
a) 2(z=2); b) FEESIk dacd z-z=1; c) B+20)" +(2+3i)".

Sa se determine numarul complex z, astfel incit |z +i|=|z+1|=|z +iz].

1+iy/3
oa—(a+1)i

Si se arate ci Imz=%, Rez=%, Vze C.

Fie z= Sa se determine toate numerele oce R, astfel incit ze R.




Modulul 6

m| Reprezentarea geometrici a numerelor complexe.
Forma trigonometrica a unui numar complex

Interpretarea geometricd a numerelor complexe, propusa de C. F. Gauss la Tnceputul
secolului al XIX-lea, a facut posibil ca ele sa fie aplicate in diverse domenii.

Fixam 1in plan un sistem de axe ortogonale. Oricarui numar complex z=x+1iy ise
asociaza 1n acest plan punctul M (x,y), si invers. Punctul M se numeste imaginea numa-
rului z, iar z se numeste afixul punctului M (fig.6.1). Astfel se stabileste o bijectie Intre
multimea numerelor complexe C si multimea punctelor

din plan, ceea ce permite sa identificdim numarul com- 7

plex z=x+iy cu punctul M(x,y). in baza acestei Mx,y) ] M,

conventii (identificari) vom putea spune ,,punctul | 21 M,
z=x+1y” in loc de ,,numarul compAlex z”, iar planul E p 0

respectiv il vom numi plan complex. In plus, observam i ¢ M

ca multimea numerelor reale se reprezintd prin punctele ol 1 2 X
axei Ox, pe care 0 vom numi axd reald, iar multimea

numerelor pur imaginare — de punctele axei Oy, pe Fig. 6.1

care 0 vom numi axd imaginard.

Exemplu

Numerele z, =2+ 2i, z, =3, z, =3i sintreprezentate de punctele M, (2, 2), M,(3,0)
si respectiv M, (0, 3) (fig. 6.1).

Numerele complexe pot fi reprezentate geometric si prin vectori dintr-un plan dotat cu
un sistem de axe ortogonale. Anume numarul complex z = x+1iy se identifica cu vectorul
W, unde O este originea sistemului de coordonate, iar M(x,y) este imaginea numaru-
lui z (fig. 6.1). Evident, | z | = | oM |. Astfel, sumanumerelor complexe ¢, = a + bi, t, =c + di
(afixele punctelor 4,(a, b), 4,(c, d)) poate fi realizata
ca suma vectorilor O—AI, OTAQ, intrucit coordonatele punc-
tului 4,, unde O—A; =O_A;+O_2’, sint a+c si b+d

(fig. 6.2).

Diferenta ¢, —t, se identifica cu vectorul O_A;, unde
OA, = 4,4, = 04, - 04, (fig. 6.2).

Deci, |t, —t, | = 4, 4,, adica distanta dintre punctele

A si A, este egala cu modulul diferentei t —t,. Fig. 6.2
Proprietdtile modulului numarului complex sint date de
Teorema 2. Pentru orice z, z,, z, € C:
1° |z [=|z|=|-z]; 2° |z +z, S|z [+ 2[5 3° ||Z1|_|Zz||S|Z|+Zz|;
z z
G e e Il EISET ey
2 2
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Numere complexe

Demonstratie

Proprietatea 1° se obtine din definitia numarului conjugat si din definitia modulului.
Proprietatile 2°, 3°, 6° rezulta din relatia dintre lungimile laturilor unui triunghi, care pot fi
|z, |, |z, |, | z, + z, |, sau, daca vectorii sint coliniari, din regulile de adunare a acestora.
Proprietatile 4°, 5° vor fi demonstrate mai jos. P

Spre deosebire de adunarea si scdderea numerelor complexe, operatiile de inmultire si
impirtire nu pot fi ilustrate simplu, prin efectuarea unor operatii cu vectorii respectivi. in
continuare vom expune reprezentarea numerelor complexe sub forma trigonometrica,
care faciliteaza efectuarea operatiilor de inmultire, impartire, ridicare la putere a numerelor
complexe.

Reamintim ¢ modulul numirului complex z = x+iy este |x+iy|=x’+y’ =r.

Prin argument al numarului complex z = x +1iy, z # 0, vom intelege méarimea unghiului
format de vectorul OW, unde O este originea sistemului de coordonate, iar M(x,y) este
imaginea numarului z, si de semiaxa pozitiva Ox. Unui numar complex z, z # 0, 1i corespunde
o multime infinitad de valori ale argumentului, care diferd intre ele prin 27k, ke Z.
Mentiondm cd argumentul numarului complex 0 nu este definit. Exista un unic argu-
ment ¢ al numarului dat z = x +1y, care satisface conditia —7 < ¢ < 7. Acesta se numeste
argument principal (sau redus) si se noteaza arg z. Orice argument al numarului z se
noteaza Argz si deci se poate scrie: Argz =argz+2nk, ke Z.

Observatie. In unele manuale se foloseste notatia Argz = {argz +2mk|ke Z}, iar

conditia argze (-, 7] se inlocuieste cu argze [0, 2r).

Exemplu
Numadrul z, =2+ 2i are modulul |z, |=OM, =v4+4 = 242 si argumentul principal

Tt 9w

argz, = % iar valori ale Arg z, sint — T orice numar de forma % +2rk, ke Z.

4 b
Evident, pentru z=a+bi, b#0, avem argz =—argz. Argumentul principal al
numarului z=a+bi, z #0, poate fi determinat cu ajutorul functiei arccos:

arccosﬁ, daca b>0
argz = r (1)
—arccosg, dacia b<0, r=+a’>+b>.
r

Exemple

V2_ =

1. arg(2-21) = —arccosi = —arccos— = ——-;

232 2 4

2. arg(-2+3i)= arccos—=.

J13




Modulul 6

Fie z=x+1iy, z#0, unnumdr complex arbitrar, » = x> +y* —modulul lui, ¢ —un
argument al sau. Folosind definitiile functiilor sin si cos ale unui unghi arbitrar, obtinem
relatiile: x=rcos¢@, y=rsin@. Atunci

z=r(cos@ +ising).

Expresia r(cos@ +isin¢) se numeste forma trigonometricd a numarului complex z.

Intrucit argumentul numarului complex se determind neunivoc, pentru numerele
complexe scrise sub forma trigonometrica avem:

r(cos@, +isin@,) =r,(cos@, +isin@,) < {‘Pl r?p; ok, ke Z. Q)
Exercitiu rezolvat
% Sa se scrie sub forma trigonometrica numerele:
a) z, =1+1; b) zzz—l+i£; ¢) z;=—1; d) z,=2-3i

2 2
Rezolvare:

a) Calculam modulul si un argument al lui z;:

|z, |=41+1 =2, iar argzl—arccos\/_ 4

Astfel, 1+1= V2 (cosz+ lst) (expresia din membrul drept este forma trigono-

metricd a numarului z,).

b) Analog, |z, |= l+% =1, iar conform (1) obtinem argz, = arccos(—%):%r.
1.3 2 21
Prin urmare, §+ 17 = cosT+ 1smT

c) Pentru z, obtinem: |z, |=1, argz, =arccos(—1)=m, deci -1 =cosz +isinz.

d) Pentru z, =2-3i avem: |z, |=v/4+9 :\/B, argz, = —arccos

. 2 .. 2
Asadar, 2—312\/6 cos| —arccos——= |+1sin| —arccos—— ||.

Observatie. Forme trigonometrice pentru numerele complexe z,, z,, z, considerate
anterior sint (cu alte valori ale argumentului) de asemenea:

z, = ﬁ(cos9— + 1s1n9—7r) = cos(—%r)+ isin(—%r), z, =cos(—m) +1isin(-x),

2
NE

4 4

insa, de reguld, in forma trigonometrica se indica argumentul principal al numarului

complex.

Teorema ce urmeaza determind formulele pentru calculul produsului, citului, puterii cu
exponent intreg a numerelor complexe reprezentate sub forma trigonometrica.

172






Modulul 6

Rezolvare:

Pentru a efectua calculele, este comod sa scriem numerele sub forma trigonometrica:

1+i=x/§(cos%+isin%), 1—i\/§=2(cos(—%)+isin(—%)),

—/3+i= 2(c0s%r+1sm%r)

Folosind formulele (3) — (5), obtinem:

) 42 (cosZ +isinZ)[cos(_§)+isin(—§):| ) W2 [COS(— H )Jrlsm(_lg)}

30
5m 51 30 S P 7
[2(cos6+1sm6):| 2 [cos( 5 30)+1sm( 6 30)]
5
2 *|cos isin
= [ ( 12) ( 12)]— 255 ~Z Ltisin[-Z& 22% 11ﬂ'-+1smm
12 12 [

c0s25m +1sin25r 12 12

% 2. Sa se arate ca:
cos5x =cos’x —10cos’xsin’x + Scosxsin*x;
sin5x =5cos*xsinx —10cos’xsin’x +sin’x.
Rezolvare:
cos5x +isinSx =(cosx+isinx)’ =cos’x+5cos*x-i-sinx+10cos’x-i’ -sin’x +
+10cos’x i’ -sin’x+5cosx-i* -sin*x +1’sin’x =
=cos’x—10cos’x sin’x +5cos x sin*x +i(5cos*x sinx —10cos’x sin’x +sin’x).
Egalind partile reale si respectiv cele imaginare, obtinem formulele mentionate.

Se stie ca radacina de ordinul #» a numarului real ¢ (in caz ca existd) este un numar
real b, astfel incit b” =a. Acest concept se generalizeaza pentru numerele complexe.

Definitie. Numarul complex u se numeste radicini de ordinul n, ne N', n>2,
a numarului z daca u" =z.

Exemple
e . . . . R 1«/_ 1 i\/g
Radacini de ordinul 3 ale numarului 1 sint 1, _§+T 375 deoarece
3 3
I’ :(—%—g] :(—%+§J =1, iar radacini de ordinul doi ale numarului 1 sint 1.

Daca numarul complex este scris sub forma trigonometrica, atunci radacinile lui de
ordinul z se determina relativ usor.

174

Observatie. Daca n parcurge toate valorile din multimea {k, k+1, ..., m}, k, me Z,

k <m, atunci vom nota n ==k, m.
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Teorema 4. Exista n radacini distincte de ordinul #, n€ N, n>2, ale oricarui numar
complex nenul z. Anume daca z =r(cos@ +isin¢), atunci multimea tuturor rada-
cinilor de ordinul # ale lui z este

{"\/7(005 ¢ +nZk7t +isin ¢ +n2k7r )

k=0,n—1}. (6)

Demonstratie

Fie u = p(cosy +1isiny) oradacind de ordinul n alui z, adicd u" =z, p si ¥ raminind
a fi determinate.

In baza formulei lui Moivre, avem p”(cosny +isinny) = r(cos@ +isin@), iar din (2)
obtinem p" =r si ny =@ +2nk, ke Z.

Din prima relatie avem p = iy (amintim ca re R}, deci /7 este un numdr real
¢+mm:g+mm

n

n n

pozitiv unic determinat), iar din a doua obtinem y = , ke Z. Pentru

k=0, n—1 se obtin n valori distincte pentru u:

{22 (2 2]
n n n n

deoarece aceste numere se reprezinta (verificati!) in planul complex prin virfurile unui
poligon regulat cu # laturi (daca n > 3), inscris in cercul de centru O (originea sistemului
de coordonate) si raza "\/m . Pentru celelalte valori intregi ale Iui k avem k=n-q+t¢,
0<t<n-1, sidinperiodicitatea functiilor trigonometrice obtinem:

u, :"\/7|:cos((p +2ﬂq+2n%)+isin(q) +27rq+27t%)]=u,, t=0,n-1

n n

Prin urmare, oricare u,, k€ Z, este egal cu un careva u,, unde 0<7<n—1. Astfel se
obtin exact n radacini distincte de ordinul n ale luiz, z#0. P

% 1. Utilizind teorema 4, si se determine ridicinile de ordinul doi ale numarului —4.

Observatie. Argumentele numerelor din (6) nu sint neaparat argumentele principale
ale acestora.

Exercitii rezolvate

Rezolvare:
Scriem numarul —4 sub forma trigonometrica: —4 =4 - (cosx +1isin). Din (6) obtinem

T+2r .. wH+21w
+1S1n

u,=2- (cos% + isin%): 21, u, = 2(008 ): —21. Asadar, radacinile

de ordinul doi ale numarului —4 sint + 2i.
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% 2. Si se determine si sd se ilustreze geometric radacinile de ordinul trei ale numa-

rului 2i.
Rezolvare:
Deoarece 2i=2 cos%+1smi) din (6) obtinem:
a) y
T \/5 1. st g
u0=3«/5(cos6+1sm6) {5[7+51} 6 6

£+27r £+27r

V2
3 2 in 2 B w0/ %
ul—\/f Cos=— +1sin 3 —\/_[ - 2 J, “

u, =32 cos2 +isin-2 =—42 1.

Aceste numere se reprezintd geometric prin virfurile unui

y
triunghi echilateral (fig. 6.3, a)). SZX
y

% 3. Si se determine radicinile de ordinul # ale numarului 1.

Rezolvare:

Pentru radacinile de ordinul » ale numarului 1 obtinem:

83
£ £
g, —cos%+1si % k=0,n-1. 7 1
In figurile 6.3 b), ¢) sint reprezentate geometric radacinile /80

& o0
de ordinul patru ale numarului 1: {£1, £1i} sirespectiv radaci- \
nile de ordinul sase ale numarului 1:

{i RE] _l+i£} Fig. 6.3

’2 T2

Radacinile de ordinul doi, «,, ,, ale numdrului complex nenul a + bi sint numere
opuse si pot fi determinate fara a utiliza forma trigonometrica a acestuia:

2 2 2 2
1) pentru h#0, o, , =+ ,/—Wﬂsgnb,/—“’*zb‘“ :

i\/z, daca a=0

tiy/|a|, daca a <0,

2) pentru =0, o, ={

1, daca >0
unde sgnb =40, daca H=0
-1, daca b<0.
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Exercitii rezolvate

% 1. Sa se determine radacinile de ordinul doi ale numarului 40 —42i.

Rezolvare:

Cum b =-42<0, obtinem ¢, , = i(\/%(\/ 40% +42% +40) — i\/%(\/ 40% +42% —40) )

Deci, {~7+3i, 7—3i} este multimea radacinilor de ordinul doi ale numarului 40 —42i.

% 2. Si se rezolve in C ecuatia z* —3z+3—-1=0.

Rezolvare:

Aplicam formulele cunoscute pentru determinarea solutiilor ecuatiei de gradul II.
Discriminantul este —3 + 41, iar radacinile de ordinul doi ale numarului complex —3 + 4i

sint 1+ 21 si —1—2i.
. . - 3+(1+2i 3-(1+2i
Deci, solutiile ecuatiei sint z, =%, z, =%.

Raspuns: S ={2+1,1-1}.

Exercitii propuse |

__B_|

1. Inplanul complex construiti imaginile numerelor:
1,4, 1—i, —5i, 3, =3+i, —1-2i, 1-iy2, V2 -i.

2. Sase determine radacinile de ordinul doi ale numarului:

a) —2i; b) —5-12i; c) 48+14i;

d) 2-24/3i; e) 1-2i6; f) -1+ 2iv6.
3. Saserezolve in C ecuatia:

a) z° +4z+4-2i=0; b)i-z' —(4+i)z+6+12i=0,

¢) 22 +(3-2i)z—1-3i=0; d) (1+i)z* +2+i)z=7-i=0;

e) 2+i)z’ = (5-1)z+2-2i=0; f) 2% —(48+14i)=0.

4. Fie a+ fi si —o— Bi radacinile de ordinul doi ale numarului z. Sa se determine radacinile de
ordinul doi ale numarului —z.

5. Sase reprezinte sub forma trigonometrica numarul:

a)-5; b)-3i; ¢) 1—iv/3;
.. 1 \/5 _ T T
d) 2-2i e) 5 71, ) 4(cos5 1sm5),

1 100

g) 3+4i; h) sing —icoso; i) (:) )

6. Sase calculeze:
cos+1sm)(cos+15m) 20
a)( 12 12 2B by a3 A c)(‘/g_.l] :
T,.. T I+1
cos o +isin'e
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7. Sase determine radacinile:
a) de ordinul trei ale numarului i; b) de ordinul trei ale numarului —27,;
¢) de ordinul patru ale numarului 2 21\/_ d) de ordinul patru ale numarului —1;

e

8. Sa se determine numerele complexe z care satisfac conditiile:
a) Imz>1, |z| <L, b) Re(iz) =1, |z+i|=2.

e) de ordinul sase ale numarului

| Aplicatii ale numerelor complexe

3.1. Rezolvarea ecuatiilor de forma mz* + p=0, me C*, peC, ke N’

Definitie. Ecuatiile de forma mz"+p=0, me C’, pe C, ke N, se numesc
ecuatii binome.

Ecuatia binoma mz" + p =0 este echivalenti cu ecuatia z* = -2 pe aceea, pentru a
m

o rezolva, determinam toate radacinile de ordinul &, k£ >2, ale numarului — %

Exercitiu rezolvat
% Si se rezolve in C ecuatia 2z° =1+iv/3.
Rezolvare:

27° :1+i\/§ =54 :%H@. Pentru a determina radacinile de ordinul cinci ale

A3

o . 1 . - o, .
numarului complex 5 + 1=, scriem acest numar sub forma trigonometrica.

2
. Y (V3 1 i3 ) 1 =«
Obtinem r = (5) +[7) =1si arg(2+ 5 |Farccoso =
Argumentul principal este (pz%, deci %+§:cos%+isin%.
Aplicind (7) din § 2, obtinem:
b4 V4 V3 Vi3
z, —cos§+1smi—cos—+1smﬂ' z =cos§+2ﬂ+isin§+2n—cos7—ﬂ+1sm7ﬂ
5 5 15 157 5 5 15 15°
z, cos13—7r+1sinl3—7r z, =CO0S _liz +1isin _lz ) z,=cos| =L |+isin[ - L
s 157 7 15 15 ) 3 3
. . /4 0k r 137 . 137
Raspuns: S = {cosls+1sm15 cos 5 +isin— 5 , COS 5 +isin—— 5

1), . . 11z Ty, .. ]
COS(— F )+ ISIH(— F ), COS( —? )+ 1 Sll’l( —g ]}
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3.2. Rezolvarea ecuatiilor de forma mz* + pz* +¢=0, me C", p, qe C, ke N’

Definitie. Ecuatiile de forma mz** + pz* +¢=0, me C", p,qe C, keN’, se
numesc ecuatii trinome.

mu’ + pu+q=0,

k

Prin substitutia z“ =u, ecuatia trinoma se reduce la sistemul {
z" =u.

Exercitiu rezolvat

% Si se rezolve in C ecuatia 62> —z° —1=0.

Rezolvare:
Notdm z° =u si obtinem ecuatia 6u’ —u —1=0, ale carei solutii sint u, = %, u, = —%.
Pentru z obtinem doui cazuri: z° =% sau z° = —%. Reprezentim numerele % si —%

sub forma trigonometrica: ; > —(cos0+isin0), 1 %(cosn +isinz). In baza formu-
lei (6) din § 2, obtinem:

3
Ze{é\/g(cos%ﬂsm%)‘kzo,S} sau z€ {6 (co
Raspuns: S={—6\/g, 6\/; i/%[—%—i%] i/%(—%ﬂ%} ¢ %(%—ig}
) B 24}

3.3. Rezolvarea ecuatiilor reciproce

Vom examina ecuatii de forma ax’ +bx* +bx+a =0, ax*+bx’+cx’ +bx+a=0,
a,b,ce R, a#0, care sint ecuatii reciproce de gradul trei si respectiv patru.

Exemplu
Ecuatia x* —3x’ +4x> —=3x+1=0 este ecuatie reciproci de gradul patru.

La rezolvarea acestor ecuatii se va tine cont de urmatoarele proprietdti:
1° Ecuatia ax’ +bx’ +bx+a=0 are solutie numarul x, =-1.
. o 1 . .
2° Prin substitutia y =x+—, ecuatia ax’ +bx’ +cx’ +bx+a =0 se reduce la un sistem
X

format dintr-o ecuatie de gradul II in y si o totalitate de douad ecuatii de gradul II in x.
Exercitiu rezolvat

% S se rezolve in C ecuatia x* —3x’ +4x* —3x+1=0.
Rezolvare:

Se observa ca x=0 nu este solutie, de aceea, impartind la x*, obtinem ecuatia

echivalenta: x —3x—%+i+4 0= x? +L—3(x+ )+4 0.

X X
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2
Notam y= x+%, atunci x’ +L2 = (x +%) -2=3"-2 si obtinem ecuatia
X
x+l=L
y*> =3y +2=0, cusolutiile y, =1, y, =2. Revenind la necunoscuta x, avem: )lc
X+—=2.
X
. y . 3 x’—x+1=0,
Astfel, obtinem urmatoarea totalitate de ecuatii de gradul II: | ,
’ ’ x =2x+1=0.

_1-i3 143

Deci, solutiile ecuatiei initiale sint x, =1, x, =1, x, > f >

Raspuns: S:{l, l_i\/g, Héﬁ}.

2

3.4. Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie

Numerele complexe pot fi aplicate in acele domenii in care sint examinate marimi
vectoriale. In acest caz, operatiile asupra vectorilor, care se efectueaza, de obicei, sub
forma geometricd, se inlocuiesc cu operatiile respective cu numere complexe reprezentate
sub forma algebrica sau trigonometrica, care se efectueaza mai usor.

Pentru comoditate, in continuare vom nota cu z=x+iy, z, =x, +1iy,, z, =x, +1iy,,
z, =X, +1y,, ... afixele punctelor M, M,, M,, M,, ..., respectiv.

a) Ecuatia cercului de centru M, siraza reste |[z—z,|=r, sau
2 2 2
(x=x)" +(y=y,)" =r".
Intr-adevar, M e ‘€¢(M,,r) daca si numai daca | MM, |=r, adica |z—z,|=7.

b) Inecuatia ce determind discul de centru M si YA
raza reste |z—z,|<r.

c¢) Inecuatia ce determind inelul cuprins Intre cer- 7
curile concentrice ‘€(M,, ) si €(M,,r,), r,<r,, este - M, )"
n<|z—z,|<r (fig. 6.4). Z
< S . o
d) Masura unghiului M, M, M, admite reprezen- Fig. 6.4 *
z,—z o
tarea m(£LM, M, M,)=arg—=—=+2mk, pentru un
Z171z, y

oarecare ke Z.

Formula se obtine din proprietatea

arg 2722 arg(z, ~ z,) - arg(z, —2,) + 27k, ke Z
2,72,
(fig. 6.5). o 1 *
Fig.6.5
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Exercitii rezolvate
% 1. Sa se scrie ecuatia cercului de centru M, (1, —2) si raza 3.

Rezolvare:
Punctul M, este imaginea numarului z, =1-2i, deci M € €(M,, 3) dacd si numai
daca | z—(1-2i)|=3, unde z =x+1iy esteafixul lui M (x, y). Aplicind formula modulului

numarului complex, obtinem: \/(x -’ +(y+2) =3 (x-1)>+(+2)° =9, x,yeR

% 2. Sa se reprezinte in sistemul de axe ortogonale xOy Y

locul geometric al punctelor M (x, y) ale caror afixe / /_\
z=x+1y satisfac conditia |z — 1+1|<3. 1
o X
Rezolvare: 1t 4

[z-1+i|<S3 e |x+iy-1+i|<3 &
S|x-D+(+)-i|<3e (x-1)>+(y+1)* <9=3.

Se obtine discul de centru A(1, —1) si raza 3 (fig. 6.6). Fig. 6.6

| Exercitii propuse |
| B |

1. Siserezolve in C ecuatia:
a) (1-i)z° =1-i/3; b) (1+iV3)z° =1+i; ) 20 =72 +6=0;
d) ' +z'-2=0; e) z'+z°-6=0.

- \3 - \2 .
. Sise rezolve in C ecuatia (i:) +(Z_1) +(Z_1)+1=0.

N

z+1 z+1

w

. Sa se arate cd solutiile ecuatiei (z+1)" +(z—1)" =0 sint numere reale.

b

Si se rezolve in C ecuatia (z+1)° =(z—1)°.

i

Sa se rezolve in C ecuatia reciproca:
a) x* +5x +2x° +5x+1=0; b) x* —3x* —2x* -3x+1=0; c) X’ —4x’ —4x+1=0.

Exercitii si probleme recapitulative |

1. Siasecalculeze:

a) (2-3i)+(-1+1); b) (4-3i)—(2-5i); c) (1+3i)-(2+4i);
d) (2-1):(3—4); e) (-i)’; f) (-i)"; g) i”.
2. Sa se arate ca numarul este real:
B =% ® (%_%)’ ©) 1+12i+1—12i; d) (\/g+i)6'
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7.

Si se rezolve in C ecuatia: a) z° =-9; b) zz+2(z—z)=20+8i.
8+i

7-4i

Fie z, = V3 —i, z,=-2+ 2i+/3. S se calculeze:

a) Z, 23 b) (Zlifz)z.

Sa se calculeze:

Sa se calculeze modulul numarului z =

a) (1+1)(2+1)+1+52 b) ltiﬁ —iy2s
o (420’ =(1-2i)" oS+

Q2-i)y—-@+i) "’ (1+1)(2-3i)°

Sa se determine z =x+1iy, dacd 2z =|z|+2i

_B_|

8. Stiind ¢d z* +z+1=0, s se calculeze z* + L‘t
z
9. Sa se determine partea reald a numarului (\/5 +1)°.
10. Saserezolve in C ecuatia:
a) 2 —3|z|+3=0; b) | 2|2z +2i =0; o 121=12 =21
’ - |z—-i|=|z-1];
d) 2°+|z| =0; e) 2+1)z° —(5-1)z+(2-2i)=0.
11. Sase scrie sub forma trigonometrica numarul:
a) cos%+isin%; b) sina—icosa,ae(o,%).
12. Sase determine radacinile de ordinul trei ale numarului:
a) —2+2i3; b)—%(ﬁﬂ).
13. Sase calculeze:
12 12 12
V3+i) JE+1 V3-i) 1-iV3)"
a)| ——|; b) + — | C) ————.
1-i —i 1+1 (1+1)°
14. Sa se determine n, ne N, pentru care este adevarata egalitatea (1+1)" =(1—1)".
15. Fie numerele complexe z, =1+1, z, =2+1, z, =2+31, z, =3+1 i M,, M,, M,, M, res-
pectiv imaginile lor.
a) Sdsecalculeze |z, —z, |, |z, =z, |, | z; — 2, |-
b) Sa se determine care dintre punctele M,, M,, M, apartin discului de centru M siraza 2.
167. Sa se arate ca este adevarata identitatea (x#kr, ke Z):
a) sinx+sin3x+...+sin(2n—1)x = sin’nx ;
sinx
2nx
+cos3x+...+ 2n—-1x= _ sin2nx
b) cosx+cos3x cos(2n—1)x Ysinx
17*. Sa se arate ca pentru ne N* este adevarata egalitatea:
a)1-C>+C!=C*+..=2? -cos%; b) C —C 4 C =22 sm%
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Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

1. Calculati:
. 1,2.). A1 7). 2-3i
a) (2—31)—(§+§1), b) (5 21)(3 21} c)

T+i

Rezolvati in C ecuatia (3+2i)z+5z=4.
Determinati numerele reale x si y, astfel incit (24 3i)x+ (Sy —2i)(3—1) =3x —4i.

Rezolvati in C ecuatia 7z° =2z +1=0.

Nk »N

Fie z=-1-1.
a) Calculati z°.
b) Indicati litera corespunzdtoare variantei corecte.
Numarul z este solutie a ecuatiei
A X +(2+1)x-3i B x’+4x+1=0.
C X’ +(2+2i)x+2i=0. D x’+1=0.

@

® ® © ©

Timp efectiy de lucry:
4| 90 de minyte

1. Calculati:

3-1
i—

a) (1—21)2—(%%1} b) (5-i)’ = (2=3i)(7-1); ¢) 37

2. Rezolvati in C ecuatia 22> +~/7 z+7 =0.

3. Determinati numerele reale x si y, astfel incit
(x +20)(2 + yi) — x(v/2 = 31) = —x(1 +4/2) + 8xi.

4. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale xOy locul geometric al punctelor M (x, y)
ale caror afixe z =x+1y satisfac conditia 1< |z —2i|<3.

5. Determinati z=x+1iy,dacd 1 -z —zz =1i.

. 12
6. Calculagi (Y3
N 22

7. Rezolvati in C ecuatia 2z° =3i.
(I+1)z, +(1-1)z, =1+1,

8. Rezolvati in C X C sistemul de ecuatii ) . .
(1-1)z,+(A+1)z, =1+31.

@

®

®

® & ©® ©
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|_Modulul |

Elemente de algebré
superioard

Obiective

=2 identificarea tipurilor de matrice, utilizarea terminologiei aferente notiunii de matrice in diverse
contexte;

=2 aplicarea operatiilor cu matrice, inclusiv cu matricea inversd, a proprietatilor acestora in di-
verse contexte, “inclusiv la rezolvarea ecuatiilor matriciale;

=2 recunoasterea in diverse situatii a determinantilor de ordinele 2, 3, calculul lor prin diferite
metode; “aplicarea proprietatilor determinantilor la calculul determinantilor de ordin mai mare
decit trei;

=2 rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, inclusiv a celor omogene, prin metoda lui Cramer,
metoda Iui Gauss, ‘metoda matriciala.

Matrice

1.1. Notiuni generale

Doua intreprinderi produc inghetata. Pentru aceasta ele folosesc 4 componente prin-
cipale: lapte, friscd, zahar si cacao. Prima Intreprindere foloseste zilnic: 890 / de lapte,
400 kg de frisca, 250 kg de zahar, 90 kg de cacao. A doua intreprindere foloseste zilnic
1500 / de lapte, 700 kg de frisca, 400 kg de zahar si 160 kg de cacao. O intreprindere de
transport a incheiat un contract de livrare a acestor produse Intreprinderilor mentionate.
Managerul firmei de transport a aranjat (pentru comoditate) aceste date in urmatorul tablou:

890 400 250 90
(1500 700 400 160) &

Tablourile de acest fel (numite matrice) se aplica in matematica, economie si in alte
domenii.

Definitie. Se numeste matrice de tip (m, n) sau mxn, m, ne N, un tablou

an 6112 aln
A=lay ay .. @, @)
aml am2 amn

format din m -n elemente aranjate in 7 linii i # coloane.

Se noteaza: 4=(a;), i=1,m, j:I,_n.




Modulul 7

Elementele a,,, a,,, ..., a, formeaza linia i, iar elementele 4,,, @,,, ..., a,, — coloana j
a matricei (2). Deci, primul indice (7) al elementului a; (se citeste a-i-j; de exemplu,
a,, —a-unu-doi, si nu a-doisprezece) indica linia, iar al doilea (j ) — coloana in care el se afla.

De exemplu, matricea (1) este de tip (2, 4), a,, =1500, a,, =700.
Exercitiu. Scrieti: a) elementele matricei (1); b) liniile si coloanele matricei (1).

Multimea matricelor de tip (m, n) cu elemente din C (respectiv din R, Q, Z ) se noteaza
cu M, (C) (respectiv M, (R), M, (Q), M, (Z)). In cele ce urmeaza vom studia

m,n m,n

matrice cu elemente numere complexe, daca nu este specificat altceva.

Deosebim mai multe tipuri de matrice. Pentru m =n matricea (2) are forma

a, a, .. a,
A=|a, a, .. a, |Ssisenumeste matrice patraticd de ordinul n. In acest caz,
anl anZ ann

multimile .4, ,(C), ., ,(R), ... se noteazd, respectiv, ./, (C), M (R),... In matricea
patratica, elementele «,,, a,,, ..., a,, formeazd diagonala principald, iar elementele
A, Ay, s A, 1,5, 4, — diagonala secundard a acesteia. O matrice pdtraticd in care
toate elementele situate deasupra (respectiv dedesubtul) diagonalei principale sint egale
cu 0 se numeste inferior (respectiv superior) triunghiulard.

all
a2|

Pentru n=1 matricea (2) ia forma 4= si se numeste matrice-coloand, iar

aml

pentru m =1 matricea (2) devine 4 =(qa,, a, ... a,,) $ise numeste matrice-linie. Matri-

1 0 ... 0
cea patratica de ordinul » de forma /, = 0 1 .. 0fsenumeste matrice unitate si
00 1

se mai noteaza cu /.

Daca toate elementele matricei (2) sint egale cu zero, atunci ea se numeste matrice
nuld sau zero si se noteaza cu O, sau cu O, daca tipul ei este subinteles.

m,n

Exemple
1 0 3 4
1 0 2 1 00 0 2 1 2 0 0
3 -1 0 01 0|=1, 00 -1 1 0 0(=0,,
4 0 5 0 0 1 00 0 4 0 0
Matrice patratica Matrice unitate Matrice superior Matrice nula
de ordinul 3 de ordinul 3 triunghiulara de ordinul 4 detip (3,2)

Daca se stie ca matricea 4€ ./, ,(C), atunci o vom nota simplu 4 =(a,).

Definitie. Doud matrice 4=(a;), B=(b;)e M, (C) se numesc egale daca

a;=b;, i=1l,m, j=1n.
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1.2. Operatii cu matrice

Q Adunarea matricelor, inmultirea matricelor cu scalari,
transpusa unei matrice

Definitie. Fie 4=(a;), B=(b;)€ M, ,(C). Se numeste suma matricelor 4 si B
matricea D=(d;)e M, (C), unde d; =a; +b;, i=l,m, j=1n

Se scrie: D= A+ B.
Exemplu

. 2 1 3) . -1 -7 5 .
Suma matricelor 4= si B= este matricea
-1 0 -4 2 -3 0

D 2-1 1-7  3+45) (1 -6 8
| -142 0-3 —4+40] |1 -3 -4

Definitie. Se numeste produsul matricei 4=(a;)e ./, ,(C) cu numarul o€ C

matricea B=(b;)e M, ,(C), unde b, =0 -ay,
Se scrie: B =0A.
Observatii. 1. Cu —4 vom nota matricea (—1)4, fiindecd A+ (-1)A=(-1)A+ 4=0.
Matricea —4 se numeste opusa matricei A.
Pentru suma B+ (—4) se va folosi notatia B — 4.

2. Suma matricelor se defineste doar pentru oricare doua matrice de acelasi tip, Insa
orice matrice poate fi inmultitd cu un numar.

i=l,m, j=1Ln

Exemplu
Pentru matricele din exemplul precedent avem:

4 2 6) . -1 =71 5i
2A = N IB = . . 3
-2 0 -8 21 =31 0

Exercitiu rezolvat i
% S se calculeze 2X —iY +31,, daci X =|3 1
2 —i

Rezolvare:

2X-iY+3L,=| 6 2 0+|-3 1
4 =2i o] o
3+2i -1-i -2
=l6-3 6 -
4 —4i 3-4i

0 1-1 0
, 1
4

0

3

0

-1
0
0
2i 0 -2 0 -1-i 3 0
+]0 0|=
0 3

Definitie. Se numeste transpusa matricei 4=(q,)e ./, (C) matricea
B=(b;)e A,

n,m

(C), astfel incit b; =a,, i=Lm, j=1n
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Daca matricea 4 este de tip (m, n), atunci transpusa ei este de tip (n, m) si se notea-
74 '4; coloanele (liniile) ei coincid cu liniile (coloanele) respective ale matricei 4.

Exemple 2 3
2 0 1 .

1. Daca A= | atunci ‘A=|0 1|
3 10 L o

. 2 0 3 1 00 .
2.Fie A= , B= . Sa se determine daca pot fi efectuate ope-
1 4 =2 010

ratiile 3-4—5B.
Intrucit matricele ‘4 si B (decisi 3-'4 si 5B) sint de diferite tipuri, rezulti ca nu poate
fi calculata ,,matricea” 3-4—5B.

Proprietatile operatiilor cu matrice, definite mai sus, sint expuse in

Teorema 1. Pentru orice matrice 4=(a,), B=(b,), D=(d,)e ., ,(C) si pentru
orice numere ¢, € C, au loc egalitatile:

1° A+ B=B+ A (adunarea este comuta- 5° (ax+p)A=o04+ B4,
tiva); 6° a(A+B)=0d+aB;
2° A+(B+.D).=V(A+B)+D (adunarea 70 (O{ﬂ)A=(X(ﬁA);
este asociativa);
: 8° 1-4=4;
3° A+0=0+ A=A (matricea nula O o .
este element neutru la adunare); 9° lod)=a4;
4° A+(-A)=—A+A=0 (orice matrice 10°(4+B) = 4+B;
are opusa); 11° '(‘4) = A.

Demonstratie

Pentru demonstratie se aplicé definitia egalitatii matricelor si proprietatile operatiilor
cu numere complexe. Sd demonstram, de exemplu, proprietatea 2°.

Matricea F = A+ (B+ D) este de acelasi tip ca si matricea F'=(A+ B)+ D. Ele-
mentul f; al matricei F are forma f, =a, +(b, +d,), iar elementul respectiv f,,’ al

[}

=(a; +b;)+d;. Deoarece adunarea numerelor complexe

4
ij
este asociativa, avem fl.j. = f,.,.', i=1,m, j=1, n. Deci, matricele F'si F’ sint egale. >

matricei F’ are forma

Exercitiu. Demonstrati celelalte proprietati (in mod analog).

Proprietatile operatiilor cu matrice faciliteaza rezolvarea ecuatiilor matriciale, adica
a ecuatiilor cu necunoscuta o matrice.

Exercitiu rezolvat 2 i 0
% S se rezolve ecuatia 2-'4+3X —41, =0, unde A= 1 0 3i}|
Rezolvare: =2 3 i

In baza proprietatilor 2°—4° din teorema 1, putem trece termenii cunoscuti in membrul
drept, schimbindu-le semnul.
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Astfel,
2 1 =2 4 0 0 -4 =2 4 4 0 0
3X=-2-"4+41,=-2]1 O 314(0 4 0 |=|-2i 0 -6|+[{0 4 0|=
0 31 —i 0 0 4 0 —-61 2i 0 0 4
0o -2 4 0 -2 4
=[ =21 4 -6 | Prin urmare, Xz% =21 4 -6
0 —-61 4+2i 0 -61 4+2i

Q Inmultirea matricelor

Vom ilustra operatia de Tnmultire a matricelor prin urmatorul exemplu.
O intreprindere mica produce jucarii: papusi (p) si bufoni (b).
Volumul vinzarilor (mii bucéti) in primul trimestru este reflectat de matricea:
p b
5 3)ian.
A=|6 7 |febr.
4 8 |mar.
P

50
Pretul de vinzare al fiecarei jucarii (in lei) este indicat In matricea B = (90 ]b'

Determinam venitul lunar pe care il obtine intreprinderea:

v, =5-50+3-90=520 (in luna ianuarie),

v,, =6-50+7-90=930 (in luna februarie),

vy, =4-50+8-90=920 (in luna martie).
Se observa ca v,, (respectiv v,,, v,, ) se obtine adunind produsele elementelor liniei

inti (respectiv liniei a doua, a treia) cu elementele respective ale matricei-coloana B.
vll

Matricea V' =| v,, | reprezinta produsul matricei 4 cu matricea 5.

vl3

Definitie. Fie matricele 4=(a;)e ./, (C), B=(b;)e M, ,(C). Se numeste

m,n

produsul matricei 4 cu matricea B (In aceastd ordine) matricea D =(d )€ ./, ,(C)
ale carei elemente d,, se calculeaza astfel:

d,=ayb, +a,b,, +.+ab, =>ab, s=l,m p=1k
i=1

snnp

Se scrie: D=A-B sau D= A4B.

Altfel spus, elementul d,, al matricei produs este egal cu suma produselor elementelor
liniei s a matricei 4 cu elementele respective ale coloanei p a matricei B (se mai spune ca
elementul d este produsul dintre linia s a matricei 4 si coloana p a matricei B).
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Atentie. Produsul AB este definit numai 1n cazul in care numarul de coloane ale matri-
cei 4 este egal cu numarul de linii ale matricei B. Numarul de linii (coloane) ale matri-
cei AB coincide cu numarul de linii (coloane) ale matricei 4 (B).

Exemplu 1 0 -2
1 2 0
Sa se calculeze D=A4-B, daca Az[ 5 o 3} B=[-1 3 1]
02 0

In baza definitiei, obtinem:
| L142:(=1)+0-0 1:042-3+0-2 (2421400 ) (-1 6 0
| =2140- (D) +(3)-0 (2)-040-3+(=3)-2 (2)-(D+0-1+(3)-0| |2 —6 4

Observatie. Spre deosebire de Tnmultirea numerelor, operatia de inmultire a matricelor
nu este comutativa. in exemplul 1 s-a calculat produsul AB, iar B4 nici nu are sens (nu
existd). Dar si in cazul in care ambele produse AB si BA au sens, ele nu sint neaparat
egale.

2 1)yrL o 31 2 1 1 0y2 1
De exemplu: = # = .
3 =511 1 -2 -5 5 —4 1 1)3 -5

Proprietatile Tnmultirii matricelor sint expuse in

Teorema 2. Daca pentru matricele 4, B, D are sens expresia dintr-un membru al
unei egalitati de mai jos, atunci este definitd expresia si din celdlalt membru si are
loc egalitatea respectiva:

1° A(BD)=(AB)D (inmultirea este asociativa);

2° A(B+D)=AB+ AD, (A+ B)D=AD+ BD (inmultirea este distributiva fata
de adunare);

3°(4B)='B- 4,

4° A-1,=1,-4A=4, I,, A A (C) (I, este element neutru la iInmultire in .4, (C));

5°4-0=0, O-4=0.

Demonstratie

Aceste proprietati se demonstreaza in baza definitiei egalitatii matricelor si a definitiilor
operatiilor cu matrice.

Sa demonstram, de exemplu, proprietatea 1°.

Fie 4=(a;)e M, (C), B=(b)e M, (C), D=(d,)e A, (C) matrice arbitrare.
Pentru ele are sens produsul (4B)D. Sa observam mai intii cd are sens si produsul
A(BD): matricea BD contine 7 linii §i ¢ coloane, deci este definit produsul A(BD) si el
este o matrice de tip (m, ¢) — acelasi tip ca si al matricei (A4B)D. Pentru a obtine egalitatea
clementelor respective, notam: U=4B=(u;), V=BD=(v;), S=(4B)D=(s;),
T = A(BD)=(t,).
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Avem:
n )4 )4 n n
u, =Y ayby, vy =D bydy, s, =D u,d, =3 > abyd,, t,=3 a,v, =
k=1 =1 k=1 k

=1 1=1 k=1 =1

7

NG

aik bkl d

>

adicd s, =t, pentru i =1,m, j=1,q, si,in final, 4(BD)=(A4B)D. Aici am aplicat pro-
prietatile operatiilor cu numere complexe. P
Exercitiu. Demonstrati celelalte proprietati.

Toate operatiile examinate anterior au sens in multimea ., (C), de aceea pot fi calcu-
late puteri cu exponent natural ale unei matrice. Daca ne N* si Ae ., (C), atunci
A"=A-A-...- A. Se verifica fara dificultate egalitatile 4°- 4" =A"", (A4°) =A4", s,teN".

n

Exerecitii rezolvate
2 -1
% 1. Sd se calculeze f(A4)=A’-24%+31,, pentru A4 :(1 )

Rezolvare:

U S Y e T ) I S
s r-(5 S (73S J(5 S )
S PR P S P Pl S ]

. 10 )
% 3. Si se determine A", dacd A= _— neN".
Rezolvare:

Vom aplica metoda inductiei matematice.
Si intuim o formula pentru A4". Pentru aceasta, calculim 4°, 4’

S O Y ) R S R B

1 0
Se poate presupune ca A" :( 1}
n
1. Pentru n=1 aceasta formula este evidenta.

2. Presupunem ci A" Z(k O} ke N, si calculim A4**'. Folosind presupunerea,

I 01 O I 0
obtinem: A*"' = 4" - A= = '
k1)1 1 k+1 1

3. In baza metodei inductiei matematice, formula A" :( 1] are loc pentru orice
n

neN".
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1.3. Transformari elementare ale matricelor. Matrice esalon

Notiunile ce urmeaza vor fi aplicate la rezolvarea sistemelor arbitrare de ecuatii liniare.

Definitie. Se spune ca matricea nenuld 4 este o matrice esalon (sau matrice in
trepte) daca primul (de la stinga) element nenul al fiecarei linii, incepind cu a doua,
e situat mai la dreapta decit primul element nenul al liniei precedente.

Primele (de la stinga) elemente nenule ale fiecarei linii (daca existd) se numesc
lideri ai matricei.

Exemple
r 1 02 31
1. Matricea |0 0 3 0 5 |este matrice esalon. Liderii ei sint a,, =1, a,, =3.
000 0O
. 21 .
2. Matricea 3 0 nu este o matrice esalon.

Observatii. 1. Dacd matricea esalon are linii nule, atunci ele sint ultimele in aceasta
matrice.
2. Orice matrice esalon patratica este o matrice superior triunghiulara.

Exercitiu. Aratati cd Intr-o matrice esalon:

a) dacd a; este lider, atunci i < j;

b) a, =0, oricare ar fi i> j.

Pentru a obtine dintr-o matrice datd o matrice esalon, vom efectua asupra liniilor ei

transformari asemanatoare cu cele pe care le efectuam asupra ecuatiilor unui sistem
pentru a obtine un sistem echivalent.

Definitie. Se numesc transformaéri elementare asupra liniilor unei matrice urma-

toarele transformari:

1) permutarea a doua linii;

2) inmultirea elementelor unei linii cu un numar nenul;

3) adunarea la elementele unei linii a elementelor respective ale altei linii, inmultite
cu acelasi numar.

Matricele A4 si B de acelasi tip se numesc matrice echivalente daca una dintre ele se
obtine din cealaltd prin efectuarea unui numar finit de transformari elementare asupra

liniilor.
Se scrie: 4~ B.
Exemplu 1 -1 o0 2
Fie matricea A=| 2 0 -1 1 |. Efectuam asupra liniilor ei urmatoarele transfor-
-1 2 30

mari (indicate cu ajutorul sagetilor):
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a) permutam liniile a doua si a treia
1 -1 0 2 1 -1
2 0 -1 1f~|-1 2 3 0f
C -1 2 30 2 0 -1 1

b) inmultim elementele liniei inti cu i
if 1 -1 0 2 i -1 0 2i
2 0 -1 1|~ 2 0 -1 1§
-1 2 30 -1 2 3 0

c) la elementele liniei intii adunam elementele respective ale liniei a treia inmultite cu 2
1 -1 0 2 -1 3 6 2
( 2 0 -1 1|~ 2 0 -1 1}
20-1 2 3 0 -1 2 30

d) la elementele liniei intii Inmultite cu 3 adunam elementele liniei a treia inmultite cu 2
3(' 1 -1 0 2 1 1 6 6
(' 2 0 -1 1|~ 2 0 -1 1|
2(-1 2 3 0 -1 2 30

Teorema 3. Pentru orice matrice nenuld 4 exista cel putin un sir finit de transformari
elementare asupra liniilor care, efectuate consecutiv, reduc 4 la o matrice esalon.

Exemplu

Vom reduce matricea 4 din exemplul precedent la o matrice esalon, aratind cu sageti
transformarile efectuate consecutiv:

M1 -1 0 2R2(1 -1 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0 2
( 2 0 -1 1f~0 2 -1 -3Kk~|0O 1 3 2k>»~|0 1 3 2}
-1 2 30 0o 1 3 2 0 2 -1 -3 o o0 -7 -7

Observatii. 1. Existda mai multe siruri de transformari elementare asupra liniilor cu
ajutorul cdrora din matricea datd A se obtine o matrice esalon.

2. Matricea esalon la care poate fi redusd 4 nu este unica.

1.4. Matrice inversabile
Este bine cunoscut faptul ci pentru orice numir complex nenul @ existd a™', astfel
incit a-a”'=a'-a= L a=1. In intentia de a gisi o matrice B pentru matricea A4, astfel
a

incit 4-B=B-A=1, seintroduce urmatoarea notiune:
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Definitie. O matrice patraticd 4 se numeste inversabild daca existd o matrice
patratica B, astfel incit AB=B4=1.
Matricea B se numeste inversa matricei 4 si se noteazi A~

Este clar ¢ matricele B si I sint de acelasi ordin ca si 4. Dinrelatiile 4- 4" =A™ - A=1
rezultd cd A~ de asemenea este inversabila si ci inversa ei este 4, adicd (47)" = A4.

Exemple
2 -1 1
. 3 5) . N » 2 =5) .
Inversele matricelor 4 = | siB=|3 0 -—1|sint A" = {3 sirespec-
0 2 4
2 6 1 Lo 1 00
tiv B*1=2i2 -12 8 5|, deoarece A‘1~A:A~A’1:(O lei B"-B=B-B7=|0 1 0
6 —4 3 001

Proprietati ale matricelor inversabile

1° Inversa unei matrice inversabile este unica.

Demonstratie

Presupunem contrariul.

Fie B si C doua matrice inverse ale matricei 4, adicd CA= AC =1 si BA=AB=1. Din
aceste egalitdti obtinem: B= Bl =B(AC)=(BA)C=IC=C. p»

2° Dacd matricele A4,, 4,, ..., 4, € .#,(C) sint inversabile, atunci matricea
A A -...- A, esteinversabilasi (4, A, .- A) " =4 A ... A - A
Demonstratie
Intr-adevar,
(A, A) (A AL e AT AT = A (Ao (A (A - ADAT) s ADNAT =
=A,(Ay o (A A ) o ANA == A4 =1,
In mod analog se obtine (A" -...- 47") (A4, -...- 4,)=1,.
Prin urmare, 4, -4, -...- A, este inversabila si
(A Ay A) ' =4 Al A AT

Transformarile elementare ale liniilor matricei pot fi utilizate la calculul inversei unei
matrice.

Pentru a determina inversa unei matrice 4€ M, (C), poate fi aplicat urmatorul algoritm:

- se formeazad matricea cu 7 linii si 2n coloane B=(A4|1,), scriind la dreapta de 4
matricea /, — matricea unitate de ordinul #;

- se aplica asupra liniilor matricei B transformari elementare, astfel incit in locul matricei
A sa se obtina matricea /,.

Matricea care se obtine pe locul unde era scrisa 7, va fi matricea 4.
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Observatie. In cazul in care in locul matricei 4 se obtine o matrice esalon care are pe
diagonala principala toate elementele nenule, atunci 4 este inversabila. Daca, efectuind
transformari elementare asupra matricei B=(4{1,), in locul matricei 4 se obtine o
matrice esalon care are pe diagonala principald cel putin un element egal cu zero,
atunci matricea 4 nu este inversabila.

Exercitii rezolvate

2 -1 1
% 1. S3 se determine inversa matricei 4=[{3 0 -1
0o 2 4
Rezolvare:
32 =1 1100 2 -1 100

| |
(A113)=(~z3 0 -110 1 0f~20 3-5/-320}
|

0 2 400 1/%0 2 41001

22 -1 1. 10 0 44 -22 0| 16 4 -3
| |
~(o 3 -51-32 0p2~ 0 66 0/-3624 15~
0 0-221-64-3)5 [0 0 -220 -6 4 -3

Lo ol 12 36 6
132 0 0/ 12 36 6 i 132 132 132
' 36 24 15 L
~ [ ~ I—— —_— —_— = :
g 6(6) 22: 32 22 1; 01 0i 6 66 66 (L, 147)
=22 - - 6 4 3
| | v __T 2
00 W 2 »
2
]
Deci, 4 =2 12 8 51
6 -4 3
Exercitiu. Efectuati verificarea calculind 4- 4™ si 4™ A
1 -2 2
% 2. Sa se determine dacd este inversabild matricea 4= -3 -1
3 -5 1
Rezolvare:
2(1 -2 2!1 0 0)-3 1 =2 1100 1 -2 b1 00
| | |
(A}I3):C2—3 -110 1 0|}~~1f0 1 =5/-2 1 0~[0 1 =5!-2 1 0.
35 1100 1l Lo 15130 1)lo 0 o0l-1 -1 1

Deoarece pe locul matricei 4 am obtinut o matrice esalon avind pe diagonala principala
un element egal cu zero, rezultd ca 4 nu este inversabila.
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Exercitii si probleme propuse |

E

1. se calculeze:
7 1 20

i 0 3 1
0 -1 -2 i

1 2 -1 30 1

0 2 1 03
; 3. ;. )21 0 7§ 2i-]1 2 i-1§
[ 2+1] (— 3) °) [—1 2 i] ) , g2 2
2 - 3 51 -3
) ‘ 3 01 00 0
h) %[7 _3} i)[71 3)_1[ 2 1} Pt 0 20 0 0}
3 4 -1 8i -1 3 | -2 i 00 0
. i . 1 20 y z 6 3 3 6
2. Sase determine numerele x, y, z, u, dacd x - + = .
3 -1 2 1 u -2 7 -2 2
3. Sasecalculeze AB, BA (in caz daca exista produsul respectiv):
4 1 300 -1 6 11
-1 3 40 3 -5
a) A= B= b) 4= B=|0 7}c)A=[0 2 0| B=[ 9 2 5}
25 7 6 -6 2
29 001 0 3 7
0 -1 2
a b c 1 01 5 1 31 a b c 1 00
d)AzlllB:Olle)A=3 Olb’:zlf)A:def B=[0 1 0
111 10 h i 001
Ty 3071 g

4. Sase calculeze:

R A CUE) A
d)[3 j) e)(:; :j); ) (; 1]

Ce concluzie puteti trage din rezultatele obtinute la a), b)?

5. Sidsecalculeze 4° — B* (in caz daci existd), unde A4, B sint din exercitiul 3.
6. Sase afle matricea X, astfel incit 3X + 4 =28, unde 4, B sint din exercitiul 3.

7. Sa se reduca matricea la matrice esalon:
I -1 2

12 3 3 ) 120 3 3 2 -1 3 25 31 17 43
a)|2 0 -1fb) 5 9 5 |2 14 1pdf2 -1 3 1fe)|75 94 53 132
4 4 5 5 10 301 -1 4 5 5 -6 25 32 19 46
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8. Cinci santiere de constructie C,, C,, C,, C,, C, folosesc cardmida produsd la fabrici amplasate
in localitatile 4, B, C. Preturile (sute lei) pentru transportarea unei palete cu 1000 de caramizi de
la fiecare fabrica la fiecare santier sint indicate in urmatoarea matrice:

Cl CZ C3 C4 CS

2 3 4 2 3\4
=4 2 3 6 3|B

312 3 5])C

Incepind cu luna viitoare, preturile se vor majora cu 10%. Folosind operatia de inmultire a
matricei cu un scalar, sa se afle noile preturi.

9. Numarul de palete cu caramida transportate de la fabrici la santiere (a se vedea problema 8) in
primele trei luni ale anului sint date respectiv de matricele M,, M,, M,:

4 7 10 8 5 210 3 4 4 2 3 0 2
M=/10 8 4 0 6 M,=[6 3 4 2 2| M,=[3 0 1 3 4}|
3 3 4 10 7 331 40 6 7 4 3 1

Aplicind operatii cu matrice, sa se determine numarul total de palete cu caramida transportate
de la fiecare fabrica la fiecare santier in aceste trei luni.

__B_|

10. Sase calculeze:

2 -1Y5 0 3 0 -2 31 0 1 -1 2 5 -2 3i
2) - b) > 5F © | b
3 501 -3 1 2 0 i 3 3 0 2-i1 —2+1 1 0

1-1i 3 -1
d)3'( . ]
0 1 3+1

LY Ao o) ror o1y
g*)( ],nem*, hy|0 A, 0|, keN; |3 -1 2|, keN;
1ol 7 TR
0 0 .. A, 2 -1
2 1 -3 4)y2 -1 =2
35 -6y 2 18 8
. 8 -7 -6 5|3 -5 4 o6
D24 31-3 -1 =2 k)
-3 4 2 601 =2 2 -7
-3 1 Iy 4 5 -3
4 3 -7 82 3 1 -2
11. Sasecalculeze f(A), daca:
210 2 1 1
a) f(X)=X'-2X+1,, 4=|0 2 0| b) f(X)=X’-3X+2I,, A=|1 2 1|
1 10 1 10

12°. Sa se arate cd egalitatea AB — BA=1 este falsa, oricare ar fi matricele 4, Be .4, (C).
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13. O intreprindere preconizeaza sa procure 3 tipuri de masini 7;, 7,, 7, de la 3 furnizori
F,, F,, F,. Numdrul de masini procurate de la fiecare furnizor este indicat in urmatoarea

matrice:
T, T,
1 0 2\
M=|1 1 0]|F,.
0 2 1]JF
In functie de varianta de completare a acestor masini (doud variante: ¥, si V,), intreprinderea
o
51 41T,
le poate procura de la fiecare furnizor la urmatoarele preturi (um.): P=|52 4,0 [7,.
50 38T,

Sa se determine suma care trebuie achitata fiecarui furnizor (in ambele variante).

14. Sase determine numarul de linii nenule ale matricei esalon obtinute din matricea (in cazurile
a), b), discutie in functie de parametrul o€ R):

1 1 -1 0 2 -1 5 2 37 259 481 407
alfl -3 a 1} b)|8 -2 6 7| c) 25 175 325 275
0 4 8 -1 2 -1 o 2 19 133 247 209

15. Sa se determine daca matricea este inversabila si, in caz afirmativ, sa se calculeze inversa

acesteia:

3 2 1 2 2 3
b2y b > 204 0 1) a1 -2 1} 1 -1 0§
Ny 5f Na 16 f Ny 5f ) 9 ’
2 23 -1 2 1

L 2 3 -4 5 2 5 7 0 1+i —i
N, 4]; o2 -3 1} h|7 3 4| o i 1-2i}

3 -5 -1 5 =2 =3 1 1

1 1 3 2 1 2 -1 =2 1 1 1 1 1
12 21 2 3 8 0 -4 10 11 1 1
J) ; k) N 1) ..............................
1 2 3 4 2 2 -4 =3 0 0 0 1 1

1 1 2 3 3 8 -1 -6 00 0 .. 01
—_—

10
16. Sa se determine toate matricele X € ./, (R), pentru care AX = XA4, unde 4 =( ) 2}

4 3
17. Sise rezolve ecuatia X :(O } unde X e ., (R).

1
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B Determinanti

Multe probleme pot fi rezolvate cu ajutorul sistemelor de ecuatii liniare (adica ecuatii
de tipul a,x, +a,x, +...+a,x, =c, c,a,€ C, i=1, n). De exemplu, un elev a cumparat
22 de caiete si creioane, achitind cumparatura cu 20 lei. Cite caiete si cite creioane au
fost procurate, daca un caiet costd 1,5 lei, iar un creion 0,5 lei? Notam cu x numarul de
caiete, cu y — numarul de creioane cumparate. Din conditia problemei obtinem sistemul
x+y=22,
25x+1,5y=42.
cunoscute (metoda reducerii, metoda substitutiei), obtinem x=9, y=13.

de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute: { Aplicind una dintre metodele

In caz general, se examineaza sisteme de ecuatii liniare care contin mai multe ecuatii
si mai multe necunoscute, pentru rezolvarea carora metodele mentionate sint mai putin
eficiente. In cele ce urmeazi vom expune alte metode de rezolvare, axate pe notiunea de
matrice si pe notiunea de determinant al matricei.

II Observatie. In acest paragraf, termenul ,,matrice” va semnifica ,,matrice patratica”.

2.1. Determinanti de ordinul 2 (3).
Sisteme de 2 (3) ecuatii liniare cu 2 (3) necunoscute

Forma generala a unui sistem arbitrar de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute este:

a, x, +a,x,=b —
11771 12772 1 . .

{ a,,beC, i,j=1,2. (1)

ay X, +ayx, =b,,
: all a12 . o o
Matricea A= se numeste matricea sistemului (1).
a, a
21 22

Considerind ca 1n fiecare ecuatie cel putin o necunoscuta are coeficient nenul, rezolvam
sistemul aplicind metoda reducerii. Obtinem:

{(auan —a,a,)x, =ba,, —b,a,,, (2)
(allazz - a12a21)x2 = allbz - a21b1'

Evident, orice solutie a sistemului (1) este solutie si pentru (2). Fie a,,a,, —aa,, #0,

atunci obtinem , ,
ay, —ba a, b, —a, b,
— 17722 27712 X 11%%2 211 (3)

1 — > Xy :
a, 4y —apdy a,a,, —a,a,,

Definitie. Numarul A=aq,a,, —a,a, se numeste determinantul matricei

a, a
11 12 . .
A= sau determinant de ordinul 2.
aZl a22

all a12

i o - Deci,

1 2|

Se mai noteaza: det 4, | 4| sau =a,d, —a,a, =A.

a21 aZZ

Expresia A se numeste si determinant principal al sistemului (1).
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Se observa ca numardatorii rapoartelor din (3) de asemenea sint valori ale unor

bl a12 all bl

determinanti, i anume: ba,, —b,a,, = =A,, a,b,—a,b = =A,, numiti

b2 a22 21 2

determinanti secundari (sau auxiliari) ai sistemului (1).

Mentiondm cd A, (sau A,) este determinantul care se obtine din | 4| prin substituirea

1

coloanei 1 (respectiv coloanei 2) cu coloana ( b
2

) a termenilor liberi ai sistemului initial.

Exemplu
31 31
Determinantul matricei 4 = (4 2] este numarul | 4| = ‘4 2‘ =3-2-4-1=2.

Rezultatul obtinut (3) sta la baza urmatoarei propozitii:

Teorema 4 (regula lui Cramer'). Daca determinantul prin-
cipal A al sistemului (1) este nenul, atunci sistemul are o solutie
AZ

: s 1
unicd: x, =——, x, =—=>.
A

A

Demonstratie

Gabriel Cramer

Din transformarile efectuate mai sus rezulta unicitatea solutiei:
daca x, =c,, x, =c, este o solutie a sistemului (1), atunci ea coin-
cide cu valorile pentru x,, x, calculate din (3). Faptul ca expresiile (3) pentru x,, x, sint
solutii se verifica prin substituirea lor in (1). P

Exercitiu rezolvat
< . : : . .. J2x, —4x, =3,
% Sdserezolve in R, prin metoda (regula) lui Cramer, sistemul de ecuatii 3 +2x =1
1 2T e

Rezolvare:

. 2
Intrucit A= ‘3 2‘ =4+12=16#0, putem aplica regula Iui Cramer. Obtinem:

_A T
T

=10; A =2 3=—7. Prin urmare, x =£=5 .
T 1301 T A 16

8
5 . o é _l
Raspuns: S = {(8 T )}

Aplicind metoda reducerii pentru a rezolva sistemul de 3 ecuatii liniare cu 3 necu-
noscute, a carui forma generala este:

a; X, +a,x, +a,x, = bl >

Ay X, +ayX, +ayxy, =b,, a;, beC, i,j=13, 4)
a5, X, + a3, X, +agx; = by,
se pot obtine ecuatiile A-x, =A, A-x, =A,, A-x, =A,, ©)

! Gabriel Cramer (1704—1752) — matematician elvetian.
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unde A= )10y Ay +A,0)305 + 030,05, — 030, 0y — A0, 0y — Q) Ay 0y,
Al = b1a22a33 + a12a23b3 + a13b2a32 - a|3a22b3 - a12b2a33 _blazaasza
A2 = allb2a33 +b1azsa31 + a13a21b3 _a13bza31 - a11a23b3 _b1a21a33’

A3 = a11a22b3 + a12b2a31 +b1a21a32 _b1a22a31 _a11b2a32 - a12a21b3~

all 12 al}

a
Definitie. Se numeste determinant al matricei 4=|a, a,, a,, | sau deter-
minant de ordinul 3 numarul a; Gy 4y

A= )10y Ay + Q00305 + 030,05, — A58, 0y — A0y 0y, — A0y

all a12 a13
Se mai noteaza: det4, | A| sau |a,, a,, a,].

a}l a32 a33

Exemplu

2 1 -

0 -2 3/=2:(2)(4+1-3-(-3)+0-4-(-D—(-D-(2)- (-3)-2-3-4-1-0- (-4)=—11.
-3 4 4

Observatii. 1. Determinantul matricei 4 de ordinul 3 este o suma de sase termeni,
fiecare fiind produsul a 3 elemente situate cite unul in fiecare linie si in fiecare coloana
a matricei 4 (a determinantului).

2. Pentru memorizarea algoritmului de calcul al determinantului de ordinul 3, se poate
utiliza regula triunghiurilor (fig. 7.1) sau regula lui Sarrus (fig. 7.2): se iau cu
semnul plus produsele elementelor unite printr-o linie sau plasate in virfurile unui triunghi
din figura 7.1 a) sau 7.2 a), iar cu semnul minus — produsele elementelor unite printr-o
linie sau plasate in virfurile unui triunghi din figura 7.1b) sau 7.2 b).

a, 4, da; a a12/a13
a4y G Ay ay "4y Ay a21/a22/a23
azazs a3l\a32\ as; a31/a32/a33
as, 4y Ay all\alz\an ay 4y, Ay

ay a22\a23 ay Ay ay

a) b) a) b)
Fig. 7.1 Fig. 7.2

Revenim la rezolvarea sistemului (4). Expresia A se numeste determinant princi-
pal al acestui sistem (determinantul matricei 4 a sistemului). Mai observam ca termenii
liberi A ,A,,A, aiecuatiilor (5) sint si ei determinanti de ordinul trei (verificati!):

bl a12 a13 a]l b] a13 a]l a]2 b]
A=b, a, ay|, A,=|a, b, ay|, Aj=|a, a, b

b3 a32 a33 a31 b3 a33 a31 a32 b3
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Mentionam ca A, (i = 1,_3) (numit determinant auxiliar) este determinantul matricei
care se obtine din matricea A a sistemului (4) prin substituirea coloanei i cu coloana
termenilor liberi ai sistemului (4).

Aplicind egalitatile (5), obtinem urmatoarea teorema, similara cu teorema 4.

Teorema 5 (regula lui Cramer). Daca determinantul principal A al sistemu-
lui (4) este diferit de zero, atunci sistemul are o solutie unica:
A] AZ A}

xl ZK, X2 ZK, )C3 :X'

Exercitiu rezolvat
% Sa se determine dacd poate fi aplicatd regula lui Cramer si sa se rezolve sistemul:
2x,— x,+x,= 3,
3x, —x,=-1,
4x, + x,—x,= 3.

Rezolvare:
2 -1 1
Deoarece A=|0 3 —1|=—6+4-12+2=-12 si este nenul, rezultd ca regula lui
4 1 -1
Cramer poate fi aplicata. Calculam determinantii auxiliari:
3 -1 1 2 3 1 2 -1 3
A=|-1 3 -lj=-12; A,=|0 -1 -1|=0; A,=|0 3 -l|=-12.
31 -1 4 3 - 4 1 3
Obtinem solutia: x, =%=1, X, =%= 0, x, =%=1.

Raspuns: S ={(1, 0, 1)}.

Observatie. Rezolvarea sistemelor de acest fel, Tn caz ca determinantul principal este
nul, se va examina in § 3.

2.2. Determinanti de ordinul »

Metoda lui Cramer de rezolvare a sistemelor de 2 (sau 3) ecuatii liniare cu 2 (respec-
tiv 3) necunoscute se va extinde pentru un sistem de » ecuatii liniare cu #» necunoscute
(ne N, n>2). Rezolvarea sistemului se axeaza pe notiunea de determinant de ordinul 7.

Initial, pentru comoditate, vom considera determinantul de ordinul 1, det(a,,) =a,,, si
vom expune un alt algoritm de calcul al determinantilor de ordinul 3, numit dezvoltarea
determinantului dupi o linie/coloand. In acest scop, grupim termenii din definitia
determinantului de ordinul 3, evidentiind elementele liniei intii:

| 4] = ay (a22a33 - a23a32) ta, (a23a31 - a21a33) ta; (azlasz —dydy, )-

Acest rezultat poate fi scris sub forma:

a a a a a a
| A | — all(_l)lH 22 23 + alz(_1)1+2 21 23 + alS(_l)lJrS 21 22 )

3 A 31 33 ay 4y
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Determinantii de ordinul doi din aceasta expresie se numesc minori complementari
ai elementelor respective a,; din fata lor: ei reprezinta determinantii matricelor obtinute
din matricea initiala suprimind linia 1 si coloana j. Minorul complementar al elementului

a; senoteazd cu M i In aceste notatii, pentru determinantul matricei 4 se obtine expresia

|A|=a, (-1)"M +a,(-1)">M) +a,(-1)"> M., care se numeste dezvoltarea deter-
minantului dupd linia intii. in mod analog se obtine dezvoltarea aceluiasi determinant
de ordinul 3 dupa oricare linie sau coloand. De exemplu, se verifica usor egalitatea:

a a a a a a
|A| =6113(_1)1Jr3 B ” +a23(—1)2*3 : N ‘*_6133(_1)3Jr3 ! Pl=

a31 a32 a21 a22

- a13(_1)4A731 T ay; (_1)5]‘732 T as; (_1)61‘733,

care reprezintd dezvoltarea determinantului dupd coloana a treia.

a31 a32

In mod analog se obtin dezvoltirile determinantului dupa oricare alta linie/coloan.

Exercitiu. Scrieti dezvoltarile determinantului de ordinul 3 dupa alte linii, coloane.

Exercitiu rezolvat

2 -1 1
% Sasecalculeze A=|0 3 -l|, dezvoltindu-I dupi o coloana.
4 1 -l

Rezolvare:

Dezvoltam determinantul dupa coloana intii (elementul nul faciliteaza calculul):

1 =2-(=2)+0+4-(=2)=-12.

1
+4'(_1)3+1 1

3 -
A=2~(—1)1+1 +0‘(_1)2+1 1

I -l

Vom introduce notiunea de determinant al matricei patratice de ordinul n (pe scurt —
determinant de ordinul #), ne N, n >2, inductiv, presupunind cunoscute notiunea de deter-
minant de orice ordin mai mic sau egal cu »—1 si notiunea de minor complementar al
elementului a; al matricei 4=(q;), i,j =1, n. Acesta este determinantul matricei
obtinute din 4 prin suprimarea liniei 7 si coloanei j; se noteaza cu M -

Definitie. Se numeste determinant al matricei 4=(a;)e ./, (C), n=2, sau
determinant de ordinul » numarul

A=a,(-)"'M +a,(-)" M, +..+a, ()" M), = ()" a, M| (6)
j=I
all aIZ In
Se mai noteaza: | 4|, detA4 sau |a, a,, a,,
anl an2 nn

Notiunea ce urmeaza este extrem de utila pentru calculul determinantilor, precum si
pentru rezolvarea altor probleme.
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Definitie. Se numeste complement algebric al elementului g, al matricei
A=(a;)e M (C), n>2, (al determinantului | 4|) numarul 4; = (=1)""’ M.

De exemplu, minorul complementar al elementului a,, al determinantului | 4| din

-1

exercitiul precedent este M, = =6, iar complementul algebric al acestuia este

4
numirul 4,, =(-1)*"-6=-6.
In acesti termeni, definitia determinantului poate fi formulata astfel:
Determinantul matricei este egal cu suma produselor elementelor liniei intii cu comple-
mentii algebrici respectivi: .
|Al=ay A, +a A, +..+a,4, =) a4, (7)
j=1

Formulele (6) 1 (7) (pentru n =3, ele coincid cu formula de dezvoltare a determinan-
tului de ordinul 3 dupd prima linie, obtinutd anterior) sint numite dezvoltare a
determinantului dupd linia intii.

Exercitiu rezolvat

31 2 3
) -1 0 1 =2
% S3 se calculeze determinantul )
0 0 4 5
0 0 3
31 2 3
1 2 -1 1 =2 -1 0 =2
_1 O 1 _2 141 142 143
=3.(=D™0 4 5|41-=1)"| 0 4 5+2.=D)"| 0 0 5|+
0 0 4 5
0 3 0 0 3 0 0 0 0
0 0 3 0
-1 0 1
F(=3)-(=D™] 0 0 4=3-04(=1)-(+15)+2-0+(=3)-(=1)-0=—15.
0 0 3

Daca in definitia determinantului am putea inlocui elementele primei linii cu cele ale altei
linii (ca i pentru determinantii de ordinul 3), atunci am calcula determinantul precedent mai
simplu: dezvoltindu-1 dupa linia a patra, vom avea nevoie doar de un minor complementar,
deoarece ceilalti se vor Inmulti cu 0. Teorema de mai jos stabileste ca acest fapt este posibil.

Teorema 6. Fie 4=(a;)e A (C), n=2. Pentru orice i=1,n are loc egalitatea

A=|A|=a,(-1)"M] +a,(-)"M;+..+a,(-1)" M) =Y a, 4.  (®)
j=1

Formula (8) se numeste formula dezvoltirii determinantului dupad linia i.
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Exercitiu rezolvat

31 2 3
) -1 0 1 =2
% S3 se calculeze determinantul .
0 0 4 5
0 0 3

Rezolvare:

Aplicam teorema 6 dezvoltind determinantul dupa linia a patra (deoarece ea contine
cele mai multe elemente egale cu 0).

31 3
|A|=0-(=D)*"" M +0-(=)*"> M, +3-(=-1)*?|-1 0 =2[+0-(=)*"*M, =(-3)-5=-15.
00 5

Ideea de dezvoltare a determinantului dupa o linie care are mai multe elemente egale
cu 0 genereaza o alta idee: posibilitatea dezvoltarii determinantului dupa o coloana. Teorema
ce urmeaza confirma acest fapt.

Teorema 7. Fie A=(a;)e M, (C), n=2. Oricare ar fi j=1,n,
A=|A|=a,(-)"" M} +a, (-1 M’ +..+a,(-1)""M'=> a4,
i=1

Aceasta formula se numeste formula dezvoltarii determinantului dupd coloana j.

Exercitiu rezolvat

% Sa se calculeze determinantul din exercitiul precedent, dezvoltindu-1 dupa coloana a
doua.

Rezolvare:
-1 1 =2

|A|=1-(=D"?| 0 4  5|+0-(=1)"*M; +0-(=1)"*> M, +0-(=1)"* M, =—1-15=-15.
03 0

2.3. Proprietatile determinantilor

Pentru a calcula determinanti de ordin mai mare decit 3 numai 1n baza definitiei, se
calculeaza, in caz general, un numar considerabil de determinanti de ordinul 3: de exemplu,
patru determinanti pentru cel de ordinul 4, 20 de determinanti pentru cel de ordinul 5. Din
acest motiv ($i nu numai) vom demonstra unele proprietati ale determinantilor de ordin
arbitrar, care vor facilita calculul si aplicarea lor.

1° Determinantul matricei 4 este egal cu determinantul matricei transpuse ‘A.

Proprietatea poate fi demonstratd pentru n =2, n=3 calculind | 4], |'4]| sau utilizind
inductia matematica pentru n >3 (determinantul | 4| se dezvolta dupa linia intli, iar
|'A| — dupa coloana intii).
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Observatie. Din aceasta proprietate rezulta ca orice propozitie adevarata pentru liniile
unui determinant va fi adevarata si pentru coloanele lui. Din acest motiv, proprietatile
care urmeaza vor fi formulate doar pentru linii, insa ele sint valabile si pentru coloane.

2° Daca matricea B se obtine din matricea A permutind doua linii, atunci | B| =—| 4|.

Demonstratie

Aplicam metoda inductiei matematice: pentru k£ =2 proprietatea se verificd imediat,
iar trecerea de la k—1 la k, k=3, se efectueaza dezvoltind determinantul dupa o linie
diferita de cele ce se permuta. P

Exemplu 31 2 3
e . o -1 0 1 - : :
Permutind liniile 2 si 4 ale matricei 4= 0 4 , obtinem matricea
310 3 00 3 0
0 0 3 _0 03
B= | Avem: | A|=3-(=1)"" M} =-15, |B|=1-(-1)"*-| 0 4 5|=
0 04 5
-4 1 2
-1 0 1 -2

=—(-15)=15. Deci, |B|=—|4].

3° Daca o matrice A4 are doua linii egale, atunci determinantul ei este egal cu zero.

Demonstratie

Intr-adevar, permutind liniile egale, obtinem o matrice B, astfel incit, in baza proprieta-
tii 2°, |B|=—|A4|. De fapt, B= A, deoarece am permutat linii egale. Prin urmare,
|A|=|B|=—|A4|, adicd 2| 4|=0 sideci |4|=0. P

4° Suma produselor elementelor unei linii a matricei cu complementii algebrici respectivi
ai elementelor oricarei altei linii este egala cu zero:

a, A, +a,A4,+..+a,A, =0 ([@#k).

Demonstratie
A e G
a. .. a linia &
L - . 1 < lmmia
Examinam urmatorul determinant |----------------- . .
iy e Ain| « liniai
a a

Expresia din membrul sting al egalitatii reprezinta dezvoltarea dupa linia k a acestui
determinant. Cum acest determinant contine doua linii egale, el este egal cu 0. P

5° Dacd inmultim toate elementele unei linii a unei matrice 4 cu un numar ¢, atunci

determinantul matricei obtinute 4" este egal cu produsul dintre o si determinantul matri-

cel A.
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Se mai spune: factorul comun al elementelor unei linii poate fi scos in fata determinantului.
Demonstratie
Elementele a; ale liniei i a matricei 4" au forma: a; = o a,. Dezvoltind determinantul

| A’| dupd linia i, obtinem: | 4’| =Y (a-a,)- 4, =a- Y a,-A, =0 -| A|. P

Exemplu - a

21 3i ) o 3 21 3i 23
=161—151=1, =1, deci =1 .

5 8 5 8 58

6° Daca toate elementele unei linii a unei matrice sint egale cu 0, atunci determinantul
acestei matrice este egal cu 0.

Proprietatea rezulta imediat din proprietatea 5° pentru o = 0.

Analog cu proprietatea 5° se demonstreaza proprietatea 7°.

7° Daca o matrice contine doua linii proportionale, atunci determinantul ei este egal cu 0.
Liniile i si s ale unei matrice 4 se numesc linii proportionale, daca a; = B- a;, j= I,_n
Exemplu

2 i =3

4 2i —6|=0, fiindca liniile 1 si 2 sint proportionale.

7 m i3

8° Daca la elementele unei linii a matricei 4 adunam elementele respective ale altei
linii inmultite cu unul si acelasi numar nenul ¢, atunci se obtine o matrice al carei deter-
minant este egal cu determinantul matricei 4.

Demonstratie

Fie la elementele liniei k£ a matricei 4 se adunad elementele respective ale liniei s
inmultite cu numarul o.. Elementele liniei k a matricei obtinute 4" au forma: a,; +oa,,.
Dezvoltmd determinantul |A | dupa hmak obtinem

| 4 |—Z(ak +o-a,)A, = ZaAjAkj+(x ZasjAk]—|A|+a 0=|A4|. p

Exemplu 1 2 3
Daca la elementele liniei a doua a matricei 4=|2 4 —6 | adunam elementele
1 2 -3
1 2 3
respective ale liniei a treia inmultite cu —2, obtinem matricea B=|0 0 0 |
1 2 -3

Astfel, |A|=|B|=

9° Fie elementele liniei i a matricei 4 au forma g :a;. +a;’, j=1,n Daca 4
(respectiv 4”) este matricea care se obtine din 4 inlocuind elementele liniei i cu elementele
a; (respectiv a;), j=1,n, atunci |A4|=|4"[+|4"].
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Demonstratie

Dezvoltind determinantul | 4 | dupa linia 7, obtinem:
| 4| = Z(ay+a;') D" M= Zau( )M +2a;’( DM =|A|+| A7),

’
a

deoarece minorii complementarl ai elementelor a + a’ i

;.
i a,.j. ale matricelor 4, A" si

respectiv 4” coincid. P

2.4. Calculul determinantilor

© Un procedeu de calcul al determinantilor il cunoastem din definitia determinantilor
(prin dezvoltare dupa o linie [coloana]).

@ Un al doilea procedeu de calcul constd in reducerea calculului determinantului de
ordinul 7 la calculul unui singur determinant de ordinul n—1. Se aplica proprietatile
determinantilor, in special proprietatea §8°, pentru a obtine o linie sau o coloand in care
este cel mult un element nenul.

Pentru a evita calcule complicate, se recomanda, in prealabil, sd se adune sau sa se
scada unele linii (coloane) pentru a obtine un element egal cu 1 sau —1 in linia (coloana)
respectiva.

Exercitiu rezolvat

I-i 2 3i
% Sd se calculeze A=| i 2+i 0
0 5 2+4i
Rezolvare:
1 4+i 3i
Adunam la linia intii linia a doua: A=|i 2+1i 0 |. Acum este simplu sa obti-
0 5 -2+i
nem zero pe locul lui i: la linia a doua adunam prima linie Tnmultita cu —i.
1 4+i 3i .
. : 1331 3 . . .
Atunci: A=|0 3-3i 3 |=1-(-D s 9 i =(3-3i)(2+1)—-15=-18+9i
—2+i
0 5 -2+i

® Un alt procedeu de calcul este reducerea determinantului la forma triunghiulara
(toate elementele situate deasupra sau dedesubtul diagonalei principale sau secundare
sint nule).

La calculul determinantilor de forma triunghiulara se vor aplica urmatoarele formule:

a, 0 .. 0 0
a a
11 12 1n-1 1
a,, ay, 0 0 . !
A= | a,ay,..a, =0 a a a
1 117722 nn 22 2n-1 2n| 2
an—l 1 an—l 2 an—l n—1 O """"""""""""""""""""""
0 O 0 .
anl anZ an n-1 ann
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all a12 al n—1 al

n
0O o0 .. 0 a
n(n=1) In
Al e Oy e i =lo 0 4 a
2 1n"2 n=1""""nl 2 n-1 2n
A,y Ay e | R
a 0 0 0 anl anZ b nn—l1 nn

nl

Aceste rezultate se obtin dezvoltind determinantul A, (respectiv A,) si ceilalti deter-
minanti, care apar in continuare, dupa linia (coloana) care contine doar un element nenul.
De exemplu:

2 0 0 a3 0 0
A, :(—1)2‘111"'”'2'“““'”'3' """""" G| T Ity G |7 Gl
Exemple
a, a, da; 3G-1)
L. Gy Ay 0 :a13a22a31'(_1) : =Ta;30545.
a, 0 0
30 12
. 12 50 . . . L
2. Determinantul A = o1 (matricea respectiva) nu are forma triunghiulara,
-1 2 -1 0
insa, folosind proprietatile determinantilor, el poate fi transformat (redus) la o atare forma:
30 12 0 6 -2 2 00 -2 -4
A 12 50« 04 40 |00 4 -4
_0101)_—40101—6_0101
3-1 2 -1 0 -1 2 -10 -1 2 -1 0
0 0 -1 —2,) 00 0 -3
_g 00 1 -l _g 00 1 _1—8( l)ﬁ (C1)(-3)=24
o1 o0 1 jo1 o0 1 T
-1 2 -1 0 -1 2 -1 0

Pentru calculul unor determinanti de ordin arbitrar » este eficient de a reduce determi-
nantii la forma triunghiulara.

Exercitiu rezolvat

%, Si se calculeze determinantul de ordinul n: A =
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Rezolvare:

Adunam la prima linie toate celelalte linii, scoatem factorul (7 —1), apoi la fiecare din
liniile 2, ..., » adunam prima linie Tnmultita cu —1:

n=1 n-1 .. n-1 R | (S T
A= 1 0 .. 1 =(”‘1).1....9...:::....1.)j =(r=10 -1 0 .. 0=@=D)-CD"
11 0 11 .0 0 00 .. -1

I Teorema 8 (determinantul produsului matricelor). Dacd 4, Be ./, (C), atunci
|4-B|=]A4]|B].

Exemplu

2 1 0 2 . 1 3
Daca A= , B= , atunci AB = .
11 1 -1 11

Avem | A|=1, |B|=-2, | AB|=-2.

2.5. Matrice inversabile (continuare)

Utilizind determinantii, complementii algebrici ai elementelor unei matrice patratice,
vom prezenta incd un criteriu de inversabilitate a matricei si o altd metoda de calcul al
inversei unei matrice (a se vedea secventa 1.4, § 1).

Teorema 9. Matricea patratica este inversabila daca si numai dacd determinantul
ei este diferit de zero.

Demonstratie
Necesitatea rezultd din teorema 8. Intr-adevir, daca matricea 4 este inversabila,
atunci /= A-A™". Deci, 1=|1|=|A|-|A™"|, de unde rezultd cd | 4| # 0 si (foarte impor-

. 1 -
tant!) |47 |[=——=|A4]|".
) | 4]

Suficienta este de o mare importanta: demonstratia ei furnizeaza o formula pentru
calculul matricei inverse. Astfel, vom arata ca pentru n =2,

(A A A,
AT =gl A A e A | ©)
Aln AZn Ann

Intr-adevir, in baza proprietatii 4° a determinantilor, obtinem:

11 21 nl 11 12 1n
X A, A A a, a a
-1
A Azm A]Z A22 Anz 14y Ay .o 4y, |F
Aln AZn Ann anl anZ ann
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;Aﬂa[l ;Aﬂad ZA[lam |A| 0 0 |A|
_ 1S \ \ -1 I EC
14 ZAzal ..... ZAzaz ..... ' zAza RIEI| BN TR
; . ; 0 0 | Al
Z inail Z Ain ai2 o 2 Ainain
i=1 i=n i=n

In mod analog se aratica 4-A47 =1,.

Pentru n =1, din conditia | 4| =|a,,|# 0 scriem 4™ :(ai} deci AA"' =A"-A=1. p»
11

Exercitiu rezolvat

2 -1 1
% Si se determine inversa matricei 4=|3 0 -1 |
0 2 4
Rezolvare:
2 - 1
Calculam determinantul matricei: | 4| =3 0 -1|=6+4+12=22.
0 2 4

Inversa exista, intrucit determinantul matricei A este diferit de zero. Determinam
complementii algebrici ai elementelor matricei 4:

0 -1 3 - 30
A, =2; 4,=- =-12; A, =6;
2 4 0 0 2
1 21 2
S P it O et P It
IR 2 2 -
N IR S IVAEE s EEIHE N S
2 6 1
Conform formulei (9), obtinem: A" =% 128 5|
6 -4 3

Aplicind inversa unei matrice, pot fi rezolvate diverse ecuatii matriciale. Dacé matricele
A si B au acelasi numar de linii, atunci ecuatia AX = B, unde 4 este patratica cu det 4 # 0,
poate fi rezolvatd in modul urmator: inmultind-o la stinga cu A™', obtinem, consecutiv,
egalititile matriciale: 4™ (AX)=A4"'B, (A"A)X=A4"B, - X=A"B, X=A4"'B.

1 0
De exemplu, pentru matricea 4 din exercitiul precedent si B=2 -1 [ avem
2 6 1Yy1 O 14 -5 0 1
EEE U 1 |l=L _
X—AB—22 12 8 5|2 1—22 4 -3
6 -4 3)0 1 -2 7
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Exercitiu. a) Aritati ca solutia ecuatiei XA=B, | A|#0, este matricea X =B- A",
b) Aratati ca solutia ecuatiei AXB=C, 4, B, Ce ./, (C), | A|-|B|#0, este
matricea X = A4"'CB™".

Probleme rezolvate

% 1. Pentru producerea 1 t de bomboane ,,Masca” se folosesc 0,2 t de produse de cacao
si 0,5 t de zahar, iar pentru producerea 1 t de bomboane ,,Griliaj” se folosesc 0,14 t de
produse de cacao si 0,6 t de zahar (in afara de alte componente). Sa se afle cantitatea de
bomboane produse de fiecare fel, daca s-au folosit 0,15 t de produse de cacao si 0,5 t de
zahar.

Rezolvare:
Fie x, si x, cantitatea (in tone) de bomboane produse ,,Masca” si respectiv ,,Griliaj”.

0,2x, +0,14x, =0,15
0,5x, +0,6x, =0,5

0,2 014 X 0.15 » 1 0,6 -014
unde 4= L X=|""] B=|__ | Calculam: 4~ = .
0,5 0,6 X, 0,5 0,05{ -0,5 0,2

Inmultind egalitatea 4X = B lastingacu A4™', obtinem:
. 1 (06 —0l4)0,15 1 (0,02 0,4
X = A ]B = ’ = ’ = 2 i
0,05(_0,5 0,2 }0,5 0,051 0,025 0,5

Astfel, au fost produse 0,4 t de bomboane ,,Masca” si 0,5 t de bomboane ,,Griliaj”.

Alcatuim sistemul de ecuatii: { sau, in forma matriciala, 4X = B,

% 2. Se poate demonstra ca aria triunghiului M\M, M, unde M, (x,, y,), M,(x,, y,),

o on 1
M, (x,, y;), se calculeaza conform formulei: ./, , , = ICERE 1l|. In particular,
ooy 1

punctele M,, M,, M, vor fi coliniare, daca determinantul respectiv este nul.
Fie punctele M, (2, 3), M,(3,0), M,(2, 2). Sase calculeze aria triunghiului M, M, M,
sau sa se arate cd punctele respective sint coliniare.

Rezolvare:
2 31

Determinantul (3 0 1| este egal cu—1, deci punctele in cauza nu sint coliniare. Aria
2 21

AM M, M, este %-|—1| :% (unitati patrate).
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Exercitii propuse |

1. Sase calculeze determinantul:
-1 2| b)2 =3 )a 2| d51 2| 2-1 1
V3 4f Nk ka3 i D3 s
2 3 -7 112 3 3 7 11 1 I 15
)18 1 9 g2 3 3 hy|2 -1 =3 )2 1 =3 iz -3 3.
4 6 3 531 -1 4 2 11 -3 1 -3 3
2. Saserezolve iIn RxR sistemul aplicind (dacd este posibil) regula lui Cramer:
2) 2x, —3x,=4, ) 3x,+8x, =1, 4x, —2x, =5, J 5% +3x, =3,
X +2x, =1 7x, +11x, =3; x,+3x,=2; x, —x, =6;
2x,—x, =1 X +x,—x,=2
ax, +bx, =c U 1T X, T Xy =2,
e) { ! > ) f) 92x, +4x, —x, =1, g) {—2x, +x, +x, =3,
—bx, +ax,=d, a-b#0, a#b; x, 8%, 3, = 2; X +x, 4 x, =6
3xl_‘x2=5’ 2x1+2x2—x3=4, xl+x2+x3=17
h) { -2x,+x, +x, =0, 1) 93x, +x, —=3x, =7, 7)) 94X, +2x, +2x, =2,
2x, =X, +4x; =15 X, +x,—2x,=3; 2x, +3x, +3x, =3.
3. Sise calculeze determinantul:
20 20 2 2 115 1 2 25 2120 1 2 3 4
)11 12b)1 152)0—1 12d)1202)10 12
a ; ;¢C ; ;e .
21 -3 2 2 -3 32 31 -1 2.0 21 3 -1 -10
11 -3 4 1 -3 3 4 2 3 02 0212 1 2 05
4. Aplicind proprietdtile determinantilor, sa se demonstreze egalitatea:
a, b ax+by+c| |a, b ¢ a,+bx ax+b ¢ a, b ¢
a)la, b, a,x+by+c,|=|a, b, ¢ b)|a,+bx ax+b, c,|=(1-x")-|la, b, c,|
a, b, ax+by+c,| la, b, ¢, a,+bx ax+b, c, a, b, «c,
5. Dacd vom schimba semnele tuturor elementelor determinantului, cum se va modifica valoarea
determinantului de ordinul: a) 3; b) n?
6. Cum se va schimba valoarea determinantului matricei A€ ., (C) daca fiecare element va fi
inlocuit cu conjugatul sau?
7. Cum se va schimba valoarea determinantului de ordinul # daca fiecare element se va inmulti cu

acelagi numar nenul o ?

Z

8. Sa se arate ca determinantul |z,

Z,

ST

&)

w

G

¢, ¢,eR, z,e C, este un numdr pur imaginar sau 0.

G
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9. Saserezolve in C x C sistemul de ecuatii:

10.

11.

12.

13.
14.

15.

{(3—i)x+(4+2i)y:2+6i, {(2+i)x+(2—i)y:6,
a) b

x+iy—2z=10,
¢) {x—y+2iz =20,

(4+21)x—(2+31)y=5+4i ix +3iy — (1 +i)z = 30.

(+2i)x+(3-2i)y=8;

Sd se calculeze aria triunghiului M, M, M, sau sa se arate ca punctele M,, M,, M, sint
coliniare.

a) M,(2,1), M,(3, 4), M,(1, 6);
C) M(_Z: 4): Mz (Oa _3)9 M3 (la 7)9

b) M,(0,0), M,(2,1), M;(4, 2);
d) M,(5, 4), M,(11,0), M,(0, 3).

Utilizind proprietatile determinantilor, sa se calculeze:
a1l a X a a a® b
a)|b 1 b*; b)la x af; )le b al
c 1 ¢ a a x b ¢ a
Utilizind complementii algebrici ai elementelor, sa se calculeze inversa matricei:
321 2 23
) b2 b) 01 )| -2 1 d| 1 -1 0
a ; : -2 1 -1 0
43 2 3 ¢
2 23 -1 21
I 1 1 1 12 3 4
12 1 1 -1 -1 2 3 1 2
olo 3 1} f ok
) ) I -1 1 - &) 11 1 -1
4 2 1
I -1 -1 1 1 0 -2 -6
Sa se rezolve ecuatiile matriciale 4AX =B, YA= B, unde 4 este din 12 a) si B este din 12 b).
Sa se rezolve in R ecuatia:
x=2 1 -l a-x a a
a)| x -3 1[=0; b)| a a-x a |=0.
2 =5 x+1 a a a—x
Sa se calculeze determinantul si sa se scrie rezultatul sub forma de produs:
a’ b’ c’ a b ¢
a)| be ac ab |; b) |a® b* 7.
b’ +c’ at+ct a’+b bc ca ab
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BEEN sisteme de ecuatii liniare

3.1. Notiuni generale

In acest paragraf vom determina conditiile Tn care un sistem arbitrar de ecuatii liniare
are solutii si vom expune unele metode de determinare a multimii solutiilor acestuia.
Forma generald a unui sistem de m ecuatii liniare cu # necunoscute este:
a,x, +a,x,+..+a,x,=b,
a,x, +a,x,+..+a, x =b LT . T
AT e w2 aq, beCi=1l,m, j=1,n (1)

1]'7

a,x +a,,x,+.+a, x =b,

mn~"n m

Numerele a, i=1,m,j=1,n, se numesc coeficienti ai necunoscutelor, iar
b, b,, ..., b, — termeni liberi ai sistemului. Din coeficientii necunoscutelor si din termenii

all alZ b aln all alZ aln bl
liberi formdm doud matrice: A=|a, a,, .. a,, | A=|a, a, .. a, b, |
aml amz amn aml amZ amn bm

numite, respectiv, matricea sistemului $i matricea extinsa a sistemului.

Definitie. Sistemul ordonat de » numere complexe (c,, ..., ¢,) se numeste solutie

a sistemului (1) daca, inlocuind necunoscutele x,, respectiv, cu ¢;, i =1, n, fiecare
ecuatie din (1) se transforma intr-o propozitie adevarata, adica
n

Zal_j ¢, =b, i=1,m.
j=1

Observatie. Pentru comoditate, vom prezenta solutia unui sistem de ecuatii cu # necu-
Cl

noscute (fiind stabilitd ordinea x, ..., x,) si ca o matrice-coloand X,=|: | din
c

n
n

L, (C), considerind ca se substituie x, =¢,,..., x, =c,.

Se poate arata cé daca un sistem de ecuatii liniare are cel putin doud solutii, atunci
multimea solutiilor lui este infinita.

Un sistem de ecuatii liniare se numeste compatibil daca el are cel putin o solutie.
Sistemul care are o solutie unica se numeste compatibil determinat, iar cel care are mai
mult decit o solutie — compatibil nedeterminat. Un sistem de ecuatii care nu are solutii

se numeste incompatibil.

Exemple
x, —2x, =3, X, —2x, =3, X, —2x,=3,
2x, +3x, =-1; {4x, -8x, =12; {xl —2x,=4.
Primul sistem este compatibil determinat, fiindcd determinantul matricei sistemului
este nenul si prin metoda lui Cramer stabilim ca el are o solutie unica. Al doilea sistem
este compatibil nedeterminat: solutii ale sistemului sint, de exemplu, x, =1, x, =-1;
x, ==3, x, =-3. Ultimul sistem este incompatibil, fiindcd membrii din stinga ai ecuatiilor
sint aceeasi, iar cei din dreapta difera.

Fie sistemele de ecuatii liniare {
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A rezolva un sistem de ecuatii liniare Inseamna:

a) a stabili daca el este compatibil;

b) in caz afirmativ, a determina multimea solutiilor sale.

In caz general, vom considera ca rezolvam sistemul de ecuatii in multimea numerelor

complexe.
Scrierea matriciald a sistemului (1) este:
AX =B, 2)
'xl bl
unde 4=(a,)e M, (C), X=|: | B=|: [, (O).
xn bm

Fie Inca un sistem de ecuatii liniare:
AX =8B, 3)
unde matricele 4,, B, sint de acelasi tip ca si matricele 4, B, respectiv.

Definitie. Sistemele (2) si (3) se numesc echivalente daca multimile lor de solutii
sint egale (in particular, daca ambele nu au solutii).

Exemplu
Sistemele {

au solutie comund x, =1, x, =1, x, =1,

X +x,—x, =1 MRS =0
2% —x,+x, =27 |x,+2x, —x, =2

insa totusi nu sint echivalente, fiindca x, =2, x, =1, x, =2 este solutie a sistemului al
doilea, dar nu este solutie pentru primul sistem.

Lema. Daca 4, 4 € .M, ,(C), B, B e, (C) siexistda o matrice inversabila
U e ., (C), astfelincit UA = 4,, UB = B,, atunci sistemele (2) si (3) sint echivalente.

Demonstratie

Fie sistemul (2) compatibil, X € ./, ,(C) o solutie arbitrard pentru (2), adica este
adevarati egalitatea AX, = B. Inmultind la stinga aceasta egalitate cu U, obtinem
UAX,=UB, sau A X, =B,. Deducem cd orice solutie a sistemului (2) este solutie si
pentru sistemul (3). Analog se obtine ca orice solutie a sistemului (3) este solutie si pen-
tru (2), deoarece A=U"4,, B=U"'B,. Deci, sistemele (2) si (3) sint echivalente. P

3.2. Metode de rezolvare a sistemelor de » ecuatii liniare
cu n necunoscute

Q Metoda matriciala
Considerind in sistemul (1) m =n, se obtine urmatorul sistem:

a,x, +..+a,x, =b,

In""n

.................... (4)
a,x, +..+a,x, =b,.
Scrierea matriciald a acestui sistem este
AX =B, (5)
xl bl
unde Ae ./, (C) este matricea patraticd a sistemului, X =|: [ B=[: |e./ (C).
xn bn
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Teorema 10. Daca matricea A a sistemului (4) este inversabila, atunci sistemul are
o solutie unica:

X,=A"'B. (6)

Demonstratie
Inmultind la stinga egalitatea (5) cu 4™, obtinem consecutiv: 4™'(4X)=4"-B,
(A" A)-X=A"-B, I-X=A4"-B, X=4"-B. Inbaza lemei din secventa 3.1, sistemele (5)
si X=A""B sintechivalente: in calitate de U din lemd s-a luat matricea inversabild A~". pp
Exercitiu rezolvat
X, +2x, +3x,=4,
% S se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii: {2x, +3x, + x,=3,
X+ x,+ x,=2.

Rezolvare:
1 2 3
Matricea sistemului este 4=|2 3 1|
1 1 1

Formam matricea (4 | ) si efectuim transformari elementare asupra liniilor ei pentru
a obtine pe locul matricei 4 matricea / (daca este posibil):
1 231 00
0 15 i 2 -1 0.
00 311 -1 1
Elementele de pe diagonala principald a matricei esalon obtinute din 4 sint nenule, deci

(in baza conditiei de inversabilitate a matricei (§ 1, secventa 1.4)) 4 este inversabila.
Continudm sa efectudm transformari pina obtinem zerouri deasupra diagonalei principale:

T
100!'-2 2 2
i 3 3 3 -2 -1 7
1 2 5 Lo
010! = =2 2| Asadar, 4"==| 1 2 =5
3 3 73 sacat, | 51
o111 -
00 1: 3 3 3
¥, 1—2 -1 7\ (4) [
Conform (6), solutia este | x, =A’1~B:§ 1 2 =5[|[3|=|0} adici x, =1,
X, 1 -1 1f{2] U

x,=0, x,=1.
Raspuns: S ={(,0,1)}.

() Regula lui Cramer (demonstrata in § 2 pentru n=2, n=3) este o altd metoda
de rezolvare a sistemelor de » ecuatii liniare cu n necunoscute, n€ N°. Aplicind proprieta-
tea 4° (secventa 2.3), formula (7) (secventa 2.2) si formula (9) (secventa 2.5) pentru
A", din (6) obtinem formulele pentru calculul valorilor necunoscutelor x,, x,, ..., X, .
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zAilbi
g 4, 4, .. nl b =
_ b \
Astfel, ):Cz =4 1'B=ﬁ Ay Ay A, ; =ﬁ ;Aﬂbi , de unde:
X 1n 2n n b <
" " A b,
j ; in"i
| < 1 a, dap b, a, A L
=——YY Ab =—+ =—L j=Ln A, fiind det i-
Y = Ta & T e by . Q| =77 S =0 8y Hind detert
anl an2 bn ann

nantul matricei care se obtine din 4 prin substituirea coloanei j cu coloana termeni-
lor liberi ai sistemului (4). Determinantul A =| 4| se numeste determinant principal, iar
A, A,, ..., A, — determinanti secundari ai sistemului (4). Rezultatul obtinut este

Teorema 11 (regula lui Cramer). Dacd determinantul A al matricei sistemului

de ecuatii liniare (4) este diferit de zero, atunci sistemul este compatibil determinat
i soluti te:

si solutia sa este A A, A

—X, ey X

Exemplu

Aplicind teorema 11 sistemului de ecuatii din exercitiul precedent, obtinem A =-3,
A =-3, A, =0, A, =-3. Deci, x, =1, x, =0, x,=1.

3.3. Metoda lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

Spre deosebire de metodele examinate, metoda lui Gauss (numita si metoda elimi-
ndrilor succesive), expusa in continuare, poate fi aplicatd la rezolvarea oricarui tip de
sisteme de ecuatii liniare (1). Asupra sistemelor vom efectua urmatoarele transformari
ce permit s se obtina sisteme echivalente cu cel initial (echivalenta se verifica nemijlocit):

- permutarea a doud ecuatii;

- Inmultirea ambilor membri ai unei ecuatii cu un numar nenul;

- adunarea la fiecare membru al unei ecuatii a membrilor respectivi ai altei ecuatii,
inmultiti cu unul si acelasi numar.

Este clar cd efectuarea acestor transformari asupra ecuatiilor unui sistem este echi-
valentd cu efectuarea transformarilor elementare respective asupra liniilor matricei
extinse 4 a sistemului (a se vedea secventa 1.3).

Exemplele ce urmeaza vor facilita intelegerea metodei lui Gauss si reprezinta doud
tipuri de sisteme care pot fi obtinute ca rezultat al aplicarii acestei metode.

2x,—x,+x, =3,

1. Sa se rezolve in C sistemul de ecuatii liniare x, —x, =-1

2x, =1.

Observam ca matricea sistemului este superior triunghiulard, avind toate elementele
de pe diagonala principald nenule. Se spune ca un atare sistem este triunghiular.
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Sistemele de acest tip se rezolva relativ simplu: din ultima ecuatie calculam valoarea
ultimei necunoscute si o substituim in toate celelalte ecuatii; din penultima ecuatie calculam
valoarea penultimei necunoscute s.a.m.d., pind calculam valoarea primei necunoscute
din prima ecuatie. Prin urmare, sistemul va avea o unica solutie.

In exemplul dat, din ultima ecuatie obtinem X, = %; substituim valoarea lui x, in primele

- c . . 1 . o .
doud ecuatii si din ecuatia a doua obtinem x, = —5sin final, substituind valoarea lui x, in
1

X, ==

prima ecuatie, obtinem x, =1. Unica solutie a sistemului este: x, =1, x, =— 1=

. o)L 1
Raspuns: S—{(l, > 2)}

< N . . 2x, —
2. Sa se rezolve in C sistemul de ecuatii { !

1
2,

X, +x, =1,
3x,—x,=1.

Observam ca sistemul nu contine o ecuatie de forma 0=5, b # 0, numarul necunos-
cutelor lui este mai mare decit numarul ecuatiilor si matricea sistemului are forma esalon.
Se spune cd un atare sistem este #rapezic (altfel zis, un sistem de ecuatii liniare este un
sistem trapezic daca matricea lui are forma esalon, numarul » de linii nenule ale matricei
sistemului este egal cu numarul de linii nenule ale matricei extinse a sistemului si 7 este
mai mic decit numarul de necunoscute ale sistemului). Necunoscutele ai caror coeficienti
sint liderii matricei sistemului trapezic se considera, de reguld, necunoscute principale,
iar celelalte — necunoscute secundare.

In exemplul dat, considerdim x, si x, necunoscute principale, iar x, — necunoscuti
secundara.

Sistemul trapezic (initial) se reduce la un sistem triunghiular in necunoscutele principale
X,, X, inurmatorul mod:

Lasdm in membrul sting al fiecérei ecuatii toti termenii ce contin necunoscutele prin-
cipale, iar ceilalti termeni 1i trecem in membrul drept, schimbindu-le semnul:

{2)(1 - x,=1-x,,

3x,=1+x,.
Notind necunoscuta secundard x, cu &, o€ C, si rezolvind sistemul, obtinem
. . C . 2 1 1 1
asa-numita solutie generala a sistemului: x, =§——(x, X, =§+§(x, x,=a, ae C. Este

clar ca pentru fiecare valoare atribuita parametrului & se determind in mod unic valorile
necunoscutelor principale. De exemplu, pentru o =0 obtinem o solutie a sistemului

X , X, ==, x, =0, numitd solutie particulara.

=3 PH
3 3
Pentru o = -1 se obtine x, =1, x, =0, x; =—1 — o altd solutie particulard a sistemului.
Parametrului ¢, deci si necunoscutei secundare x,, 1i putem atribui o infinitate de
valori din C. Din acest motiv, sistemul este compatibil nedeterminat.

Observatii. 1. Lista necunoscutelor principale se determind neunivoc: e important doar
sd se obtind un sistem triunghiular in raport cu necunoscutele principale.

De exemplu, in sistemul precedent pot fi numite necunoscute principale x,, x;.

2. Sistemele triunghiulare si sistemele trapezice sint compatibile: sistemul triunghiular
are solutie unica, iar sistemul trapezic are o multime infinita de solutii.
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Compatibilitatea sistemelor de ecuatii liniare este determinata de

Teorema 12. Fie Ae .M, (C), Be ., (C) si A= (A4\B). Sistemul de ecuatii
liniare AX = B este compatibil daca si numai daca matricele esalon 4,, 4, obtinute

din A4 si respectiv 4 au acelasi numar de linii nenule.

Demonstratie
Necesitatea. Considerind ca sistemul AX =B este compatibil, 1l vom reduce la un
sistem trapezic, echivalent cu cel initial.

’ 4 ’ 4
a, .. @, .. a, b
0Ty Ty

Fie 4, = v " 7 | matricea esalon obtinuta din matricea extinsa 4
................. 0 .0 b
0 0 0 »

a sistemului cu ajutorul transformarilor elementare ale liniilor, a;, # 0.
Deoarece sistemul AX =B este compatibil, rezultd ca este compatibil si sistemul a

cdrui matrice extinsa este 4,. Prin urmare, b, =0, pentru orice i = +1, m, adicd numdrul
de linii nenule ale matricei 4, este egal cu numarul de linii nenule ale matricei 4.

Suficienta. Daca numdrul r de linii nenule ale matricei 4, este egal cu numarul de linii

4 ’ ’ 4
a, .. @, .. a, b
N . 0 a;’p a:n b;, ’
nenule ale matricei 4,, atunci 4, are forma 0 o ol unde a,, # 0.
0 0 0 0

Sistemul care are matricea extinsd A4, este echivalent cu sistemul 4AX =B si este un
sistem triunghiular (in cazul » =) sau un sistem trapezic (in cazul » <n), de aceea este
compatibil. P

Exercitii rezolvate
’ X, —=2x,+ x;—4x, =1,

220

% 1. S3 se determine compatibilitatea sistemului X, — x;+2x,=2,
Rezolvare: —x, +3x, —2x, +6x, =1.
Formam matricea extinsd 4 a sistemului si o reducem la forma esalon:
1 -2 1 —411 1 -2 1 -471 1 -2 1 —471
0 1 < 20200 1 <1 202|<lo 1 2 212
1 3 =2 6i1)lo 1 -1 21210 0o 0 o0lo0
1 -2 -4
Matricea esalon 4, =|0 1 2 | obtinuta din matricea sistemului, precum si

0 0 0
1 -2 1 -4 1
matricea 4, =| 0 1 -1 2 2 |obtinutd din matricea extinsa au cite 2 linii nenule.
0 0 0 00

Prin urmare, sistemul initial este compatibil.
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% 2. Daca in exemplul precedent termenul liber al ecuatiei a treia ar fi, de exemplu, 5,

1 -2 1 -471
atunci ultima matrice ar fi: | 0 1 -1 2 i 2 | Astfel, matricele esalon obtinute
0 0 0 0!4

din matricea sistemului i din cea extinsa contin 2 si respectiv 3 linii nenule, deci sistemul
este incompatibil.

Ideea reducerii matricei extinse a sistemului la forma esalon, folositd in demonstratia
teoremei 12, constituie baza metodei lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare. De retinut ca aceastd metoda are avantajul de a fi usor programabila pe calcula-
tor. Ea constd in urmatoarele:

1. Scriem matricea extinsd 4 = (A} B) a sistemului (1).

2. Prin transformari elementare ale liniilor, reducem aceasta matrice la o matrice esalon
A, =(4,1B), unde A4, este matricea esalon obtinuta din 4.

3. Daca numarul de linii nenule ale matricei 4, nu este egal cu numarul de linii nenule
ale matricei A,, atunci sistemul este incompatibil.

4. Daca numarul de linii nenule ale matricei 4, este r si este egal cu numarul de linii
nenule ale matricei Z, atunci sistemul este compatibil.

Distingem doua cazuri posibile.

4.1. Numarul » mentionat in punctul 4 este egal cu numarul necunoscutelor. in
atare caz, matricea esalon 4, este superior triunghiulard, toate elementele de
pe diagonala principald sint nenule. Scriem sistemul caruia 1i corespunde
matricea extinsa Zl; evident, el este triunghiular si, prin urmare, are o solutie
unica.

4.2. Numirul mentionat » este mai mic decit numarul z al necunoscutelor. In acest
caz, matricea esalon 4, contine mai multe coloane decit linii nenule. Scriem
sistemul caruia 1i corespunde matricea extinsa Zl (acest sistem este trapezic
si este echivalent cu sistemul (1)). In continuare, specificim necunoscutele
principale (numarul lor este ), apoi necunoscutele secundare, pe care le notim
x,=a, x,=f,.., unde o, f3, ... sint parametri cu valori din C. Lasim in
membrul sting al fiecdrei ecuatii toti termenii ce contin necunoscutele principale,
iar ceilalti termeni 1i trecem in membrul drept, schimbindu-le semnul. Deoa-
rece 7 <n, In membrii din dreapta se va contine cel putin un parametru. Dupa
aceste transformadri se obtine un sistem triunghiular de » ecuatii cu r necu-
noscute (cele principale). Pentru fiecare set de valori atribuite parametrilor,
intr-un mod unic se determind valorile necunoscutelor principale. Sirul obtinut
de valori pentru x,,..., x, va constitui o solutie particulard a sistemului. In
acest mod se obtine o infinitate de solutii, deoarece parametrilor le putem
atribui o infinitate de valori.
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Observatie. Pentru a descrie multimea infinita de solutii care se obtin 1n cazul 4.2,
vom proceda astfel. Din sistemul redus 4, X = B, exprimam necunoscutele principale
X, X,, ... prin parametrii o, f3, ... Sistemul de relatii obtinut:

x, =f,(a, B,..)

.x.] :f](a’ﬂ,)

xp:a .......... 7
x,=p

se numeste solutie generala a sistemului (1) si descrie multimea tuturor solutiilor
acestui sistem, in sens cé orice solutie a acestuia se obtine din (7) pentru unele valori
ale parametrilor.

Exercitii rezolvate
X, +2x,—2x,=2,

% 1. Sa se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii {2x, + x, +5x, =10,
X, —x,+7x,=8.
Daca el este compatibil nedeterminat, sa se determine si o solutie particulara.

Rezolvare:

Formdm matricea extinsi A a sistemului si o reducem la o matrice esalon:
a2(1 2 =212 1 2 =22 1 2 =212
((‘2 1 5i10~_10 -3 9i6%~0 -1 3i2.

1 -1 718 0 -3 916] o 0 o010

Constatdm ca numarul liniilor nenule ale matricei esalon 4, la care s-a redus matricea
sistemului este » =2 si este egal cu numarul liniilor nenule ale matricei esalon Zl la care
s-a redus matricea extinsd, deci sistemul este compatibil. Intrucit acest numar este mai
mic decit numarul necunoscutelor, rezulta ca sistemul are o infinitate de solutii. Pentru a
determina solutia generala, scriem sistemul corespunzator matricei esalon ZI:

{xl +2x, —2x, =2,
-x, +3x, =2.
Necunoscute principale pot fi alese x, si x,, atunci necunoscutd secundard va
fi x,. Notind necunoscuta secundard cu &, oxe C, obtinem sistemul:
{xl +2x,=2+2a,
-x, =2-3c.
Rezolvind acest sistem in necunoscutele x,, x,, aflam solutia generala:
x,=6-4o, x,=-2+3a, x,=0.
Daca atribuim lui «, de exemplu, valoarea 0, obtinem o solutie particulara a sistemului:
x, =6, x,=-2, x,=0.
Raspuns: S ={(6—4a, -2+30, o)|ae C};
solutie particulara: x, =6, x, =-2, x, =0.
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X tox, —x, =1
% 2. Sd se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii 4 2x, —x, +3x, = analizind toate

x, +x,=0,
cazurile posibile (in functie de valorile parametrului o € C).
Rezolvare:
Formam matricea extinsa a sistemului si o reducem la o matrice esalon:
1 a 171 1 1 0.0 1 1 0 | 0
(2—1 3io¢~0 -3 3i0€1—(x~0—3 3 i o
1_(; 1 1 0lofF 0 -1+a -111k3 |0 0 6-3a! 3+a-a

1) Dacd 6 —3a # 0, adica o # 2, atunci sistemul este triunghiular, deci este compatibil
3t _ 3ta _o’—a+3
6-3a’ " —-6+3a’ 7 —-6+3a

X +2x,—x, =1
2) Daca 6—30r=0, adicd o =2, atunci sistemul obtinut 2x, —x, +3x, =2 este

determinat, cu solutia unica: x, =

X, +x,=0
incompatibil, deoarece matricea esalon 4, obtinutd din matricea sistemului are
1 107 0
2 linii nenule, iar cea obtinutd din matricea extinsd — 3 liniinenule: | 0 -3 3 i 2|
0 0 0!-5

X, +2ix, —x, +(1+1)x, =3+2i,
% 3. Sd se rezolve in C sistemul de ecuatii {2x, +x, + (=2 +1)x, +2ix, =4+ 5i,

Rezolvare: X, +2ix, + (=1+1D)x; +(2+1)x, =3.

Scriem matricea extinsa a sistemului si o reducem la forma esalon:
201 20 -1 1+i(3+2i ! (1 21 -1 1+i]3+2i
L2 1 24 2 aesi|| ~|o 1-4i i —2 1 -24il
1 2i —1+i 2+i! 3 0 0 i 1|

! -2i
x, + 2ix, — x,+(I+1)x, =3+2i,
Obtinem sistemul trapezic respectiv: (1-4i)x, +ix, — 2x, =241,
ix; + x, =-21.
Declardm necunoscute principale x,, x,, x,, lar x, — necunoscutd secundara si
X, + 2ix, +(1+1)x, =3+2i+x,
rezolvam sistemul (I-4i)x,-  2x, =-2+1-ix, in necunoscutele x,, x,, x,.

x, =—21—1ix,
Notind x, =, obtinem solutia generala x, = %(—5 +48i—(6+ 7)),

X, =%(IO—lli+(12—3i)a), X, =0, x, =—2i—ic.

Raspuns: S={(%(—5+48i—(6+7i)a), %(10—111+(12—3i)a), a, —2i—ai]ae c}.
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Observatie. Solutia generald nu este univoc determinata, deoarece ea depinde de sirul
de transformari elementare aplicate pentru a obtine un sistem trapezic din cel dat, de
necunoscutele principale selectate. Insa in toate solutiile generale, in expresiile din
membrii din dreapta, figureaza acelasi numar de necunoscute secundare (n—r), n
fiind numarul necunoscutelor si » — numarul de linii nenule ale matricei esalon.

De exemplu, daca in exercitiul 1 numim x,, x, necunoscute principale, atunci,
X, —2x,=2-2ax

de unde obtinem solutia generala
3x,=2+aq,

notind x, =a, avem sistemul {

X, :%(10—40:), x,=a, x, =%(2+a), aeC.

3.4. Sisteme de ecuatii liniare omogene

Sistemul de ecuatii liniare (1) se numeste omogen daca termenii liberi ai tuturor ecu-
atiilor sint 0. Forma generald a unui sistem de m ecuatii liniare omogene cu n necunoscute
este:

.................... (8)

Observatie. Matricea extinsd a sistemului omogen se deosebeste de matricea sistemului
printr-o coloand nuld (ultima), de aceea numarul de linii nenule ale matricelor esalon
obtinute din ele este acelasi.

Aplicind rezultatele obtinute anterior, obtinem fara dificultate urmatoarele propozitii:

1. Orice sistem omogen de ecuatii liniare este compatibil, avind cel putin solutia nula:
x,=0, x,=0, ..., x,=0.

2. Daca numarul liniilor nenule ale matricei esalon obtinute din matricea sistemului (8)
este egal cu numarul » al necunoscutelor, atunci sistemul este compatibil determinat, cu
solutiaunica nula: x, =0, x, =0, ..., x, =0.

3. Daca numarul liniilor nenule ale matricei esalon obtinute din matricea sistemului (8)
este mai mic decit numarul necunoscutelor, atunci sistemul este compatibil nedeterminat.
In particular, aceasta are loc in cazul in care numarul ecuatiilor sistemului initial este mai
mic decit numarul necunoscutelor sau dacd m =n si determinantul matricei sistemului
este egal cu 0.

Exercitiu rezolvat

3x, +5x, +6x, =0,
% S se rezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii {3x, +8x, +24x, =0,
4x, +5x, -2x, =0.

Rezolvare:

Reducem matricea sistemului la forma esalon:

“4(3 5 6 ‘)1 3 5 6 3 5 6
( 3 8 24~310 3 18 NC 0 1 6|~
34 5 -2 0 -5 =30 0 -1 -6

D] = W=

S O W
S = W
S N
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. . 3x, +5x,+6x,=0
Sistemul respectiv are forma ! 2 7
x, +6x,=0.
E comod sa numim principale necunoscutele x, si x,. Notdm necunoscuta secundara
3x, +5x, =—6c

o in necunoscutele x,, x,. Obtinem solutia
X, ==
2

X, =0 sirezolvam sistemul {

generala x, =8¢, x, =—6a, x, =0, oce C.

Raspuns: S ={(8a, —6ax, )| e C}.

Exercitii propuse |

1. Sa se determine care dintre tripletele de numere sint solutii ale sistemului de ecuatii liniare
x+y+z=0
2x—y+z=2 (necunoscutele se ordoneaza (x, y, z)):
xX+2y+z=-1

a) (0,0, 0); b) (1, 1, 1); ) (0,-1,1); d)(3,1,0).
2. Sase determine dacd poate fi aplicatd metoda lui Cramer si sa se rezolve in C sistemul de ecuatii:
—x+8y+3z=2, x+4y+9z=16, x+4z=-17, 2x+4y+6z=-2,
a)92x+4y—z=1, b)12x+2y+2z=2, ¢){-2x+y+3z=-7, d){2x+y+z=2,
2x—-z=]; xX+2y+3z=4; x+2y-2z=7, x+3y+z=35.

3. Saserezolve in C, aplicind metoda lui Gauss, sistemul de ecuatii:

—x+4y-T7z=5, x=2y-z=0, x+y=0,
a)x—y—2z=-2, b) {2x+y =0, C)ix+2z=4,
2y—6z=2; —x—y+2z=0; 2x+y+z=2;
-x+y+3z=1, x+y=l,
d) {x+2y+2z=3, e)\x+y+z=4, ){x—y+z=0,
Tx+y—6z=5; yz=-3 2y-z=l.

4. a) Nelu a achitat pentru 3 tartine si 2 cesti de cafea 21,5 lei, iar colegul sau pentru o cafea si
2 tartine a platit 13 lei. Sa se determine pretul unei tartine si al unei cesti de cafea, compunind un
sistem de ecuatii liniare.

b) Alta data Nelu a achitat pentru 2 chifle, un ceai si 2 prajituri 20 lei, iar colegul sau a achitat
pentru o chifld, un ceai si 3 prajituri 22 lei. Compuneti un sistem de ecuatii corespunzator
acestei situatii. Se pot determina preturile produselor cumparate? De ce?

__B_|

5. Sa serezolve In multimea numerelor complexe, prin metoda lui Cramer, sistemul de ecuatii:
X, +x,+2x,+3x, =1,

2x1+(l+i)x2—x3:1, xl+xz+2x3:_]’ AP
a) 4x, +ix, +2x, =1, b) 42x, —x, +2x,=—4, ©) 2xl +3; —3x _x4 ——6’
x2+(2_i)x320; 4xl+x2+4x3:_2; 1 2 3 4 = 5

X, +2x, +3x, —x, =—4.
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6. Sa se stabileasca daca este compatibil sistemul:
X +x, =3x;=—1,

X, —2x, +x; =3, X +x, =2x; =2, T
a) 4 x, +3x, —x; =1, b) {2x, +2x, +4x, =1,  ©) 2% +x, — 2%, =1,
3x, +4x, —x;=5; X 4+ X, +6x; =1; X +xp +xy =3,
: P b X +2x, =3x;,=1;
2x, +x, +x; =2, 2x, =X, +3x; =3, X = A, +x, =0,
X; +3x, + x5 =5, 3x, +x, —5x,=0, -
d) e) £) Jx, +x, =2,
X, + X, +5x3=-7, 4xl—x2+x3:3, 7
x, +2x, =1
2x, +3x, —=3x; =14; X, +3x, —13x; =—6;

7. Sa serezolve in multimea numerelor complexe sistemele compatibile din exercitiul 6.

8. Siserezolve in RxRXR sistemul omogen (efectuind studiul in functie de A€ R):

X +x, —2x,=0, 4x,—3x, +5x, =0, x, —Ax, +x, =0, X, —2x, + Ax, =0,
a) ax; +2x, —x;=0, b){2x —x,+x,=0, ©)qx+x,=0, d) {x,—Ax, +x, =0,
x; +3x, =0; X, —X, +2x, =0; x, +2x, =0; x, +2x, =0.

Exercitii si probleme recapitulative |

1. Sasecalculeze:
a) 34-2iB; b) i4+ 2B,

1 i -1 il 0
unde 4= |, B= .. !
0 2 3i 1 1 1+1

2. Sa se afle produsele:
31 2

a)(211J21; bl1la 2 3); c)[liIi _3i}
301 2 0jo 1
10 3

4 2 -1y 2 3 49V 5 6 4

A3 -4 6|-4] ols -1 6] 8 9 7|

5 2 -7] s 5 3 5)-4 -5 -3

3. Sise determine valorile parametrilor x, y€ R pentru care sint adevarate egalitatile:
1 2x=3y) (1 y-x-11) b) y+3x -1 ) x4+l -1
~7x+6y 0 ] |19 o | 3 y-x] | 3 6]

1 -1
4. Sasecalculeze A —54+71,, dacd A= (2 }

[}
~

1

5. Sa se reducd matricea la o matrice esalon:

2 1 3 =2 4 2 -1 2 ) L 0
1 —
ayl 1 0 2 4 b)|3 -4 6 —4| C)[ . )
1 1 1+1
-1 -1 -1 6 5 2 =7 5

22 ]
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1 2
6. Sa se determine tipul matricei X care satisface egalitatea X - (3 s )= 3 4).

7. Sase calculeze determinantul matricei 4:

2 -1 =2 2 0 -5
11 NG} 1
a) A= 3 2.; b) 4= ; \/E;C)A=6 -1 1 d) 4=[5 3 3
i —=2i -3 _
4 5 3 0 4 6
a+tb b-a b 1 -1 2i 2 -1 1 1 1 2
e) A=|b+c c—b c| f)A4=[2 1 3ijg) A=|-1 1 1} hyAd=[2 0 1|
c+d a-c a 4 5 -2 1 0 2 35

8. Sa serezolve In multimea numerelor complexe, aplicind metoda lui Gauss sau metoda lui Cramer,

sistemul de ecuatii:
X, +x,=3x,=—1,

2) {;‘1 H2n = b) {)2“1 + (=D, =1, ¢) 123, +x,~2x, =1,
NN = NG =h X, +x,+x,=3;
2x, +3x, = 5x, =17, =2x, +x,+x;, =1, x, —4x, =-1,

d) <4x, +8x, —11x, =17, €) qx, —2x,+x, =1, f) {3x, +2x, =4,
2x, —2x, —x; =1; X, +x,=2x, =1 Tx,+10x, =12;
2x, —x, +x, =3, X, =X, +x; =2,

g2) 9—x, +2x, +x, =6, h) §x, +3x, —x, =12,
3x,+3x, =10; 2x, —4x, +2x, =-10.

9. Un elev are o colectie de gindaci si paianjeni, in total 8 insecte. Gindacii au cite 6 picioare, iar
paianjenii — cite 8 picioare. Citi gindaci si citi paianjeni sint in colectie, daca toate insectele au
54 de picioare?

10. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar aria sa — de 30 cm?. Sa se determine

lungimile catetelor triunghiului.

11. Sa se determine valorile parametrului oce C pentru care sistemul are doar solutia nula:

X, +2x,+x,=0, 2x, —x, +x, =0,
a) 43x, —x, +ax, =0, b) 4—x, +2x, +x, =0,
2x, +7x, +x,=0; 3x, +oux, +3x, =0.
13
12. Fie A= % g . Sa se determine o valoare a lui A€ R, astfel incit A - Ae 4, (N).
76

13. Sa se afle valorile parametrilor x, y, u, ve R pentru care este adevirata egalitatea:

) x+1 x+y 2 —x-1 b) -x y y X -3 1
a = ; - = .
0 x-2y 0 9-2x u+l v 3v 1-2u -8 2

14. Fie o matrice patratica 4 de ordinul 3 cu elementele a, € {0, 1}. Sa se determine valoarea cea
mai mare a det4.

1 n
15. Sa se determine (0 T) ,neN".
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16. Fie o matrice patratica 4, de ordinul 3, ale carei elemente a, € {-1, 1}.
a) Sa se arate ca det4 este un numar par.
b) Sa se determine cea mai mica §i cea mai mare valoare pe care o poate lua detA.

17. Sase reducad matricea la o matrice esalon:

1 2 3 -1
2 2 3 -1
1 11 321 -1
1 1 -1 2
a)|2 -1 5§ b) ; |2 3 1 1}
11 4 -3
1 0 2 2 2 2 -1
33 2 1
552 0
18. Sase calculeze produsele AB, BA (daca exista):
3 -2 4 4 1 4 2 2 -3 0 -6 -3 3
a) A=|2 2 =3| B=|1 4 1 6| byd=|-2 5 -1| B=| -5 -2 2
1 0 -1 1 0 3 3 3 -1 -1 -13 -7 4
-1 3 1+i il
c) A= ) , B= )
0 1 1-i1 0 1
I o O

19. Sase afle valorile parametrului e R pentru care matricea [ 0 1 —1 | este inversabila si

. .. . o 0 1
sa se determine inversa acesteia.

1 2 31
20. Sa se determine matricea X care verificd egalitatea X - (0 ) )= {O 4}

21. Sa se calculeze determinantul matricei 4:

11 1 1 32 31 4 1 4 1

1 2 3 4 1 0 11 1 2 0 2
a) A= 5 b) 4= X c) A=

1 3 6 10 2 -1 -1 1 2 2 3 3

1 4 10 20 3 2 05 0 21 2

22. Se poate ardta cd volumul paralelipipedului A4,4,4,4,4/A,A;A,, unde A (x,, y,,z),
A (X, ¥y 2,), A, (X5, Vs, 23), A(x,, V,, 2,), se calculeazd conform formulei:

1 T 54

V =mod|x,—x, y,—y, z,—z].

Xy =X Vo=V Z,—%

X, =X

_ s —

Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe vectorii 4,4,, 4,4,, A4/, daca
AL LY, 4,(1,2,2), 4,(0,4,2), 4(5,6,8).

23. Saserezolve in C ecuatia:

01 1 x
1 x x
x 0 1 1
a)|x 1 x[=0; b)1 0 1=0.
X
x x 1
1 1 x O
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24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.

Sa se gaseascd o matrice X, X #/,, care comutd cu matricea 4=

- o O

0 1
I 0f
0 0

x tox,=4-o

in functie de valorile
ox, +4x,=4, e C, ’

Sa se discute compatibilitatea sistemului {

parametrului o€ R.
Sa se calculeze inversele matricelor 4 din exercitiul 7 (daca exista).
Sa se calculeze inversele matricelor 4 din exercitiul 21 (daca exista).

Sa se rezolve in multimea numerelor complexe, aplicind metoda lui Cramer sau metoda lui
Gauss, sistemul de ecuatii:

[x, +x, +x, =0,

3x,+2x, —x, +4x, =4,

—2x, =X, +2x, —2x, =-3,

13X, +2x, +2x, +7x, =7,

2x, —x, +x;,+x, =2,
a) <—x, +2x, —2x, +2x, =1, b)
3x, +x, +x, +2x, =10;

X, —4x, +2x;, =—1, [x, +2x, +3x, —x, =1,
2x, =3x, —x, = 5x, =7, d) 3x,+2x, +x,—x, =1,
3x,—7x, +x;,—5x, =8, 2x, +3x, +x, +x, =1,
X, =X, —x, =—1; [5x, +5x, +2x, =2;

¢)

5x,—3x, +2x, +4x, =3,
4x, —2x, +3x, +7x, =1,
8x, —6x, —x, —5x, =9,
7x,—3x, +7x, +17x, = A.

o, +x, +x; =1,
e) 9x, +ou, +x, =1, f)
X, +x, tox, =1;

Sa se determine compatibilitatea (in functie de A€ C) si sa se rezolve sistemul omogen:
X, +x, +Ax, —x, =0,

X, +2x,+x,—x,=0, Ax, +x, +x, =0, S
a) 13x, —x; +x, =0 b) {x, +Ax, +x,=0 ) TR TLTL =
2 3 4 > 1 2 3 > 3 -0
— —0- lx N X=X, =X, — X, =V,
2x, +7x, +x, —x, =0; X, +x,+Ax, =0,

Ax, —2x, —2x, =0.

in doui vase se afla solutie de acelasi acid, dar de diferita concentratie: in primul vas sint
75 1, iar 1n al doilea — 50 / de solutie. Daca se amesteca aceste cantitati de solutie, se obtine o
solutie cu o concentratie de 42% de acid. Daca se vor lua aceste solutii in cantitati egale, se
va obtine o solutie cu o concentratie de 50% de acid. Ce cantitate de acid este in fiecare vas?

Distanta dintre doua orase este de 30 km. Doi biciclisti pornesc din aceste orase unul spre
celalalt. Daca primul se porneste cu 2 ore mai devreme decit al doilea, atunci ei se vor intilni
peste 2,5 ore dupa ce a plecat biciclistul al doilea. Daca al doilea biciclist se va porni cu 2 ore
mai devreme decit primul, atunci ei se vor intilni peste 3 ore dupa ce a plecat primul. Care este
viteza fiecarui biciclist?

Trei persoane au plasat capitalul disponibil cu dobinzile anuale de 4%, 5% si respectiv 6%.
Peste un an, ei au obtinut in total 530 u.m. dobinda. Persoana a doua a primit o dobinda cu
70 u.m. mai mare decit prima. Daca tot capitalul ar fost plasat cu dobinda de 5% anual, atunci
dobinda ar fi constituit 500 u.m. Sa se determine suma de bani plasata de fiecare persoana.
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Modulul 7

Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

1. Calculati: | | ()
3 -1 2 2 10 21 0
a) 2- + ; b) 413 =2
2 16 -1 -2 4 3 2 -1
0 1
2. Cuajutorul transformarilor elementare ale liniilor, transformati matricea @
21 3 4
A=[0 1 2 =3 | intr-omatrice esalon.
31 -2 1
2x, —x, =3,
3. Rezolvati in CxCxC, prin metoda lui Cramer, sistemul de ecuatii liniare { x, + x, —3x, =0, ®
—x, +5x, =-1.

X, +9x, —6x, =0,
4. RezolvatiIn Cx CxC sistemul de ecuatii liniare omogene <—x, +3x, —2x, =0, (©)
x, +3x, —2x, =0.

Daca el este compatibil nedeterminat, aflati solutia generald si o solutie particulara.

4| Timp efectiy de lucry:
90 de minyte

In itemul 3 indicati litera corespunzitoare variantei corecte.
1. Efectuati operatiile: 3 ©)
31 2-1 T+2i 2 i-1 7-i 2—-i i-1
R KR N ]( )
3-1 0 1-1 -1 2 3+1 3t 2+1
3 -2
2 3 0 2 —i
2. Determinati o matrice esalon echivalenta cu matricea A= -4 1 1 5 2i | ©)
35827 0
21 0
3. Determinantul matricei 4= -1 3 -2 [esteegalcu A 1. B0. C-4. D 6. @
1 3 =2
4. Determinati inversa matricei 4 din itemul 3. ) 1 3 @
5. Rezolvati ecuatia matriciala X4 = B, matricea 4 fiind din itemul 3,iar B={0 1 2| @
1 -1 0
6. Rezolvati In multimea numerelor complexe, prin metoda lui Cramer sau prin metoda | @
2x, +x, =1,
D e 3x, +2x, =0,
matriciald, sistemul de ecuatii liniare X+ 2%, — 3%, —2x, =2,
4x, —2x, +x; +x, =—1.
7. Rezolvati in multimea numerelor complexe sistemul de ecuatii liniare AX =0, matri- | @
cea A fiind din itemul 2.
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|__Modulul |

Paralelismul dreptelor
si planelor

Obijective

=7 identificarea In diverse contexte si utilizarea axiomelor, definitiilor si teoremelor specifice
geometriei in spatiu in diverse contexte;

=3 identificarea in situatii reale si/sau modelate si construirea dreptelor concurente, necoplanare,
paralele;

=7 identificarea in diverse contexte a pozitiilor relative a doud drepte in spatiu, ale dreptei si
planului, ale planelor;

=3 construirea dreptelor ce intersecteaza planul, a planelor ce se intersecteaza si a planelor
paralele;

=2 aplicarea criteriilor de paralelism al dreptelor, al dreptei cu planul si a doua plane in diferite

contexte.

Axiomele geometriei in spatiu

In geometria in spatiu, ca si in geometria in plan, notiunile si propriettile figurilor se
stabilesc prin definitii, axiome si teoreme. In spatiu, pe linga notiunile fundamentale deja
cunoscute: punct, dreaptad, distanta si mdsurd a unghiurilor, apare si notiunea plan.
Prin urmare, sistemul de axiome ale geometriei in plan necesita o extindere.

Vom completa grupul de axiome ale geometriei in plan cu trei axiome care exprima
proprietatile fundamentale ale punctelor, dreptelor si planelor in spatiu:

S

Oricare ar fi planul, existd puncte care apartin acestui plan i puncte care
nu-i apartin (fig. 8.1 a)).

S, Trei puncte necoliniare determind un plan si numai unul (fig. 8.1 b)).

S, Dacé doud plane distincte au un punct comun, atunci intersectia lor este o
dreapta (fig. 8.1 ¢)).

1

B
.C a B
-4 B . ’
o o 4
Aea, Be« A,B,Ce (Ae o, Ae B, # )=
saflf=a
a) b) c)

Fig. 8.1



Paralelismul dreptelor si planelor

In baza acestor axiome pot fi demonstrate urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Daca doua puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci
orice punct al dreptei apartine acestui plan (fig. 8.2 a)).

plan (fig. 8.2 b)).

Teorema 3. Doua drepte concurente determind un unic plan (fig. 8.2 ¢)).

=) =) P

I Teorema 2. O dreapta si un punct ce nu apartine acestei drepte determind un unic

A,Bea= ABc A¢ a = punctul 4 si ab=M = dreptele a si
dreapta a determina b determina planul o
planul o
a) b) c)
Fig. 8.2

Planul se noteaza cu literele mici ale alfabetului grecesc: o, f3, 7, ... Planul determinat
de o dreaptd d si un punct 4 se noteaza (4, d) sau (d, A). Planul determinat de punctele
necoliniare 4, B, C se noteaza (4BC).

Punctele care apartin unui plan se numesc puncte coplanare, in caz contrar —
necoplanare.

Teorema 4 (de separare a spatiului). Orice plan o imparte multimea punctelor
spatiului in doud submultimi nevide disjuncte de puncte, astfel incit pentru orice
doud puncte 4, B din submultimi diferite, segmentul AB intersecteaza planul o, iar
pentru orice doud puncte C, 4 din aceeasi submultime, segmentul CA nu intersecteaza
planul o (fig. 8.3).

Definitii. = Fiecare dintre submultimile din teorema 4 se numesc semispatii
deschise determinate de planul ¢, numit frontiera semispatiului.

* Reuniunea semispatiului deschis cu frontiera sa se numeste semispatiu inchis.

Se noteaza: (oA — semispatiul deschis cu frontiera o i care contine punctul A4;
[aA — semispatiul Inchis cu frontiera ¢ si care contine punctul 4 (fig. 8.3).

“—,
/ /
Bf

Celod, [CAINa=D, Be[od, [AB]Na = E
Fig. 8.3

o




Modulul 8

Probleme propuse |

1. Este posibil ca numai trei virfuri ale unui paralelogram sa apartina unui plan?

2. Centrul unui cerc i doua puncte de pe cerc apartin unui plan.
Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei: D
,Orice punct al cercului apartine acestui plan”.

3. Fie DABC un tetraedru, P€ (AB), Q€ (AD). Sa se construias-
ca dupa figura alaturata liniile de intersectie a planelor:

a) ABD si CPQ;
b) CPQ si ABC;
¢) CPQsi ADC.

4. Lungimea fiecarei muchii a tetraedrului ABCD este a. Sa se afle aria sectiunii APQ, daca P este
mijlocul muchiei BD, iar Q — mijlocul muchiei DC.

5. Se dau trei drepte care au un punct comun si nu sint situate in acelasi plan. Sa se determine
numarul de plane determinate de aceste drepte.

6. Se dau patru drepte care au un punct comun, astfel incit oricare trei dintre ele nu sint coplanare.
Sa se determine numarul de plane determinate de aceste drepte.

7. Fie patru puncte necoplanare. Sa se afle:
a) numarul de drepte determinate de aceste puncte;
b) numarul de plane determinate de aceste puncte.

8. Fie cinci puncte, astfel incit oricare patru nu sint coplanare. Sa se determine:
a) numarul de drepte determinate de aceste puncte;
b) numarul de plane determinate de aceste puncte.

9. Poate oare o dreapta sa aibd cu un plan exact:
a) doud puncte comune; b) 2014 puncte comune; ¢) un punct comun?

10. Cite puncte comune poate avea un plan cu:
a) un segment; b) o semidreapta; ¢) un cerc?

11. Trei puncte arbitrare ale unui dreptunghi apartin unui plan. Apartine oare dreptunghiul acestui
plan?

_B_|

12. Dreptele a si b sint paralele. Sa se arate ca daca dreapta a intersecteaza un plan o (a ¢ o),
atunci si dreapta b intersecteaza acest plan.

13. Dreptele AB si CD sint neconcurente. Sé se arate ca exista un unic plan ce contine dreapta AB
si care este paralel cu dreapta CD.

14. Treidrepte d,, d, si d, sint concurente doud cite doua In puncte diferite. Sd se demonstreze
ca aceste drepte sint situate in acelasi plan.

234
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15. Punctul 4 nu apartine planului determinat de punctele necoliniare B, C, D. Sa se demonstreze
ca dreptele AD si CB nu sint continute de acelasi plan.

16. Punctele 4, B, C, D apartin si planului ¢, si planului . Sa se demonstreze ca aceste puncte
sint coliniare, daci se stie ca planele « si 3 sint distincte.

17. Fie patru puncte ce nu apartin unuia si aceluiasi plan. Sa se demonstreze ca oricare trei puncte
din cele date nu sint coliniare.

18. Fie asi Bplane care se intersecteaza dupa dreapta a, iar punctele 4, B apartin planului o si sint
separate de dreapta a. Sa se arate ca planul 3 separd punctele 4 si B.

19. Fie asi B plane distincte. Sa se arate cd exista cel putin o dreapta neinclusa in nici unul dintre
cele doua plane.

20. Dreptele AB si CD nu sint situate in acelasi plan. Sa se arate ca si dreptele AC si BD nu sint
situate in acelasi plan.

m| Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

Fie dreptele a si b in spatiu. Distingem urmatoarele cazuri posibile ale pozitiilor rela-
tive a douad drepte 1n spatiu:

a) dreptele a si b au doud puncte comune diferite (in acest caz, dreptele coincid,
fiindca doud puncte diferite determind o dreaptd si numai una);

b) dreptele @ si b au un unic punct comun (in cazul dat, dreptele se numesc concurente
in acest punct) (fig. 8.4);

c) dreptele a si b sint situate in acelasi plan si nu au puncte comune (fig. 8.5);

d) dreptele a si b nu se afla in acelasi plan. Astfel de drepte se numesc necoplanare
(fig. 8.6).

In cazurile a), b), ¢) dreptele a, b se numesc coplanare (fig. 8.4, 8.5).

B‘b
A/ b /b a\ \A

o a/ o o 1
|

Fig. 8.4 Fig. 8.5 Fig. 8.6

Existenta dreptelor necoplanare se demonstreaza astfel:

In spatiu exista un plan « si un punct B ce nu apartine acestui plan. in planul ¢ exista
o dreapta a si un punct 4 ce nu apartine acestei drepte (fig. 8.6). Punctele distincte 4 si B
determina dreapta b, care este necoplanard cu dreapta a.

Definitie. Doud drepte in spatiu se numesc paralele daca ele sint situate in acelasi
plan si nu au puncte comune sau daca coincid (fig. 8.5).
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Rezolvare:

a) Daca am presupune ca E si F ar coincide, ar rezulta ca dreptele AB si CD sint
concurente in punctul £. Aceasta ar insemna ca punctele 4, B, C, D sint coplanare, ceea
ce contrazice conditia problemei.

b) Fie dreptele EF si AD coplanare. Atunci punctele 4, E, F,, D sint coplanare si cum
Be (AE, Ce (DF, rezulta ca punctele 4, B, C si D apartin aceluiasi plan, dar aceasta
contrazice conditia problemei.

Rationamente asemanatoare se aplica la demonstrarea necoplanaritatii celorlalte perechi
de drepte.

Probleme propuse |

1. Dreapta d intersecteazd dreptele distincte d, si d,. Rezulta de aici cd dreptele d, d, si d,
apartin aceluiasi plan?

2. Dreptele a si b sint paralele, iar dreapta ¢ intersecteaza dreapta b. Sa se determine in ce relatie
sint dreptele « si c.

3. Dreapta a intersecteaza planul o. Dreapta b este paralela cu dreapta a. Va intersecta dreapta b
planul o ?

4. Prin virfurile unui paralelogram sint construite patru drepte \b a
paralele care nu sint situate in planul paralelogramului. Sa se \D C/
arate ca punctele de intersectie a oricarui plan cu aceste
patru drepte sint virfurile unui paralelogram.

5. iInfigura, planele o si B sint paralele (4B }f DC).
Sa se determine pozitia relativa a dreptelor a si b.

_B_|

6. Fie doua drepte paralele si una dintre ele paralela cu un plan. Sa se demonstreze ca si cealalta
dreapta este paralela cu acest plan.

7. Fie o dreapta paraleld cu doud plane care se intersecteaza. S& se demonstreze cd aceasta
dreapta este paraleld cu dreapta de intersectie a acestor plane.

8. Dreptele a si b sint paralele, iar dreptele ¢ si b sint necoplanare. In ce relatie pot fi dreptele ¢
sia?

9. Punctul 4 nu apartine dreptei d. Prin punctul 4 se construiesc toate dreptele necoplanare cu
dreapta d. Sa se determine reuniunea dreptelor construite.

10. Dreptele d, si d, sint necoplanare, iar dreapta d este paralela cu dreapta d,. In ce relatie sint
dreptele d si d,?

11. Intersectia planelor o si B este dreaptad. Punctul A€ o si A¢ d, punctul Be B si Be d.
In ce relatie sint dreptele d si AB?
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Paralelismul dreptelor si planelor

Teorema 8. Dacid o dreapta este paraleld cu un plan, atunci intersectia acestui plan
cu orice alt plan, care nu este paralel cu cel dat si trece prin dreapta data, este o
dreapta paraleld cu dreapta data (fig. 8.13).

(alla, azo, o )= a No=aqa,|a (i=1,n,neN’)
Fig. 8.13

Exercitiu. Demonstrati teorema 8.

Teorema 8' (teorema ,acoperisului”).
Fie dreptele paralele d, si d,. Daca un plan
ce contine dreapta d, este secant unui plan
ce contine dreapta d,, atunci dreapta d de
intersectie a acestor plane este paralela cu
dreptele d, si d, (fig. 8.14).

Probleme rezolvate

% 1. Consideram punctul £ care nu apartine planului
paralelogramului ABCD si punctul /' —mijlocul seg-
mentului AE. Sa se arate ca dreapta F'C intersecteaza
planul BED in centrul de greutate G al triunghiu-
lui BED (fig. 8.15).

Rezolvare:

Fie planul EAC. Punctul F'si mijlocul O al diago-
nalei AC a paralelogramului ABCD apartin acestui
plan. Prin urmare, punctul G de intersectie a media-
nelor CF si EO ale triunghiului £4C apartine planu-
lui EAC. Cum segmentul EO este mediana si a tri- Fig.8.15
unghiului BED, rezulta ca (FC)(\(BED)=G.

% 2. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D. Punctele E, F si G apartin segmentelor AD, DC
si respectiv BC, fara a coincide cu extremitatile lor si, n plus, % * Ie—g (fig. 8.16 a)).

Sa se reprezinte intersectiile planului £/G cu planele ADC, DBC, ABC si ABD.
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Rezolvare:
Evident, intersectiile planului £FG cu planele ADC si DBC sint dreptele EF i respectiv
FG (fig. 8.16 b)).

E

B
a) Fig.8.16

Fie dreptele EF si AC se intersecteaza in punctul H. Acest punct existd, deoarece

DE # DF  punctul 1 apartine planului EFG si planului ABC. Prin urmare, dreapta HG

EA  FC’
este dreapta de intersectie a planelor EFG si ABC. Fie HG () AB = L. Atunci dreap-

ta EL este dreapta de intersectie a planelor EFG si ADB.

% 3. Fie d, si d, drepte concurente situate in planul ¢, iar d o dreapta ce intersecteaza
planul ¢ intr-un punct D ce nu apartine dreptelor d, si d, (fig. 8.17). Sa se determine
multimea dreptelor care intersecteaza dreptele d, d, si d,.
Rezolvare:
Fie O punctul de intersectie a dreptelor d, si d,.

Orice dreapta care trece prin punctul O si printr-un
punct 4 al dreptei d verifica conditiile problemei. De
asemenea, orice dreaptd din planul o care trece

prin punctul D si intersecteazd ambele drepte d, si  /y
d, verificd conditiile problemei. Alte drepte care ar
intersecta toate dreptele d, d, si d, nu exista.

% 4. Planul o este intersectat de dreptele necopla-
nare a si b in punctele 4 si respectiv B. Prin fiecare
punct M al dreptei a se duce paralela cu dreapta b si
se noteazd cu M’ punctul de intersectie a acestei
paralele cu planul o (fig. 8.18). Sa se arate ca atunci
cind punctul M descrie dreapta a, punctul M’ de-
scrie o dreapta din planul o ce trece prin punctul 4. Fig.8.18

Rezolvare:

Fie b’ dreapta care trece prin punctul 4 si este paraleld cu dreapta b (care existi si
este unicd). Planul determinat de dreptele a si b, concurente in A, intersecteaza pla-
nul o dupé dreapta c. Dreapta ¢ este dreapta cautata.
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Probleme propuse |

1. in tetraedrul ABCD, punctul M este mijlocul muchiei BD, iar punctul N este mijlocul muchiei
AD. Dreapta d este intersectia planului 4BC cu planul determinat de dreapta MN si virful C. In
ce relatie sint dreptele d si MN?

2. Punctele 4, B, C, D sint necoplanare. Punctul £€ AD (AE=2ED), punctul Le AB (AL=2LB),
punctul Fe DC (DF =2FC), punctul M e CB (BM =2MC). Determinati relatia dintre
dreptele EL si FM.

3. Se dau punctele necoliniare 4, B, C. Un plan paralel cu dreapta 4B intersecteaza segmentele
BC si AC in punctele M si respectiv N. Sa se afle lungimea segmentului MN, daca:

a) AB=30cm si MB:BC=2:3; b) AB=16cm si BM :MC=5:3;
¢) CM =20cm i AB:BC=4:5; d) BM =a, MC=c, AB=b.

4. Punctele 4, B, C, D sint necoplanare. Pe segmentele AB, BC, CD si DA se iau punctele 4,, B,, C,
si respectiv D,, astfel incit 44 :4,B=1:3, BB,:B,C=3:1, CC,:C,D=2:1 si respectiv
DD, :D,A=1:2. Si se demonstreze ca punctele 4, B,, C,, D, sint coplanare.

5. Fie punctele 4, B, C si D necoplanare. Pe segmentele AB, BC si CD se iau punctele 4,, B, si
respectiv C,, astfel incit 44, : AB=a, BB, :BC=b si CC,:C,D=c. Planul A4 B,C, inter-
secteaza segmentul 4D In punctul D,. Sa se afle raportul DD, : D, A.

6. Punctele 4, B, C, D sint necoplanare. Punctul M € AD sipunctul N € BD. ince relatie se afla
dreapta MN si planul ABC, daca se stie ca AM :MD = BN : ND?

7. Punctele 4, B, C, D sint necoplanare. Punctul M este centrul de greutate al triunghiului ABD, iar
punctul N este centrul de greutate al triunghiului BDC. Sa se demonstreze ca dreapta MN este
paralela cu planul ABC.

YA Plane paralele

Fie doua plane in spatiu. Distingem urmatoarele cazuri
posibile ale pozitiilor relative a doua plane in spatiu:

a) planele se intersecteaza dupa o dreapta (fig. 8.19 a));

b) planele nu au nici un punct comun (fig. 8.19 b));

¢) planele coincid (fig. 8.19 c)).

oNPB=d oNB=0 oa=p
a) b) c)
Fig. 8.19
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Definitie. Doua plane se numesc paralele daca ele nu au puncte comune sau
daca coincid.

situate intr-un plan sint paralele cu un alt plan, atunci planele sint paralele.

I Teorema 9 (criteriul de paralelism al planelor). Dacd doua drepte concurente

Demonstratie

Fie dreptele concurente a si b, situate in
planul ¢, paralele cu planul S (fig. 8.20).

Presupunem ca planele o si 8 nu sint pa-
ralele. Atunci intersectia lor este dreapta c.
Conform teoremei 8, dreptele a si b sint para-
lele cu dreapta ¢, dar aceasta contrazice axioma dreptelor paralele, deoarece obtinem ca
in planul o printr-un punct trec doud drepte diferite, a si b, paralele cu dreapta c, ceea ce
este imposibil. Prin urmare, planele o si 8 sint paralele. P

Fig. 8.20

Teorema 10. Daca doua plane paralele sint intersectate de un al treilea plan, atunci
dreptele de intersectie sint paralele (fig. 8.21 a)).

Teorema 11. Daca doud drepte paralele intersecteaza doua plane paralele, atunci
segmentele dreptelor cuprinse intre aceste plane sint congruente (fig. 8.21 b)).

Y
_______ A | a M
a”" T o
o i
| B b| N
B |
a B
(allb,ec|| B) =[AM]=[BN],
(@B, yNa=a, yNB=b) =allb 4,Bea, M, Ne 8
2) Fig. 8.21 b)
| Exercitiu. Demonstrati teoremele 10 si 11.
Probleme rezolvate B
% 1. Segmentul 4B nu intersecteaza planul o si este /
impartit de punctele M si N n trei segmente, astfel incit N
AM : MN = MN : NB =1:2. Prin punctele 4, M, N si
B sint trasate drepte paralele ce intersecteaza pla- M, |N, B,
nul o in punctele 4, M,, N, si respectiv B,
(fig. 8.22). Sa se afle lungimea segmentelor MM, o A7M, N | B

si NN, stiind ca A4, =2 cm, BB, =16 cm.
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Rezolvare:

Construim prin punctul 4 o dreapta paraleld cu A4,B,, care intersecteaza dreptele MM,
NN, si BB, in punctele M,, N, si respectiv B,. Triunghiurile AM,M si AB,B sint
asemenea, deci MM, : BB, = AM : AB.

Din AM : MN = MN : NB=1:2 rezultd cd AB=T7AM. Atunci MM, : BB, =1:7,
MM, =BB,:7=14:7=2.

Astfel, MM, = MM, + M,M, =2+ 2 =4 (cm).

In mod analog, constatdim ci AANN, ~ AABB, .

Asadar, NN, :BB, = AN : AB=3A4M :7TAM =3:7, de unde NN, :%BB2 =6 cm.
Prin urmare, NN, = NN, + NN =6+2 =28 (cm).
Raspuns: MM, =4 cm, NN, =8 cm.

% 2. Punctele 4, 4,, 4, sint situate pe muchia piramidei VABC, astfel incit

AA, = A 4, = A, 4,. Prin aceste puncte sint trasate plane paralele cu baza piramidei, care

intersecteazd muchiile VB si V'Cin punctele B,, B,, B, sirespectiv C,, C,, C, (fig. 8.23).

Sa se afle perimetrele triunghiurilor 4,B,C, si 4,B,C,, daca perimetrele triunghiurilor

ABCsi A,B,C, sint & sirespectiv 4.
Rezolvare:

Segmentul 4,B, este linie mijlocie a trapezului 4, 4,B,B,,

. R+, : :
adica & = 12 > (1), unde # si 7 sint perimetrele
triunghiurilor 4, B,C, sirespectiv 4,B,C,.

" ) 7 f
In mod similar, & =# (2). Din (1) si (2) obtinem:

22.0]3’+g’ !@_29’4?/3"

'?2) 3 ’ 1 3
29+ 9, 28R+
Raspuns: &P = L, p="2 :
3 3 Fig. 8.23

% 3. Tetraedrul regulat ABCD este sectionat de un plan paralel cu planul fetei BCD si
care trece prin punctul Fe AC, astfel incit AE: EC=2:3 (fig. 8.24). Sa se afle aria
sectiunii, dacd lungimea muchiei tetraedrului este a.
Rezolvare:
Este evident ca laturile triunghiului FGE sint paralele
cu laturile fetei BDC si ca triunghiul FGE este echilateral.
Cum AAEF ~ AACB, obtinem:

BC_AC_AE+EC_ | EC BC_, 3_5
FE AE AE AE> FE 2 2°
de unde FEzz?a.

y _(EFY A3 _4a’\3_a* 3
Astfel, o, = 2 B v T

a’ -3

Raspuns: oy, =
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% 4. Sa se construiasca sectiunea prismei drepte 4BCDA,B,C,D, cu planul determinat
de diagonala BD, si de un punct M € (CC)).
Rezolvare: D, C
Evident ca doua laturi ale poligonului obtinut in sec- AN
tiune sint segmentele BM si MD, (fig. 8.25). " : ;
Punctul N =CD (N1 D,M este comun planului ABC Ll A
si planului sectiunii cautate. Prin urmare, punctul :
P=BN(AD este comun planului ADD, si pla- SN N
nului acestei sectiuni.
Punctul L = 44, PD, este cel de-al patrulea
virf al poligonului obtinut in sectiune. P

Raspuns: Sectiunea este patrulaterul BLD M.

Probleme propuse |

1. Punctele 4, B, C, D sint necoplanare. Punctele M, N, P sint mijloacele segmentelor AD, BD si
respectiv CD. Sa se arate ca planele MNP si ABC sint paralele.

2. Pe muchiile tetraedrului ABCD sint luate punctele L€ AD, Pe AD (AL=LP=PD), M e BD
(DM =2BM), Ne CD (ND=2NC).
a) Sa se arate ca planul MNL este paralel cu planul 4BC.
b) Sa se construiascad punctul /, de intersectie a dreptei PM cu planul ABC.
c) Sa se construiascd punctul /, de intersectie a dreptei PN cu planul ABC.
d) Sa se construiasca intersectia planelor ABC si PMN.

Vv

3. Punctele 4, 4,, 4,, A, sint situate pe muchia 4} a piramidei
triunghiulare VABC, astfel incit [4A4,]=[4,4,]=[A4,4,]=
=[4,4,]. Prin aceste puncte sint construite plane paralele cu
planul bazei piramidei, care intersecteaza muchiile VB si VC
in punctele B, B,, B, B, si respectiv C,, C,, C,, C,. Sa se
determine perimetrele triunghiurilor obtinute in sectiuni, daca
perimetrul triunghiului 4,B,C, este de 5 cm, iar perimetrul A
triunghiului ABC este de 40 cm.

__B_| 3

4*. Prisma triunghiulara dreaptda ABCA,B,C, este sectionatd de un plan ce trece prin punctul
M € [AA,] sicare este paralel cu dreptele 4B, si AC,. Sa se determine perimetrul poligonului
obtinut in sectiune, dacd AM =1cm, A4, =3 cm, AB=AC=4cm, BC=2cm.

Gy

5. Tetraedrul ABCD este sectionat de un plan ce trece prin punctul M € [4D] si care este paralel
cu planul bazei ABC. Sa se afle perimetrul poligonului obtinut in sectiune, dacd AM =5 cm,
AD=15cm, AB=20cm, BC=19cm, AC=18 cm.
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6. Pemuchia V4 a piramidei triunghiulare VABC se iau punctele 4,, 4,, 4,, astfelincit 4,4, =244,
si A,A, =24 A4,. Prin aceste puncte sint trasate plane paralele cu planul bazei piramidei, care
intersecteazd muchia VB in punctele B,, B,,B,, iar muchia V'C —in punctele C,, C,, C,. Sd se
afle perimetrele &, 7, si & ale triunghiurilor 4, B,C,, 4,B,C, sirespectiv 4,B,C,, daci se
stie cd perimetrul triunghiului ABC este &, iar AA, :VA, = A.

7. Fie ABCD un patrulater convex si £ un punct ce nu apartine planului suport al patrulaterului
ABCD. Pe segmentele AE, BE, CE, DE se iau punctele M, N, P si respectiv R, astfel incit
2AM =3ME, 2BN =3NE, 2CP=3PE, 3DR=2RE.
a) Sa se demonstreze ca planul MNP este paralel cu planul suport al patrulaterului ABCD.
b) Sa se construiasca punctul / de intersectie a dreptei NR cu planul suport al patrulaterului
ABCD.

8. Fie ABCD un patrulater convex §i £ un punct ce nu apartine planului suport al patrulaterului
ABCD. Punctele M, N, P sint punctele de intersectie a medianelor triunghiurilor ABE, BCE si
respectiv CDE. Sa se demonstreze ca planul MNP trece prin punctul Q de intersectie a medianelor
triunghiului ADE.

Probleme recapitulative |
| A |

1. Segmentul 4B nu intersecteaza planul « . Prin extremitatile segmentului 4B si prin mijlocul
lui, punctul M, sint trasate drepte paralele, care intersecteaza planul « in punctele 4,, B, si
respectiv M,. Sa se afle lungimea segmentului MM,, daca:

a) A4, =32 m, BB, =2,3 dm; b) 44, =19 cm, BB, =2 dm; c¢) A4, =33 cm, BB, =75 cm.

2. Segmentul 4B nu intersecteaza planul o si este impartit de punctele M si N in trei segmente
congruente: AM, MN, NB. Prin extremitatile segmentului AB si prin punctele M si N sint trasate
drepte paralele ce intersecteaza planul o in punctele 4,, B,, M, si respectiv N,. Sa se afle
lungimile segmentelor MM, si NN, dacé se stie cd A4, =16 cm, BB, =4 cm.

3. Fie planele paralele o, § si un punct M. Planul B si punctul M sint situate in semispatii
diferite limitate de planul ¢. Prin punctul M sint trasate doua drepte care intersecteaza pla-
nul o in punctele 4, si 4,, iar planul B — in punctele B, si B,. Sa se calculeze lungi-
mea segmentului 4, 4,, daca B,B, =20 cm si MA, : A, B, =3:2.

4. Punctele 4, B, C, D sint necoplanare. Punctul Le DC, astfel incit DL=2LC, iar punctul M
este centrul de greutate al A4BD. S se arate ca dreapta ML este paralela cu planul ABC.

_B_|

5. Printr-un punct O, ce nu apartine nici unuia dintre planele paralele a si b, sint construite
dreptele a,, a,, a, si a,, care intersecteaza planul a in punctele 4, 4,, 4, si respectiv 4,, iar
planul & —1in punctele B,, B,, B, si respectiv B,.

AA, A4, AA, OA  OA, 04, OA,

Sa se demonstreze ca —-2 —L

BB, B,B, BB, OB OB, OB, OB,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sa se demonstreze ca daca orice dreapta ce intersecteaza unul dintre cele doua plane date
intersecteaza si al doilea plan, atunci planele sint paralele.

O dreapta intersecteaza planul ¢« n punctul 4. Prin punctele B si C (B se afla intre 4 si C) ale
dreptei, situate in acelasi semispatiu limitat de planul «, sint trasate doud drepte paralele care
intersecteaza planul & in punctele B, sirespectiv C,. Sa se afle lungimea segmentului BB,,
daca:

a) CC,=a si AC:BC=24, b) CC,=a si AB: AC=p;

c) AB=1[ si AC:CC, =k; d) AC=a, BC=b, CC, =c.

Punctele 4, B, C, D sint necoplanare si 4C =12 c¢cm, BD =20 cm. Si se determine perimetrul
patrulaterului ale carui virfuri sint mijloacele segmentelor AB, BC, CD, DA.

Punctul £ nu apartine planului trapezului ABCD (BC|| AD). Punctele M si L sint mijloacele
laturilor AB si CD ale trapezului, iar punctele N si P —mijloacele segmentelor BE si CE. Sa se
arate ca dreptele MN si PL sint concurente.

Fie punctele 4, B, C, D necoplanare. Pe segmentele AC si BC se iau punctele M si respectiv
N, astfel incit AM : MC = BN : NC =m:n. Sa se afle lungimea segmentului determinat de
mijloacele segmentelor AD si BD, daca MN =a.

La reconstructia acoperisului unei case s-a luat decizia de a ridica o mansarda. Capriorii AF,
BF, CE si DE urmeaza sa fie tdiati in punctele 4,, B,, C, sirespectiv D,, astfel incit planul
dreptunghiului 4, B,C,D, sa fie paralel cu planul podului (fig. a)). Capetele capriorilor se vor
sprijini pe colturile peretilor mansardei (fig. b)). La ce distanta de la colturile podului casei
trebuie tdiati capriorii, astfel Incit 1atimea mansardei in exterior sa fie de 9 m, daca se stie ca
latimea podului casei este de 12 m, iar lungimea capriorilor —de 8 m?

Tetraedrul regulat ABCD este sectionat de un plan ce trece prin virful 4 si prin mijloacele
muchiilor BD si CD. Sa se afle aria sectiunii obtinute, daca lungimea muchiei tetraedrului
este 2a.

Fie trei drepte necoplanare care se intersecteaza doua cite
doua. Sa se demonstreze ca dreptele au un punct comun.

Se dau planele asi 3, a caror intersectie este dreapta a.
Punctele 4 si B apartin planului ¢, iar punctul C apartine
planului f. Sa se construiasca liniile de intersectie a planului
ABC cuplanele o si .

Se dau punctele necoplanare A, B, C si D. Punctul M apartine segmentului DC. Sa se
construiasca liniile de intersectie a planelor ADC, CBD, ABC si ABD cu planul care trece prin
punctele M si 4 si este paralel cu dreapta BD.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Fie punctele necoplanare 4, B, C si D si punctul £ ce apartine segmentului AC, astfel incit
AE : EC =3:2. Sa se construiasca liniile de intersectie a planelor ADC, ADB, ABC cu planul
ce trece prin punctul £ si este paralel cu planul BCD.

Punctul £ nu apartine planului paralelogramului ABCD. Sa se demonstreze ca linia de
intersectie a planelor ABE si CDE este o dreapta paralela cu dreapta DC.

Prin punctul £ ce nu apartine planului o sint duse dreptele a b Da

si b, care intersecteaza planul « in punctele 4 si respectiv B. £

Punctul D apartine dreptei a, iar punctul C — dreptei b. Sa se C
construiasca punctul de intersectie a dreptei DC cu planul o. a4/ \ B
Fie punctele necoplanare 4, B, C'si D. Punctul M este mijlocul  /&x 7 ! .
segmentului AD, iar punctul G este intersectia medianelor / \

triunghiului 4ABC.
a) Sa se construiascad punctul £ de intersectie a dreptei MG cu planul BCD.
b) Sa se demonstreze ca punctele B, D, C, F sint virfurile unui paralelogram.

Se dau punctele necoplanare 4, B, C si D. Punctele E, F'si H sint situate pe dreptele 4D, DC
si respectiv BC, astfel incit EF ) AC si FH){ DB. Sa se construiascd punctele de intersectie a
planului EFH cu dreptele AB si DB.

Fie punctele necoplanare 4, B, C si D. Se stie ca E€ (AD),
Fe (4BD) si H e (BCD). Sa se construiasca: E
a) liniile de intersectie a planului EFH cu planele ABC, ACD, ABD

C
$i BCD; A 4
b) punctele de intersectie a planului ABC cu dreptele EF, EH si FH;
B

¢) intersectia dreptei FH cu planul ADC.

Se dau punctele necoplanare 4, B, C si D. Sa se demonstreze ca dreapta a care trece prin
mijloacele segmentelor 4B si DC, dreapta b ce trece prin mijloacele segmentelor AD si BC si
dreapta c care trece prin mijloacele segmentelor AC si DB au un punct comun.

Punctul £ nu apartine planului paralelogramului ABCD. Punctul M apartine segmentului EC,
iar punctul N apartine segmentului ED si se stie ca EM : MC = EN : ND.

a) Sa se construiasca intersectia planelor ACE si BDE.

b) Sa se demonstreze cd MN || AB.

¢) Sa se construiasca punctul P de intersectie a planului LMN cu dreapta AD, unde L este un
punct al segmentului BC.

d) Sa se precizeze natura patrulaterului NMLP.

Fie planele distincte ABC si o si un punct arbitrar M

M
(M ¢ (ABC) si M ¢ o), astfel incit nici una dintre dreptele
AB, AC s1 BC nu este paralela cu planul o. Punctele M,, M, B
si M, sint intersectiile dreptelor MA, MB si respectiv MC cu A
planvul OF' .Sil se demonstreze: ‘ . / 0 Mz\\
a) ca existd In planul o punctele fixe F,, F, si F, prin care oM, v )

trec dreptele M, M,, M /M, si M,M,, oricare ar fi pozitia o
punctului M;
b) ca punctele F,, F, si F; sint coliniare.




Modulul 8

25. Planele o si B, acaror intersectie este dreapta ¢, intersecteaza
planul ¥ dupa dreptele a si b. Punctul 4 apartine planului o,
iar punctul B apartine planului S, astfel incit AB}f 7. Sa se
construiasca punctul de intersectie a dreptei AB cu planul y.

26. Fie patrulaterul convex ABCD situat in planul ¢. Presupunem
ca patrulaterul ABCD are laturile opuse neparalele. Punctul £
nu apartine planului ¢. Sa se traseze intersectiile planelor:

a) EAB si EDC; b) EAD si EBC; c) EAC si EBD.

27. Punctele 4, B, C si D sint necoplanare. Cite plane pot fi duse la aceeasi distanta de aceste
puncte?

Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

1. Prin doud puncte distincte 4 §i B, ce apartin unuia dintre cele doua plane paralele, @
sint construite doud drepte paralele care intersecteaza celélalt plan in punctele 4, si

respectiv B,. Determinati lungimea segmentului A4 B,, dacd 4B =8 cm.

2. Construiti cubul ABCDA,B,C,D, si indicati: @
a) drepte paralele cu planul BCD, b) plane paralele cu dreapta 4 B,.
3. Punctul M este mijlocul muchiei AD a tetraedrului regulat ABCD cu muchiile de lun- ®

gime a. Aflati perimetrul triunghiului MNC, unde N este punctul de intersectie a drep-
tei BD cu planul ce trece prin dreapta MC, paralel cu dreapta AB.

4. Paralelogramele ABCD si ABB A, sint situate in plane diferite. Determinati lungimea ®
segmentului B C, dacd 4 D =8 cm.

Timp efectiy de lucry:
4| 45 de minute

1. Dreapta a este paraleld cu planul ¢, iar dreapta b intersecteazd acest plan. Stabiliti ©)
pozitia relativa a dreptelor a si b.

2. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D. Determinati pozitia fata de planul 4ABC a dreptei: ®
a) EF,unde E este mijlocul segmentului AD, F—mijlocul segmentului BD;
. . . . . BG _CH _1
b) GH,unde G apartine segmentului BD, H apartine segmentului CD si D= ID"3

3. Fiepiramida S4BCD sipunctul E e (SD). Sectionati aceasta piramida cu planul ce trece ®
prin punctul £ si care este paralel cu planul bazei ABCD.

4. Construiti sectiunea tetraedrului regulat ABCD, formata de planul care trece prin punctul ®
E e (A4D), astfelincit AE: ED =1:2, sicare este paralel cu planul bazei ABC. Aflati aria
sectiunii obtinute, daca se stie cd aria unei fete a tetraedrului este .o/
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Paralelismul dreptelor si planelor

Pozitiile relative ale dreptelor si planelor

1. Pozitiile relative a doua drepte

a si b coplanare

a si b necoplanare

aNb=C

aNb= a

a

aNb=

2. Pozitiile relative ale unei drepte si unui plan

a secantd cu o

a paraleld cu o

\"\
A
e N

aNa=A4

a

b—/

bca, allb, aNa=J

f—"/

aco=alo

3. Pozitiile relative a doua plane

o si f secante

o si B paralele

e
4

cNp=9




|__Modulul |

Perpendicularitatea
in spativ

Obiective

=2 recunoasterea in diverse contexte, descrierea, construirea dreptelor perpendiculare, a dreptei
perpendiculare pe plan;

=2 calcularea lungimilor segmentelor, masurilor unghiurilor diedre, aplicind teorema celor trei
perpendiculare;

=2 utilizarea 1n situatii reale si/sau modelate a criteriilor de perpendicularitate a doua drepte, a
dreptei si planului, a doua plane;

=2 recunoasterea, descrierea si construirea proiectiilor ortogonale ale punctelor, segmentelor,
dreptelor pe plan;

=2 calcularea lungimilor proiectiilor ortogonale ale segmentelor in contexte diverse.

| Drepte si plane perpendiculare

I Lema. Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sint congruente sau suplementare
(fig. 9.1 a)).

Demonstratie

Fie unghiurile proprii AMB si AM B, cu [MA || [MA,, [MB || [M,B,, MA=M A4, si
MB =M, B,. Consideram cazul cind punctul 4, apartine semiplanului determinat de dreapta
MM, si punctul 4, iar punctul B, apartine semiplanului determinat de dreapta MM, si
punctul B (fig. 9.1 ¢)). In aceste conditii, MAAM, si MBB M, sint paralelograme, deci
MM, = AA, = BB,. Prin urmare, ABB A, de asemenea este paralelogram si AB =A4,B,.
Concluzia lemei rezultd din faptul cd AAMB = AAM,B,. P

b/




Perpendicularitatea in spatiu

Rezultatul obtinut ne permite sa vorbim despre unghiul format de doua drepte neco-
planare. Anume prin unghiul format de doud drepte necoplanare a si b se intelege un
astfel de unghi BMA, incit M este un punct oarecare al spatiului, MB|| b, MA| a si
m(£BMA)e [0°,180°] (fig. 9.1 a), b)).

\a
Definitie. Doud drepte in spatiu se nu- /A¥/c
me.sc perpendlculare dacd masura un- / —
ghiului format de ele este de 90° ¥
(fig. 9.2). (cca, alle={4}, cl|b)= alb
Fig.9.2
D, C
Dreptele perpendiculare a, b se noteaza: a Lb. /
/) B
Usor se deduce ca in cubul din figura 9.3, 4 ,’ i 1
AA LBC, AD, LCB,. /b
i ey C
/
1,7
In modulul 8 am constatat ci o dreapti si un plan A B
in spatiu pot fi sau paralele, sau secante. Fig.9.3
Definitii. * Dreapta perpendiculara pe orice dreapta 4

dintr-un plan se numeste perpendiculari pe acest
plan. in acest caz, se mai spune ci planul este
perpendicular pe dreapta.

* Dreapta care nu este perpendiculara pe
plan si nu este paraleld cu el se numeste
oblica pe acest plan (fig. 9.4).

In figura 9.4, dreapta 4O este perpendicu-
lard pe planul ¢, iar dreptele 4B, AC, AD sint C
oblice pe acest plan.

Teorema 1. Daca o dreapta este perpen-
diculara pe doud drepte concurente situ-
ate intr-un plan, atunci dreapta este per-
pendiculard pe acest plan.

Demonstratie

Fie dreptele a si b din planul o concurente in
punctul O si o dreaptd ¢ perpendiculara pe
dreptele a si b (fig. 9.5).

In virtutea definitiei unghiului format de douz
drepte n spatiu, se poate admite ca dreptele ¢ Fig.9.5




Modulul 9

si d contin de asemenea punctul O. Luam pe dreptele a si b doud puncte arbitrare, A4 si
respectiv B, diferite de O. Dreapta d intersecteaza [AB] in punctul D. Pe dreapta ¢ luam
punctele C'si C’, astfel incit [OC']=[CO] (fig. 9.5).

Cum ACOA=AC’0OA si ACOB=AC'OB (catriunghiuri dreptunghice cu catetele res-
pectiv congruente), deducem ca [AC]=[AC’] si [BC]=[BC’]. Rezultici AACB=AAC'B
si ZCAB = £C’AB. Aplicind criteriul LUL, constatim cd ACAD = AC’AD, deci triunghiul
CDC’ este isoscel. Segmentul DO este mediana corespunzitoare bazei triunghiului CDC”.
Prin urmare, [DO] este si inaltime, adica cLd. P

Existenta si unicitatea planului perpendicular pe o dreapta daté, ce trece printr-un punct
al acestei drepte, rezulta din

Teorema 2. Prin orice punct al unei drepte trece un unic plan perpendicular pe
aceasta dreapta.

Exercitiu. Demonstrati teorema 2.

Problema rezolvata
% Sé se demonstreze ca printr-un punct arbitrar 4, ce
nu apartine dreptei date a, trece un unic plan perpen-
dicular pe dreapta a. B

Rezolvare:

In planul a =(4, a) construim 44’ La (fig. 9.6). T
Conform axiomei S, (modulul 8), existd un punct B ce ckY
nu se afla in planul ¢, care cu dreapta a determina
planul B. In planul B din punctul 4" construim per- B 4
pendiculara A'C pe dreapta a. Planul determinat de
punctele A4, A’, C este planul care verifica conditia Fig. 9.6
problemei.

Unicitatea planului o rezulta din teorema 2.

~
~
~
~

Teorema 3. Pentru orice plan si orice punct existd o unica dreapta care trece prin
punctul dat si este perpendiculara pe planul dat.

Demonstratie
Fie o un plan si 4 un punct arbitrar.
Demonstrim existenta dreptei. In planul o luim

doua drepte concurente arbitrare, b si ¢. Construim “
planele B si ¥, ce trec prin punctul 4 si sint perpen- A r
diculare pe dreptele b si respectiv ¢ (fig. 9.7). P

Planele B si ¥, avind un punct comun 4, se inter- .~ | = _—=—
secteaza dupa dreapta a. Deoarece b1 si cly, 4 oAb

rezulti ca a Lb si aLc. In virtutea teoremei 1, dedu-
cem ca dreapta a este perpendiculard pe planul o. Fig.9.7
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Perpendicularitatea in spatiu

Sa demonstram unicitatea dreptei a. Presupunem 5
ci prin punctul 4 trece incd o dreaptd a’ perpendi-
culara pe planul o (fig. 9.8). Atunci in planul &, a | d
determinat de dreptele a si @’, din punctul 4 sint a /
construite doud perpendiculare pe dreapta d =6 o,
ceea ce este imposibil. Contrazicerea obtinutd demon- o
streazd cd dreptele a si @’ coincid. P

Fig. 9.8

Prezentam unele proprietati ale perpendicularitatii dreptelor si planelor.

Teorema 4. Dacéd un plan este perpendicular pe una dintre doua drepte paralele,
atunci el este perpendicular si pe cealalta dreapta (fig. 9.9 a)).

paralele (fig. 9.9 b)).

I Teorema 5. Daca doud drepte sint perpendiculare pe acelasi plan, atunci ele sint

| I 1
a) b)
IB IB
A : |
o I ' o AI :
| | I I
(alea, bllay=>b Lo (aloa, bLa)= allb
Fig.9.9

Exercitiu. Demonstrati teoremele 4 si 5.

Probleme propuse |

1. Dreptunghiurile CDAB si CDEF au o latura comuna si planele suport distincte. Sa se arate ca
CD L BF.

2. Triunghiurile CAD si BAD cu m(£A4) =90° au o catetd comuna si planele suport distincte. Sa
se arate cd AD este perpendiculara pe dreapta MN, unde M este mijlocul segmentului CD, iar N
este mijlocul segmentului BD.

3. Dreapta suport a segmentului 4B cu lungimea de 5 cm este perpendiculara pe planul o si il
intersecteaza in punctul C. In planul & se ia un punct D, astfel incit AD =3 cm, BD =4 cm. Sa
se determine lungimea segmentului CD.

4. Din virful 4 al patratului ABCD este construita perpendiculara AM pe planul patratului. Sa se
determine MB, MD si MC, stiind ca AB=4 cm, MA=3 cm.

5. Din virful 4 al triunghiului ACB dreptunghic in C este construita perpendiculara AE pe planul
triunghiului. Sa se afle ipotenuza 4B, daca AE =CB=a, EC =b.

6. Distantele de la punctele 4 si B, situate in acelasi semispatiu marginit de planul ¢, pind la acest
plan sint egale cu a si respectiv b. Sa se afle lungimea segmentului 4B, dacd 4, B, =c, unde 4
si B, sint punctele de intersectie a perpendicularelor din A4 si respectiv B pe planul o.
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Modulul 9

Din virful 4 al dreptunghiului ABCD, pe planul dreptunghiului, este construita perpendicula-
ra AE, astfel incit AE =4 cm. Sa se determine DE, CE, BE si distanta d de la punctul £ la dreap-
ta BD,daca AB =6 cmsi AD =4 cm.

Punctul D este situat la distanta de 9 cm de la virfurile triunghiului ABC dreptunghic in C,
AC =8 cm, BC =6 cm. Sa se determine distanta de la punctul D la planul triunghiului ABC.

__B_|

10.

11.

12.

13.

14.

Distantele de la punctele 4 si B, situate in diferite semispatii marginite de planul ¢, pina la
acest plan sint egale cu a si respectiv b. Sa se afle lungimea segmentului 4B, daca 4B, =c,
unde 4, si B, sint punctele de intersectie a perpendicularelor ce trec prin punctele 4 si respec-
tiv B pe planul .

Din virful 4 al paralelogramului ABCD pe planul lui este construitd perpendiculara AE de
lungimea c. Sa se determine BE, CE, DE, daca AB=a, AD=b si m(£LBAD)=q.

Punctul D este egal departat de virfurile triunghiului isoscel ABC (4B = AC). Sa se afle
distanta de la punctul D la planul triunghiului ABC, daca BC =a, AD=b, m(£LCAB)=c.

Punctul M este egal departat de virfurile poligonului ABCDE. Sa se arate ca dreptele MA, MB,
MC, MD si ME formeaza unghiuri congruente cu planul poligonului.

Dreptele d, si d, sint concurente in punctul 4. Prin punctul 4 se construiesc planele o si f3,
astfel incit d, Lo, d, L B. Sa se arate ca linia de intersectie a planelor « si B este
perpendiculara pe planul definit de dreptele d, si d,.

Punctul E, ce nu apartine planului dreptunghiului ABCD, este egal departat de virfurile drept-
unghiului. Sa se arate ca dreapta ce trece prin punctul O de intersectie a diagonalelor drept-
unghiului ABCD si punctul E este perpendiculara pe planul suport al dreptunghiului ABCD.

m| Proiectii ortogonale.

Unghi format de o dreapta si un plan

Definitie. Proiectie ortogonali a unui punct M pe un plan o se numeste piciorul
perpendicularei (punctul M, ) construite din M pe acest plan (fig. 9.10 a)).

Se noteaza: pr,M =M,.

) b) 7
M B
A
71‘44 / 5 é G |
o | . AI, 5
MM, Lo, Mea)= M,=pr,M F=pr,F
Fig.9.10
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Perpendicularitatea in spatiu

Proiectia ortogonala a unei figuri geometrice /' pe un plan este multimea F, forma-
ta din proiectiile ortogonale ale tuturor punctelor figurii geometrice date pe acest plan
(fig. 9.10 b)).

Fie o dreapta a si un punct M. Stim ca existd un unic plan ¢ care trece prin punc-
tul M si este perpendicular pe dreapta a. Fie M, punctul de intersectie a dreptei a cu
planul o (fig. 9.11 a)).

b) a

a) |a
[ke) [k
I

Fig.9.11

Definitie. Punctul M, se numeste proiectie ortogonala a punctului M pe dreapta
a, iar lungimea segmentului MM, se numeste distantd de la punctul M la
dreapta a (fig. 9.11 b)).

II Observatie. In cele ce urmeaza, prin proiectie se va Intelege proiectia ortogonala.

l Teorema 6. Proiectia unei drepte pe un plan este o dreaptd sau un punct.

Demonstratie

Daca dreapta a este perpendiculara pe planul
o, atunci proiectia ei este punctul de intersectie a
acestei drepte cu planul o

Consideram ca dreapta a nu este perpendicu-
lard pe planul « (fig. 9.12).

Fie A4 si B puncte distincte pe dreapta a. Notam
cu 4, si B, proiectiile lor pe planul o

In baza teoremei 5, dreptele 44, si BB, sint
paralele, deci ele determina un plan S.

Planului [ ii apartine si dreapta «a, si dreapta
a, = 4 B,. Dacad luam un punct arbitrar Ce a,
constatdm ca punctul C, = pr,C apartine planului 8 (CC, || 44, si Ce ac ), deci C,
apartine dreptei de intersectie a planelor o si B, care este dreapta A,B,.

Astfel, am demonstrat cd proiectia oricarui punct al dreptei @ este un punct al drep-
tei a,, adicd pr,a=a,. P

Teorema 7 (teorema celor trei perpendiculare). Daca proiectia a, pe planul o a
unei drepte oblice a este perpendiculard pe o dreaptd b din planul ¢, atunci si
dreapta a este perpendiculara pe dreapta b.
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Modulul 9

Demonstratie /a
. . - A
Fie dreapta A4, perpendiculard pe planul o,
A€ a, A€, deci A4, L bc o (fig. 9.13). Din

enuntul teoremei rezultd ca dreapta b este perpen-

diculara pe a,, adica dreapta b este perpendiculara _ prd ;:zliﬁ/
si pe dreapta A4,, si pe dreapta BA,. Deducem ca = b |
dreapta b este perpendiculara pe planul determinat o ! :

de punctele A4, B, A,. Prin urmare, dreapta b este /

perpendiculari si pe dreapta AB =a care apartine Fig.9.13

acestui plan. P

Teorema 8 (reciproca teoremei celor trei perpendiculare). Daca dreapta a
este perpendiculara pe o dreapta b din planul o si nu este perpendiculara pe plan, atunci
proiectia a, a dreptei a pe planul o este perpendiculara pe dreapta b.

Demonstratie

Dreapta 44, (fig. 9.13) este perpendiculara pe planul ¢, deci 44, L b c o sidin enuntul
teoremei rezultd ca AB_Lb, adica dreapta b este perpendiculara pe planul 4B4,. Prin
urmare, b este perpendiculard pe dreapta a, = BA, = pr,a. P

Teorema 9. Fie un plan ¢, un punct 4 ce nu apartine planului ¢, un punct B ce
apartine planului arsi 4, = pr, A. Atunci A4, < 4B (fig. 9.14).

Demonstratie A
Intr-adevar, segmentul A4, este perpendicular
pe planul ¢, deci si pe segmentul B4,. Rezultd ca i
B

triunghiul A4, B este dreptunghic in 4,. Prin urmare,
AA, < AB, egalitatea avind loc numai daca B co- o
incide cu 4, (4BLa). pp» Fig.9.14

A,

Definitie. Distanta de la un punct la un plan se numeste lungimea segmentului
avind o extremitate punctul dat si cealalta — proiectia punctului pe acest plan.

In figura 9.14, lungimea segmentului 44, este distanta de la punctul 4 la planul c.

Teorema 10. Daca intre laturile triunghiurilor ABC si 4,8,C; au loc relatiile
[AB]=[A4,B,], [AC]=[4,C,] si BC > B,C,, atunci m(£LBAC)>m(£LB,A,C)).

Din teorema 10 rezulta ca masura unghiului format de o dreapta B
si proiectia ei pe un plan este mai mica decit masura unghiului
format de aceastd dreapta si oricare alta dreaptd din plan.

Intr-adevar, fie un plan crsi o oblici a (a Lo, alf @), A B,
care intersecteaza planul in punctul 4. Consideram pe o 7 C b
dreapta a un punct B, diferit de 4, si construim B, = pr, B /a
(fig. 9.15). Fig.9.15
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Perpendicularitatea in spatiu

Pe o dreapta b din planul o (b # 4B,), ce trece prin punctul 4, considerdm un punct C,
astfel incit 4C = A4B,.

Constatam ca intre laturile triunghiurilor CAB si B AB au loc relatiile din ipoteza teo-
remei 10: CA =B, A, [AB] este latura comuna si CB > BB,, ca ipotenuza si respectiv
cateta triunghiului CB, B dreptunghic in B,. Prin urmare, m(£BAC) > m(£BAB,).

In cazul in care dreapta nu este perpendiculari pe plan este justificati urmatoarea

Definitie. Unghi format de o dreapta si un plan se numeste unghiul ascutit
format de aceastd dreapta si proiectia ei ortogonald pe acest plan.

In figura 9.16, unghiul @ este unghiul format de a M
dreapta a si planul o.

Observatie. Prin unghiul format de un segment Pryd ,/< ¢

si un plan vom intelege unghiul format de dreapta o /,’ praM

suport a segmentului dat si acest plan. Fig.9.16

Teorema 11. Lungimea proiectiei unui segment pe un plan este egald cu produsul
dintre lungimea acestui segment si cosinusul unghiului format de segment si plan.

Demonstratie

Fie un segment 4B, un plan o ([4B]}) @), proiec- B
tiile 4, si B, ale punctelor A4 si respectiv B pe planul o
si D — punctul de intersectie a dreptei 4B cu planul o
(fig. 9.17). ed

Fie Cpunctul de intersectie a dreptei BB, cu dreapta D A B,
ce trece prin 4 paralela cu dreapta 4,B,. Constatam
ca triunghiul 4BC este dreptunghic in C si au loc relatiile
m(£BAC)=m(£LADA,) = ¢. Astfel, in triunghiul ABC
avem AC = ABcos¢ si,cum AC = 4 B,, rezultd ca
A B, = ABcos .

Fie punctele 4, B situate In semispatii diferite /[B
limitate de planul « (fig. 9.18). o

Atunci A,B, = A D+ DB, si din triunghiurile A,
AA\D si BBD avem :
AD=ADcos¢p, DB, =DBcosg. Al/
Prin urmare, 4 B, = AD cos@ + DB cos¢ =
=(AD+ DB)cos@ = ABcos¢.

Celelalte cazuri ([4B] || ¢, ...) sint evidente. P

Fig.9.17




Modulul 9

™ Probleme propuse |
| A |

1. Triunghiurile isoscele ABC si ABD au baza comund 4B si C¢& (ABD), iar punctul M este
mijlocul segmentului 4B.
a) Sa se arate ca dreapta 4B este perpendiculara pe planul MCD.
b) Sa se construiasca proiectia semidreptei suport a medianei MC pe planul suport al triunghiului
ABD, daca unghiul CMD este ascutit.
¢) Sa se afle lungimea proiectiei medianei MC pe planul ABD, daca MC =4 cm, MD =8 cm,
CD=6cm.
d) Sa se determine distanta de la punctul D la planul ABC, folosind datele de la punctul c).

2. Segmentul A4 B, este proiectia ortogonala a segmentului 4B pe planul . Sa se afle:

a) lungimea segmentului 4,B,, daca 44, =9 cm, BB, =13 cm, AB =5cm;
b) cosinusul unghiului format de segmentul 4B si planul o.

3. Distanta de la punctul 4 la planul o este de 3 cm. Oblicele ACsi AB (C, Be o) laplanul o au
lungimile de 6 cm. Punctul M este mijlocul segmentului CB, iar 4, = pr, 4. Sa se determine
lungimea segmentului 4,M, daca:

a) m(LCAB)=90°%  b) m(£LCAB)=60°.

4. Dintr-un punct care nu apartine unui plan sint construite doua oblice la acest plan, cu lungimile
de 30 cm i 25 cm. Diferenta lungimilor proiectiilor oblicelor este egald cu 11 cm. Sa se determine
distanta de la punct la plan.

5. Intr-o incapere, o grinda este instalatd pe doi piloni, cu lungimile de 3 m si 5 m. Sa se afle
distanta de la podea la punctul ce imparte lungimea grindei in raportul de 2 : 3, considerind de
la pilonul mai scurt.

_B_|

6. Punctul ¥ nu apartine planului suport al hexagonului regulat ABCDEF si este egal departat de
virfurile lui.
a) Sa se demonstreze ca dreapta ce trece prin punctul V si centrul O al hexagonului este
perpendiculara pe planul suport al hexagonului.
b) Sa se demonstreze ca dreptele VA, VB, VC, VD, VE, VF formeaza cu planul suport al
hexagonului sase unghiuri congruente.

7. Punctul E, ce nu apartine planului suport al patrulaterului convex ABCD, este egal departat de
virfurile lui.
a) Sa se demonstreze ca patrulaterul ABCD este inscriptibil.
b) Sa se demonstreze ca perpendiculara ce trece prin punctul £ pe planul suport al patrulaterului
ABCD trece si prin centrul cercului circumscris lui.
¢) Sé se demonstreze ca cele patru unghiuri formate de dreptele £4, EB, EC, ED cu planul
suport al patrulaterului ABCD sint congruente.

8. Semidreapta [OC formeaza unghiuri congruente cu semidreptele [OA si [OB. Sa se afle
lungimea proiectiei segmentului OC pe planul 40B, dacd m(£LA0C)=m(£LBOC)=a,
m(£LAOB)=2p, iar OC =c.
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Perpendicularitatea in spatiu

BEEN| Unghi format de doua plane (unghi diedru)

Amintim ca orice dreapta a dintr-un plan & imparte multimea punctelor planului ¢ ce nu
apartin dreptei a In doua submultimi ¢ si o, care se numesc semiplane deschise. Dreapta
a determinad atit semiplanul ¢, cit si semiplanul ;. Reuniunea semiplanului deschis cu
dreapta ce-l determind se numeste semiplan inchis. Planul o se numeste plan suport si
pentru semiplanul ¢, si pentru semiplanul o,

a
Definitie. Reuniunea a doud semiplane inchise, limitate de
aceeasi dreaptd, se numeste unghi diedru (fig. 9.19).
Unghiul diedru al semiplanelor o, B, se noteaza Z(«,f3,).
Dreapta a se numeste muchia unghiului diedru Z(co, ), iar o B
semiplanele o, si 3, se numesc fetele unghiului diedru. Fig.9.19

Unghiul diedru format de doud semiplane ce coincid se numeste
unghi nul.

Unghiul diedru format de semiplanele ¢, si 3, a caror reuniune este un plan se numeste
unghi diedru plat.

Unghi diedru propriu se numeste unghiul diedru diferit de cel nul si de cel plat.

Interiorul unghiului diedru propriu se numeste intersectia semispatiului determinat
de planul suport al lui ¢, ce contine semiplanul f,, cu semispatiul determinat de planul
suport al lui B, ce contine semiplanul ¢.

Fie Z(c,B,) un unghi diedru propriu si 4 un punct oarecare pe muchia m a acestuia.
Din punctul 4, in fiecare dintre semiplanele ¢, si B, construim perpendicularele a si b
(fig. 9.20 a)). Astfel, am obtinut un unghi plan cu virful in punctul 4, laturile lui fiind semi-
dreptele [AB si [AC (Ce b, Be a).

Acest unghi plan poate fi obtinut la intersectia unghiului diedru Z(ex,8,) cuun plan y
perpendicular pe muchia m a acestui unghi, ce trece prin punctul 4 (fig. 9.20 b)).

a) z b) m
A
: b A b
e
a1
|
B L
B B
o o
Fig. 9.20

Definitie. Intersectia unui unghi diedru cu un plan perpendicular pe muchia lui se
numeste unghi liniar (unghi plan) al unghiului diedru.

Se poate arata ca toate unghiurile liniare ale unuia si aceluiasi unghi diedru sint con-
gruente.
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Modulul 9

Definitie. Masura a unghiului diedru se numeste masura unui unghi liniar al
acestuia.

Revenind la figura 9.20 a), scriem ca
m(£(e, B,)) = m(£BAC).

Definitii. « Semiplanele ¢, si 3, se numesc perpendiculare daca m(Z(c,f3,))=90°.
« In acest caz, planele suport respective, o si 3, se numesc plane perpendiculare.

Se noteaza: o, L B, respectiv oL 3.

contine o dreaptd perpendiculara pe celdlalt plan.

I Teorema 12. Doud plane sint perpendiculare daca si numai dacd unul dintre ele

Demonstratie

Necesitatea. Daca doud plane sint perpendiculare,
atunci dreapta suport a oricdrei laturi a unghiului liniar este a
perpendiculara pe planul ce nu o contine.
Suficienta. Fie planul « trece prin dreapta a, per- C
pendiculara pe planul B (fig. 9.21). o
Planele o si f se intersecteaza dupa dreapta ¢, iar | oo |

dreptele a si ¢ se intersecteaza in punctul A. N

In planul S, prin punctul 4 construim o dreapti b /4 i~
perpendiculara pe dreapta c¢. Constatim ca unghiul B

BAC este unghiul liniar al unghiului diedru format de
planele asi B. Cum a L B, rezultacd a Lb. Asadar,

m(Z£(0f))=90° deunde o LS. P y

Teorema 13. Dacad ¢ este masura un-
ghiului diedru format de planul unui tri-
unghi ABC si un plan @, ./, — aria triun-
ghiului 4BC, ./, , — aria proiectiei orto-
gonale a triunghiului ABC pe planul ¢, :
atunci l,e(/mA =.o/, -cos¢ (fig. 9.22). AABC = pr,AABC, -y, pc = Ay e COSQ

Fig.9.22
Probleme rezolvate

% 1. Fie triunghiul isoscel ABC cu AB=BC =8 cm si AC =5 cm. Din virfurile 4 si B
se construiesc perpendicularele 44, si BB, inacelasi semispatiu marginit de planul 4BC,
astfel incit 44, =12 cm si BB, =6 cm (fig. 9.23). Sd se determine:
a) lungimea segmentului CD,, unde D, este mijlocul [4, B, ];
b) distanta de la punctul C la dreapta 4,B,;
| ¢) masura unghiului diedru format de fetele ABC si 4,B,C.
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A
Rezolvare: :

a) Distanta de la punctul Cla mijlocul D, al segmentului 4 B,
se calculeaza folosind triunghiul dreptunghic DD,C
(A4, || DD, = DD, L(ABC)). Segmentul DD, este linie mijlocie
a trapezului A4, BB, deci DD, =9 cm, iar segmentul DC este
mediana a triunghiului ABC. Folosind formula de calcul al lungimii

medianei unui triunghi (m, :l\/ 2a* +2b* —c?), obtinem ca
1 2
DC =3\/1 14 cm.

Aplicind teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic CDD,,

. < 1
obtinem ca D,C =,/DC* + DD} =1/Z-114+81 =4/109,5 (cm).

b) Distanta de la punctul C la dreapta A4,B, este egaldi cu 4
inaltimea triunghiului 4,CB,, construitd din virful C. Aplicind

D,

B,

4

C
Fig.9.23

teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic 4,4C, obtinem ci 4,C =13 cm. In mod
analog, in triunghiurile dreptunghice B,BC si 4 KB, avem B,C =10 cm si respectiv

A B, =10 cm.
Distanta de la punctul C la drepata 4, B, poate fi determinata

YRS
thel: h, =—"2<.
astfel: b =—2%

Aflam aria triunghiului 4,B,C folosind formula lui Heron!:

e =\Pp=ap=D)p=0) =222 T BT (om)

13
5 13 \/F 1 (cm).

10

Atunci h, =

Heron din Alexandria

¢) Triunghiul ABC este pr01ec‘g1a triunghiului 4,B,C pe planul triunghiului ABC. Prin
B, C se determind

urmare, masura @ a unghiului diedru format de planele ABC si A4,
folosind relatia .o/

ABC = jz/AIBIC -COS 0. 5

ool e :%\/231 cm’, deci cosw:i, iar @ = arccos -

Raspuns: a) 4/109,5 cm;  b) —«/231 cm;  C) ( =arccos— 153
% 2. Semidreptele necoplanare [OA4, [OB, [OC cu originea comu-
na sint construite astfel, incit m(£L40OC)=m(£LBOC) =0 <90°,
m(LAOB)=2p (fig. 9.24).

a) Sa se demonstreze ca proiectia semidreptei [OC pe planul
OAB este bisectoarea unghiului AOB.

Observatie. Problema 1 c) aratd cd masura unui unghi diedru
poate fi calculata fara a construi unghiuri liniare ale unghiului
diedru respectiv.

' Heron din Alexandria (sec. 1 d.H.) — matematician grec.




Modulul 9

b) Sa se determine masura unghiului diedru care are muchia OA.

¢) Sa se afle masura unghiului format de dreapta OC si planul OAB.

Rezolvare:

a) Fie M, proiectia unui punct M € [OC pe planul OAB, iar N si L punctele de
intersectie a dreptelor ce trec prin punctul M si care sint perpendiculare pe dreptele OA
si respectiv OB. Dreptele NM, si LM, sint proiectiile dreptelor MN si respectiv ML pe
planul OAB. Conform teoremei celor trei perpendiculare, NM, L OA si LM, L OB.

Cum AONM IgAOLM , rezultd ca [ON]=[OL] si [MN]=[ML].
IC
Deoarece AMNM, = AMLM,, rezultd cd [NM,]=[LM,].

AONM, EY AOLM, = ZNOM, = ZLOM,, adicd semidreapta [OM, este bisectoare
a unghiului 40B, c.c.t.d.

b) Din triunghiurile dreptunghice OMN, ONM,, MNM, obtinem:
ON =OM cosat, NM =OM sinaot; NM, = ON tgf3 = OM cosa tgf3;

cos NM, OM cosortgf
Y="NM T OMsina

=ctgatgf. Astfel, y =arccos(ctgo tgf3).

¢) Din triunghiurile dreptunghice ONM, si MOM, avem:

ON__ OM cosa cosd = OM, _ cosa de unde & =arccos| 5%
cos B cosff ’ OM ~ cosf’ osf |

Raspuns: b) y =arccos(ctgartgfl); ¢) 6 = arccos( cosa )
cosf3
% 3. Se stie ca punctul M, care nu se contine in M
planul unui poligon, este egal departat de virfurile
acestuia. Sa se demonstreze ca acest poligon este
inscriptibil.

OM, =

Rezolvare:

Fie punctul M nu apartine planului poligonului
A A A, A si [MA]=[MA,]=[MA,]=..=[MA,]
(fig. 9.25). Punctul O este proiectia punctului M pe /g A, A,
planul poligonului. Atunci triunghiurile OMA4,,
OMA,, OMA4,, ..., OMA, sint dreptunghice si con-
gruente (crltenul IC) de unde deducem ca [O4,]=[0A4, ]
O din planul poligonului este egal departat de virfurile Iui, adica poligonul este inscriptibil si
punctul O este centrul cercului circumscris.

A

Fig.9.25

...=[0A4,]. Prin urmare, punctul

II Observatie. Punctele dreptei OM sint egal departate de virfurile poligonului 4,...4, .

% 4. In una dintre fetele unghiului diedru Z(c8) de masurd ¢ este dusa dreapta 4D,
care formeaza cu muchia b a unghiului diedru un unghi de masura & (fig. 9.26). Sa se
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determine masura ¥ a unghiului format de dreapta
AD cu cealalta fata a unghiului diedru.

Rezolvare:

Fie £ABC unghiul liniar al unghiului diedru Z(a3).
Conform conditiei, m(£LABC)=¢, m(LADB)=20.
Deoarece AC L3, rezulta ca ZADC este cel vizat
in problema. Din triunghiurile dreptunghice ABD, ACB
si ACD avem: AB= ADsind,

AC = ABsing = ADsindsingp, AC = ADsinYy.
De aici obtinem ADsiny = ADsin d sin ¢.
Prin urmare, siny =sin ¢ sin@.

% 5. Fiepunctul A¢ o sidin acest punct sint construite
oblica 4B si perpendiculara AO pe planul &, unde B
este piciorul oblicei, iar O — piciorul perpendicularei.
Prin piciorul oblicei este construita in planul ¢ dreapta
BC, care formeaza cu proiectia oblicei un unghi de
masura 6. Fie ¢ si ¥ marimile unghiurilor formate de
oblica 4B cu proiectia ei OB si respectiv cu dreapta
BC (fig. 9.27). Sa se arate ca cosy =cos@cos?.

Rezolvare: Fig.9.27

Construim in planul & dreapta OD L BC. Conform teoremei celor trei perpendiculare,
AD 1 BC. Fie AB = x. Atunci din triunghiurile dreptunghice AOB, BDO si ADB obtinem:
BO=xcos@, BD=B0Ocosd =xcospcosd, BD=xcosy.

De aici rezulta: cosy =cos@coso.

Probleme propuse |

1. Triunghiurile echilaterale ABC si ABD au o latura comuna 4B si planele suport ale acestor
triunghiuri formeaza un unghi diedru drept. Sa se determine lungimea segmentului CD, daca
AB=2cm.

2. Laturile triunghiului echilateral ABC sint de 3 cm. Latura 4B a triunghiului este situata in pla-
nul a. Unghiul diedru format de planul ABC si planul & are masura de 30°. Sa se afle:
a) lungimea proiectiei medianei triunghiului ABC corespunzatoare virfului C pe planul ¢;
b) distanta de la punctul C la planul .

3. Prin baza mica a unui trapez este construit un plan. Distanta de la punctul de intersectie a

diagonalelor trapezului la plan este de 6 cm, iar raportul lungimilor bazelor este 3 : 2. Sa se afle
distanta de la baza mare la planul construit.

4. Prin una dintre laturile unui paralelogram este construit un plan. Distanta de la latura opusa
pina la plan este de 10 cm. Sa se determine distanta de la punctul de intersectie a diagonalelor
paralelogramului pina la plan.
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5. Triunghiul A4,B,C, este proiectia ortogonalda a AABC pe planul . Sa se afle cosinusul unghiului
diedru format de planul ABC cu planul @, daca 44, = BB, =3 cm, CC, =8 cm, 4B, =13 cm,
AC =CB =12 cm.

6. Punctul £ este egal departat de laturile rombului ABCD si nu apartine planului suport al
rombului. Sa se demonstreze ca:

a) proiectia punctului £ pe planul rombului coincide cu punctul de intersectie a diagonalelor
rombului;

b) cele patru unghiuri diedre formate de planele EAB, EBC, ECD, EDA cu planul o sint
congruente.

7. Fie ABCD un patrulater convex si punctul E, astfel incit cele patru unghiuri diedre formate de
planele EAB, EBC, ECD, EDA cu planul patrulaterului sint congruente. Sa se demonstreze ca
patrulaterul ABCD este circumscriptibil si ca proiectia punctului £ pe planul patrulaterului
ABCD este egal departata de laturile lui.

8. Triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si triunghiul echilateral ADE se afla in plane diferite si au o
mediand comuna, AF. Sa se demonstreze ca dreapta AF este perpendiculara pe planul determi-
nat de punctele F, B, D.

9. Prin una dintre catetele triunghiului dreptunghic isoscel s-a construit un plan care formeaza cu
cealalta catetd un unghi de 45°. Sa se afle masura unghiului format de ipotenuza si acest plan.

10. Intrapezul ABCD, m(£BAD) = 60°. Prin baza mare 4B este dus un plan care formeazi cu latu-

ra AD un unghi de 45°. Sa se afle raportul dintre aria trapezului si aria proiectiei lui pe acest plan.

Probleme recapitulative |

1. Dreptele AB, AC si AD sint perpendiculare. Sa se afle lungimea segmentului CD, stiind ca:

a) AB=6 cm, BC =14 cm, AD =3 cm; b) BD=18 cm, BC =32 cm, AD=10 cm;
¢) AB=m, BC=n, AD= p; d) BD =s, BC=n, AD= p.
2. Distanta de la punctul M la virfurile unui triunghi echilateral este 5. Sa se afle distanta de la

punctul M la planul triunghiului, daca latura triunghiului are lungimea a, iar b > %.

3. Din virful B al trapezului isoscel ABCD (AD|| BC) pe planul acestuia este construita
perpendiculara BE cu lungimea de 4 cm. Sa se determine distantele d, si d, de la punctul £ la
dreptele CD si respectiv AD, stiind ca indltimea trapezului este de 4 cm, BC=4cm si

AD=12 cm.

4. Din virful 4 al hexagonului regulat ABCDEF pe planul acestuia este construita perpendiculara
AM, astfel incit AM = AB. Sa se afle masura unghiurilor formate de planele:

a) MDC si AEF b) DCM si DEM.

5. Punctul D este egal departat de laturile triunghiului ABC. Stiindcd 4B=AC=6 cm, BC =4 cm
si ca distanta de la punctul D la planul triunghiului este de V2 cm, sa se afle distantele de la
punctul D la laturile triunghiului.

6. Un cablu trebuie intins de la un stilp cu Inaltimea de 8 m pe acoperisul unei cladiri cu ndltimea
de 20 m. Distanta dintre stilp si cladire este de 9 m. Sa se determine lungimea cablului.

264 ]



Perpendicularitatea in spatiu

_B_|

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Se stie ca punctul M, care nu apartine planului unui poligon, este egal departat de laturile
poligonului. Sa se demonstreze ca acest poligon este circumscris unui cerc.

Punctul M este egal departat de laturile poligonului ABCDE. 1%
Sa se arate ca unghiurile diedre formate de planele AMB, BMC,
CMD, DME, EMA cu planul ABC au aceeasi masura. D

Planul o intersecteaza muchia AV a piramidei VABC in punc-

tul D, iar planul determinat de fata ABC intersecteaza pla-

nul o dupa dreapta a. Sa se construiasca sectiunea piramidei A B
date cu planul o.

Dreapta a intersecteaza planul @, iar P este un punct situat C

in acest plan. Existd in planul o o dreapta ce trece prin P si a
care este perpendiculard pe dreapta a?

Sa se demonstreze ca diagonala unui cub este perpendiculara pe planul ce contine extremitatile
a trei muchii ce pornesc din acelasi virf al cubului ca si diagonala respectiva.

Prin virful unghiului ascutit al unui triunghi dreptunghic este construit un plan o paralel cu
o cateta a acestui triunghi. Catetele sint de 30 cm si 40 cm, iar proiectia catetei mai mari pe
planul a este de 2+/31 cm. Sa se afle lungimea proiectiei ipotenuzei pe planul o.

Doua catarge ale unui iaht sint unite cu funii, astfel incit

fiecare virf al unui catarg este unit cu baza celuilalt catarg.

La ce distanta de la puntea iahtului se afla punctul de

intersectie a funiilor, daca inaltimile catargelor sint a si b? a /
Punctul M este egal departat de virfurile unui hexagon \L b
regulat cu latura de lungime a. Sa se determine distanta de X

la punctul M la planul hexagonului, dacd distanta de la z
punctul M la un virf al hexagonului este b.

Punctul C nu apartine planului unghiului drept AOB si este egal departat de laturile unghiului.
Sa se afle distanta de la punctul C la planul unghiului, stiind cd CO=aq, iar distanta de la
punctul C la o laturd a unghiului este b.

Din punctul 4 pe un plan sint construite doua oblice congruente. Masura unghiului format
de oblice este 2¢r, iar masura unghiului format de proiectiile oblicelor pe plan este 23. Sa se
afle distanta de la punctul 4 la plan, stiind ca lungimea unei oblice este .

Dintr-un punct situat la distanta a de la un plan sint construite doud oblice pe acest plan de
aceeasi lungime. Masura unghiului format de oblice este 2¢r, iar masura unghiului format de
fiecare oblicd si perpendiculara pe plan este 3. Sa se afle distanta dintre extremitatile oblicelor
din planul dat.

Cosul de receptie a grauntelor la o moara are patru pereti in forma
de trapeze isoscele cu bazele de 0,4 m si 1,2 m. Distanta dintre
planul orificiului de sus si planul bazei cosului este de 2 m.
Pentru a mari rigiditatea peretilor cosului, au fost sudate
bare de fier de-a lungul diagonalelor fiecarei fete si piloni
verticali din punctul de intersectie a acestor bare pina la
planul bazei cosului. Sa se determine inaltimea pilonilor.
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Proba de evaluare |

A Timp efectiy de lucry:
4| 45 de minute

1. Determinati distanta de la mijlocul segmentului AB la un plan ce nu intersecteaza acest | @
segment, daca distantele de la punctele 4 si B la plan sint de 2,4 cm si respectiv
4,6 cm.

2. Lungimea laturii unui triunghi echilateral este de 6 cm. Un punct, care nu este continut | @
de planul triunghiului, se afla la distanta de 3 cm de fiecare latura a triunghiului. Aflati
distanta de la acest punct la planul triunghiului dat.

3. Punctul M este situat la distante egale de la virfurile unui dreptunghi cu dimensiunile ®
de 4 cm si 10 cm. Determinati distanta de la punctul M la dreptele suport ale laturilor
dreptunghiului, daca distanta de la punctul M la planul dreptunghiului este de 5 cm.

4. Latura triunghiului echilateral ABC este de 12 cm. Dreptele MA, MB, MC formeaza cu @
planul triunghiului 4ABC unghiuri congruente de 30°. Aflati distanta de la punctul M la
planul triunghiului ABC.

Timp efectiy de lucry:
4| 45 de minute

1. Un segment intersecteaza un plan. Extremitatile segmentului sint situate la distantele a @

si b de la plan. Aflati distanta de la mijlocul segmentului la acest plan.

2. Prin mediana unui triunghi este construit un plan. Demonstrati ca virfurile triunghiului, )
ce nu apartin planului construit, sint egal departate de acest plan.

3. Lungimile laturilor unui triunghi isoscel ABC sint de 5 cm, 5 cm si 2 cm. Distanta de la ®
punctul M la planul ABC este de 8 cm, iar proiectia lui pe planul ABC coincide cu
mijlocul celei mai mari inaltimi a triunghiului. Determinati distanta de la punctul M la
laturile triunghiului.

4. Aflati masura unghiului format de muchia laterald si planul bazei unei piramide patrula- ©)
tere, dacd se stie ca toate muchiile ei sint congruente.
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| C
b>‘<a
|
|
|
|

(aca, bca, alfb, cla, clb)y= clo

(a J_Ot, AB — obhca,
Beo,Aea, ABLb)= ABlo

o

/
0

(ala, bla)= allb

Al
o

([4,B,]1= pr,[4B], AC| 4,B)=

= lungimea proiectiei [AB] este ABcos@

M

L7

(MM, La, M, eoa)= lungimea MM, este
egala cu distanta de la punctul M la planul o

a

b

(04

|
|

!

(a|lb, ala)y=bla

B

o

Z(a,B,) —unghi diedru, N f =m,
(ABC)Lm, m(£(e,B,)) = m(£BAC)

<

bco 1alb= pralb

2yblpra= alb

(Fc B> F =pr,F> m(£(ef))=0)=
= oy, = ol COSP

aloa,M,M ea, M €a, MM, — distanta
de la punctul M la dreapta a
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Transformdéri
geometrice

Objective

=2 recunoasterea in situatii variate si utilizarea in diferite contexte a notiunilor: simetrie axiald,
simetrie centrald, simetrie fata de un plan, *translatie, *asemanare, *rotatie in spatiu;

0

utilizarea terminologiei aferente transformarilor geometrice in diverse contexte;

0

construirea imaginilor unor figuri obtinute in urma transformarilor geometrice studiate;

g

utilizarea transformarilor geometrice in rezolvari de probleme.

In clasele anterioare s-au studiat simetria axiala, simetria centrala, translatia, asema-
narea in plan. De asemenea, a fost definitd congruenta triunghiurilor. Congruenta figurilor
mai complicate se defineste cu ajutorul transformarilor geometrice, care au o aplicatie
larga. De exemplu, pentru a elabora un program ce permite vizualizarea pe ecranul calcu-
latorului a unei figuri spatiale in miscare, sint necesare transformarile geometrice.

m| Notiunea de transformare geometrica.

Transformari izometrice

Fie X si Y multimi nevide de puncte din spatiu. Amintim cad daca fiecarui punct x al
multimii X i se asociaza un singur punct y al multimii ¥, atunci este definitd o aplicatie a
multimii X In multimea Y. Se noteaza: f: X —»VY sau X LY. Punctul y=f(x) se
numeste imaginea punctului xe X, iar x este o preimagine a punctului ye Y. Se mai
spune ca punctul x se aplica pe punctul y la aplicatia f.

Exemple

1. Fie o un plan si d o dreaptad ce intersecteaza
acest plan. Prin orice punct M al spatiului trece o 67 M
singura dreapta paraleld cu dreapta d. Fie M’ punctul /

de intersectie a acestei drepte cu planul o (fig. 10.1).
Aplicatia spatiului In planul o, care ii asociaza

fiecrui punct M al spatiului un punct M’e o, astfel
incit MM’||d, se numeste proiectare paraleli a
spatiului pe planul o in directia dreptei d. Fig.10.1

2. Fie O un punct din spatiu. Aplicatia spatiului in el Tnsusi, care 1i asociaza fiecarui
punct M diferit de O un punct M, astfel incit punctul O este mijlocul segmentului MM,

268 ]



Transformari geometrice

iar punctului O — Insusi punctul O, se numeste M

simetrie centrald de centru O a spatiului (fig. 10.2). P’\/
Se noteaza: S,,. N N’
Punctul O se numeste in acest caz centru de /w/O\ P

simetrie. VL
Evident, dacd la simetria centrald, punctul M’ Fig. 10.2
este imaginea punctului M, atunci punctul M este
imaginea punctului M”; se spune ca M si M’ sint simetrice fata de centrul de simetrie.
Observam ca proiectarea paralela a spatiului pe un plan nu este o aplicatie bijectiva
(deoarece orice punct din plan posedd mai multe preimagini), iar simetria centrald este o
aplicatie bijectiva a spatiului.

Definitie. Orice aplicatie bijectiva a spatiului in el insusi se numeste transformare
geometrica a spatiului.

In continuare, pentru a ne exprima mai laconic, vom folosi cuvintul ,,transformare” in
loc de ,.transformare geometrica”.

Fie F o figurad din spatiu si g o transformare a spatiului. Figura F’'=g(F), ce constd
din imaginile tuturor punctelor figurii ' la transformarea g, se numeste imagine a figu-
rii F' la transformarea g.

Deoarece transformarile sint un caz particular al aplicatiilor, ele poseda toate proprieta-
tile generale ale aplicatiilor. Astfel, compunerea transformarilor este o transformare; are
loc legea asociativa a compunerii transformarilor, se poate defini restrictia transformarii
la o figura etc.

Daca prin transformarea g figura F' se aplicd pe ea insasi, adica g(F)=F, atunci
restrictia transformarii g la figura F' se numeste transformare de simetrie a figurii F.
Pentru concizie, vom spune ca g este transformare de simetrie a figurii F.

Definitie. Transformarea g a spatiului se numeste transformare de izometrie
(sau izometrie) a spatiului daca pentru orice doud puncte M si N ale spatiului si
imaginile lor M’=g(M), N’=g(N) are loc egalitatea MN =MN’.

Altfel spus, izometria este aplicatia spatiului in el Tnsusi care pastreaza distantele.
[zometriile se mai numesc si deplasdri sau miscari ale spatiului.

Evident, transformarea identica a spatiului, adica transformarea care aplica fiecare
punct al spatiului pe el insusi, este o izometrie.

Doua figuri se numesc congruente daca existd o izometrie care aplica una dintre
aceste figuri pe cealalta.

Teorema 1. Orice izometrie aplica trei puncte coliniare pe trei puncte coliniare. De
asemenea, izometria aplica un punct situat intre alte doud puncte pe un punct situat
intre imaginile acestor doud puncte.

Demonstratie
Fie 4, B, C puncte coliniare distincte. Atunci unul si numai unul dintre ele este situat
intre celelalte doud. Fie B situat intre 4 si C. Astfel, are loc egalitatea 4B+ BC = AC.
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Fie A’, B’,C’ imaginile respective ale punctelor 4, B, C la o izometrie. Din definitia
izometriei rezulta egalitatile AB= A'B’, AC = A'C’, BC =B’C’, iar din ele rezulta ega-
litatea A'B’+B'C’= A'C’. Adica B’ este situat intre 4" si C’, iar aceasta inseamnd ci
punctele A’, B’,C” sint coliniare. P

Definitie. Punctul 4 se numeste punct invariant al izometriei g daca g(A4) = 4;
dreapta d se numeste dreapta invariantd a lui g dacd g(d)=d; planul o se
numeste plan invariant al lui g dacd g(a)=c.

Daca toate punctele unei drepte sint puncte invariante ale izometriei g, atunci aceasta
dreaptd se numeste invariantd punct cu punct la aceasta izometrie.

Problema rezolvata

% Sa se arate ca dacd o izometrie nu are puncte invariante, atunci dreptele invariante ale
acestei izometrii (in cazul 1n care existd) sint paralele.

Rezolvare:

Presupunem contrariul, fie a si b drepte invariante neparalele la izometria data g.
Deci, aceste drepte se intersecteaza sau sint necoplanare. Daca dreptele a si b se
intersecteaza in punctul M, atunci punctul M’ = g(M) apartine acestor drepte (invariante),
adici g(M)= M. Aceasta contrazice ipoteza problemei. In cazul in care dreptele a si b
sint necoplanare, exista perpendiculara lor comund AB, A€ a, Be b. Deoarece AB este
cea mai mica distanta dintre dreptele a si b, rezulta ca punctele 4 si B sint puncte invariante
la izometria g §i iardsi obtinem o contradictie.

Probleme propuse |

1. Sase dea exemple de transformari geometrice in spatiu din diverse domenii.
2. Sase decida daca proiectarea paraleld a spatiului pe un plan este o izometrie.

3. Fie unghiul AOB si f o aplicatie a spatiului in el insusi, astfel incit au loc urmatoarele doua
conditii:
a) imaginea oricarui punct M al spatiului, ce nu apartine unghiului AOB, este insusi acest punct M;
b) imaginea oricarui punct ce apartine unghiului AOB este simetricul lui fatd de bisectoarea
acestui unghi.
Este aceasta aplicatie o transformare geometrica a spatiului? Dar o izometrie?

4. In urma unei transformari geometrice a spatiului, o figura se aplica pe ea insasi. Este oare o
astfel de transformare o izometrie a spatiului? Sa se dea exemple.

_B_|

5. Sase demonstreze ca orice izometrie aplica:
a) un segment pe un segment congruent cu el;  b) un triunghi pe un triunghi congruent cu el.

6. Sa se demonstreze cd orice izometrie aplica un unghi pe un unghi congruent cu el.

7. Sase demonstreze cd aplicatia inversa izometriei este de asemenea o izometrie.
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8. Fie AA'B’C’ imaginea triunghiului 4BC la izometria g.
Sa se construiasca imaginea:

a) medianei BK; b) bisectoarei BL; ¢

¢) indltimii BM; d) centrului de greutate G; y A
e) centrului cercului inscris /;  {) ortocentrului 4,

g) centrului O al cercului circumscris triunghiului ABC C B’

la aceasta izometrie. B

9. a) Sase arate cd daca A4 si B sint puncte invariante distincte
ale izometriei f, atunci orice punct al dreptei AB este invariant.
b) Poate oare izometria spatiului sa posede exact doua puncte invariante distincte?

10. a) Sase arate ca daca 4, B, C sint puncte necoliniare invariante ale izometriei f, atunci orice
punct al planului 4BC este invariant.
b) Sa se decida daca izometria spatiului posedd exact trei puncte invariante.

11. Izometria f are un punct invariant.
a) Are oare un punct invariant izometria f~'?  b) Dar izometria f o f?

12. Izometria f poseda urmatoarea proprietate: pentru un punct A, f(4) =B, iar f(B)=A.
Sa se decida dacd izometria f o f* are puncte invariante.

m| Simetria centrala

in § 1 am definit simetria spatiului fata de un punct si am numit-o simetrie centrala.

. Teorema 2. Simetria centrald a spatiului este o izometrie.

Demonstratie o N M

Presupunem ca simetria centrald S, aplica punctele arbi- M
trare M si N ale spatiului pe punctele M si respectiv N’

Daca punctele M, N si O sint necoliniare (fig. 10.3 a)), ;- N
afirmatia teoremei rezulta din congruenta triunghiurilor MON
si M'ON’ (criteriul LUL), deci MN =M N b)

Daca punctele M, N si O sint coliniare si, de exemplu, M W

este situat intre O si N (fig. 10.3 b)), atunci
MN=0ON-0OM =ON'-OM’" = M'N".

Analog se obtine egalitatea MN = M'N’ si in celelalte cazuri de amplasare a punctelor

Fig. 10.3

M, N si O pe aceeasi dreaptd. Asadar, simetria centrald pastreaza distantele dintre puncte,
prin urmare, este o izometrie. P

. Definitie. Figurile F'si F’ se numesc simetrice fatd de punctul O daca S, (F)=F".

In particular, daca figura F este simetrica cu ea insisi fatd de punctul O, atunci F se
numeste figurd central simetricd, iar O se numeste centru de simetrie al figurii F. De
exemplu, cercul, patratul, sfera sint figuri central simetrice.
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Problema rezolvata

% Punctul 4 este situat in interiorul unghiului BOC (fig. 10.4). Sa se construiasca segmentul
cu extremitatile pe laturile acestui unghi, astfel incit mijlocul lui sé fie punctul 4.

Rezolvare: p/ C o
Prin punctul O"= S ,(O) ducem dreptele O'C” si O'B’ 5 4 o~
paralele cu OC si respectiv OB. Segmentul DE, unde
D=0'C'NOB si E=0'B'NOC, este segmentul care 0 C /E
trebuie construit. Fig. 10.4

| Probleme propuse |
A

1. Sase dea exemple de figuri geometrice central simetrice.

2. Sa se stabileasca daca sint simetrice orice doud puncte ale spatiului fata de un al treilea punct
al spatiului.

3. Cite centre de simetrie are figura formata din doua drepte paralele? Ce figura reprezinta multimea
acestor centre?

4. S se decida daca sint simetrice fatd de un punct doua segmente necongruente.

5. Pot oare sa fie simetrice fatd de un punct doud segmente concurente? Dar neconcurente?

6. Punctele 4, B, C, D sint situate in spatiu, astfel incit 4 si C sint simetrice fata de B, iar B si D sint
simetrice fata de C. Ce se mai poate spune despre amplasarea acestor puncte?

7. Sa se construiasca simetricul unui triunghi fata de:
a) un virf al triunghiului; b) mijlocul unei laturi a triunghiului.

8. Sa se decida daca exista puncte, drepte si plane invariante la o simetrie centrala.

9. Ce aplicatie reprezinta compunerea S, S,?

10. Poate fi un triunghi figura central simetrica?

11. Sa se demonstreze ca aplicatia inversa unei simetrii centrale este aceeasi simetrie centrala.

12. Sase demonstreze ca simetria centrald aplica:
a) orice plan pe un plan paralel cu el;
b) orice doua plane paralele pe doua plane paralele;
c¢) doua plane ce se intersecteazd dupa o dreapta pe doud plane ce se intersecteaza dupa
imaginea dreptei respective;
d) doua plane perpendiculare pe doud plane perpendiculare.

13. Fie punctul 4 si figura F, A¢ F. Se considera multimea tuturor punctelor spatiului simetrice
punctului 4 fata de toate punctele figurii /. Sa se determine aceasta multime, daca figura F
este:

a) un segment; b) o dreapt; ¢) un plan.
14. Sa se arate ca, la o simetrie centrald, orice dreapta si imaginea ei sint coplanare.

15. Sasearate cd daca figura F =[AB]U[CD] este central simetrica, atunci si figura [AC]U[BD]
este central simetrica fata de acelasi centru.
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ml Simetria axiala

Fie dreapta d si punctul A¢ d. Punctul 4" se numeste simetricul punctului A fata de
dreapta d dacd A4’ Ld, AA'Nd=M si AM = A'M. Punctele dreptei d se numesc
simetrice cu ele insesi fatd de aceastd dreapta.

Definitie. Transformarea spatiului care aplica fiecare punct al spatiului pe simetricul
sau fatd de dreapta datd d se numeste simetrie a spatiului fata de dreapta d sau
simetrie axiala de axa d.

Se noteaza: S,, S,(4A)=4", S,(B)=B" (fig. 10.5).

Fig. 10.5

l Teorema 3. Simetria axiala a spatiului este o izometrie.

Demonstratie

Presupunem ca simetria axiala de axa d
aplica punctele arbitrare 4 si B pe punctele A’ = =T
si respectiv B”. Sa demonstrdm cd AB = AB"
Daca dreptele AB si d sint coplanare, atunci
este evident cd 4B = A'B’ Presupunem ci

dreptele 4B si d sint necoplanare (fig. 10.6) si 4 = N
BB’(Nd =N. Ducem prin punctul N dreapta
paraleld cu AA" si construim pe ea segmen-
tele simetrice 4 N si NA/, astfel incit 4,4 = AA" Patrulaterul 44 A/A" este dreptunghi
si, prin urmare, A4, = A’A]. Cum axa d este perpendiculara pe dreptele BB’ si 4,4, ea
este perpendiculara si pe planul determinat de aceste drepte. De aici si din faptul ca
AA, || d || A'A] rezulta ca A4, LA B si A’A] L A/B". Din congruenta triunghiurilor 4 NB
si A/NB’ rezultdca BA, = B’4]. Avind catetele congruente, rezulta ca triunghiurile drept-
unghice A4,B si A’A/B’ sint congruente si deci AB = A'B". P

Fig. 10.6

Daca la simetria axiala S,, figura F’ este imaginea figurii date F, adica F' =S, (F),
atunci aceste figuri se numesc simetrice fati de dreapta d.

Dreapta d este o axa de simetrie a figurii F, daca simetria axiala de axa d aplica
aceasta figura pe ea Insasi: S, (F)=F. De exemplu, dreptele ce contin diagonalele si
mediatoarele laturilor patratului sint axe de simetrie ale acestuia; orice dreapta ce trece
prin centrul cercului si apartine planului cercului sau este perpendiculara pe el este o axa
de simetrie a cercului.

(273



Modulul 10

Problema rezolvata
% Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC cu m(£A4) < 90°
sint date punctele fixe P si respectiv O (fig. 10.7). Sa se
determine pe latura BC punctul X, astfel incit perimetrul
APQX sa fie minim.

Rezolvare:

Fie B, =S,.(P), atunci PX = PX, VX e (BC).

Perimetrul APQX este minim dacd suma BX + XQO este
minima; deci X = X, = BC( RO.

Probleme propuse |

1. Sase dea exemple de figuri geometrice care:
a) au cel putin o axa de simetrie;  b) nu au axa de simetrie.

2. Sase determine axele de simetrie ale cubului.

3. Sase construiasca imaginea unui cub la simetria axiala fata de:
a) dreapta suport a unei muchii a cubului;
b) dreapta suport a diagonalei unei fete.

4. Sase determine pozitia reciproca a axei de simetrie d si a imaginii ¢/ a planului dat o la simetria
S,, dacd: a) oa>d; b) dLlo; c) d este oblica fata de o.

5. Fie punctele distincte 4 si B. Sa se indice axele tuturor simetriilor axiale care aplica A pe B.
Ce figura este reuniunea tuturor acestor axe?

6. Sa se indice toate axele de simetrie ale:
a) unui segment; b) unei semidrepte; ¢) unei drepte;
d) unui plan; ) unui paralelogram.

_B_|

7. Sase determine care poate fi pozitia reciproca la simetria axiala:
a) aunei drepte si a imaginii ei;
b) a unui plan si a imaginii lui.
8. Sa se determine:
a) dreptele invariante ale simetriei S, ; D

b) dreptele invariante punct cu punct ale simetriei S,,.

- . . . ) A C
9. Sa se construiasca imaginea figurii reprezentate la simetria

fata de dreapta 4B, daca punctele 4, B, C, D sint necoplanare,
ABC si ABD sint triunghiuri isoscele cu baza comuna 4B. B
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m| Simetria fata de un plan )
I

Fie planul « si punctele 4, A” ce nu apartin acestui ID 5
plan. Punctele 4 si A" se numesc simetrice fatd de I Ic 3‘7
planul o, daca acest plan este planul mediator al seg- o D
mentului 44, adicd planul « este perpendicular pe g
segmentul AA4” si il imparte in jumatate. Orice punct B al Fig. 10.8

planului o se considera simetric cu el insusi (fig. 10.8).

Definitie. Transformarea spatiului care aplica orice punct al spatiului pe simetricul
lui fata de un plan dat o se numeste simetrie a spatiului fata de planul o.

Se noteaza: S,,.

Planul o se numeste plan de simetrie.

Daca pentru figura F are loc relatia /' =S, (F), planul o0 se numeste plan de simetrie
al figurii F, iar figura F' se numeste figurd simetrica fata de planul o.

De exemplu, cilindrul circular drept este simetric fata de orice plan ce contine axa lui.

Problema rezolvata
% Planele « si B sint perpendiculare (fig. 10.9). B
Patrulaterele ABCD si AECF sint romburi. Sa se
demonstreze ca EBFD este romb.

Rezolvare:

Observam cd la simetria S,, S, ([FB])=[BE],
S, ([FD))=[DE].

Prin urmare, [FB]=[BE], [FD]=[DE].

in mod analog, la simetria Sgs E
Sy ([FB])=[FD], adica [FB]=[FD].
Astfel, patrulaterul EBFD are toate laturile
congruente, adica este romb. Fig.10.9

™ Probleme propuse |
| A |

1. Sase dea exemple de figuri geometrice care au plane de simetrie.

2. Sa se determine dreptele care se aplica pe ele insesi la simetria fatd de un plan.

3. Saseindice planele de simetrie (daca ele exista) ale:

a) unui segment; b) unei drepte;
¢) unui plan; d) reuniunii a doua drepte concurente;
e) reuniunii a doua drepte paralele; f) reuniunii a doua plane paralele.

4. Se stie cd segmentele AB si A’B’ sint simetrice fatd de un plan. Sint oare coplanare sau
necoplanare dreptele lor suport?

5. Fie ABCDA,B,C,D, un cub. Sd se reprezinte simetricul punctului 4 fata de planul:
a) CC.D,; b) BDD,; c) CDA,; d) BDC,; e) BCB,.
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6. Doua plane reciproc perpendiculare se intersecteaza dupa dreapta d. Punctele 4 si B sint
simetricele punctului C fata de aceste plane. Sa se afle distanta de la punctul C pina la dreap-
tad,daca AB =10 m.

7. Planul o este simetricul planului 8 fata de planul 7. Care
poate fi pozitia reciprocd a planelor o si ?

__B_|

8. Sa se demonstreze ca simetria spatiului fatd de un plan o:
a) este 0 izometrie;
b) coincide cu inversa sa, adicd S, =S";
¢) aplica orice dreapta pe o dreapta si orice plan pe un plan.

9. Punctele A4 si B sint situate de aceeasi parte a planului «.
Sa se gaseasca in planul o un punct M, astfel incit suma AM + MB sa fie minima.
10. Punctele 4 si B sint situate de parti diferite ale planului «, la distante diferite de planul ¢. Sa
se afle in planul o un punct M, astfel incit valoarea absoluta a diferentei 4AM — MB sa fie

maxima.

11. Prin dreapta d sint duse toate planele posibile. Se considera un punct 4 ce nu apartine drep-
tei d si multimea tuturor simetricelor punctului 4 fatd de aceste plane. Ce reprezinta aceasta
multime?

12. Sase demonstreze: compunerea a trei simetrii in raport cu trei plane reciproc perpendiculare
este o simetrie centrala.

B Transiatia

Doua semidrepte cu aceeasi dreaptd suport se numesc semidrepte la fel orientate
(sau coorientate), daca intersectia lor este o semidreaptd, respectiv semidrepte opus
orientate, daca intersectia lor nu este o semidreapta.

Semidreptele [AC si [BC din figura 10.10 sint la fel 1 B C
orientate, iar semidreptele [BA4 si [AC — opus orientate. Fig. 10.10
Se noteaza: [AC TT[BC, [BATL[AC.

Daca dreptele suport a doua semidrepte sint drepte paralele distincte, atunci ele apartin
unui plan. Dreapta ce trece prin originile acestor semidrepte imparte planul in doua
semiplane. Daca aceste semidrepte sint situate 1n acelasi semiplan, atunci ele se numesc
semidrepte la fel orientate (fig. 10.11 a)), iar daca sint situate In semiplane diferite —
semidrepte opus orientate (fig. 10.11 b)).

A/ B B /i
C// D C// D
[4B TT [CD [4B TL [CD

a) b)
Fig. 10.11
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Evident, doud semidrepte la fel orientate cu a treia sint la fel orientate.

Definitie. Se numeste translatie a spatiului de- A A
terminata de perechea ordonata de puncte dis- M Mmoo
tincte (A, A") transformarea spatiului care aplica Y
fiecare punct M al spatiului pe punctul M’ astfel C*‘—E"
incit [MM' TT[A44" si MM’ = A4’ (fig. 10.12). Fig. 10.12

Pentru translatia determinatd de perechea (4, A") se foloseste notatia ¢,,. Deci,
M'=t,,(M), C'=t,.(C) etc.

Evident, daca ¢,,(M)=M’, atunci ¢,,,.(A) = A" si, In acest caz, t,, =t,,,. Aceasta
inseamna ca translatia poate fi determinata de orice pereche de puncte, unul dintre care
este imaginea celuilalt la aceasta translatie.

Transformarea identica a spatiului este considerata drept o translatie determinata de
orice pereche de puncte ce coincid: ¢, (M) =t,,(M)=M, VM si VA, B.

Daca M'=t¢,,(M) si Mg AA’, atunci patrulaterul 44’M'M este paralelogram.

Problema rezolvata

% Doud sate, 4 si B, sint despartite de un riu ale cdrui maluri au forma a doud drepte
paralele. Unde trebuie sa fie construit podul peste riu, astfel incit lungimea drumului dintre

aceste sate sa fie minima (podul se construieste perpendicular pe maluri)?
B

a

Rezolvare:

Fie vectorul @ perpendicular pe malurile riului si
modulul lui este egal cu distanta dintre maluri (fig. 10.13). N B,
Daca B, =t,(B), atunci punctul M, din care se va con-  _
strui podul, este situat pe malul pe care se afla satul 4 si “ M /
pe segmentul A4B,. Pentru orice alt punct M, #M, M
AM, +M B, > AM + MB, = AB, = AM + NB. A

1

Fig. 10.13

Probleme propuse |

__B_|

1. Sa se construiasca imaginea paralelogramului ABCD la translatia ¢ ,,,, dacd punctul M coin-
cide cu:
a) virful B; b) virful C; c) virful D; d) intersectia diagonalelor.

2. Sa se construiasca imaginea cubului ABCDA,B,C,D, la translatia ¢ ,,,, dacd punctul M coin-
cide cu:
a)virful B; b)virful B;; c)virful C;; d)mijlocul muchiei 4B; e) centrul O al cubului.

3. Trei drepte paralele distincte intersecteaza doua plane paralele distincte in virfurile triunghiurilor
ABC sirespectiv 4, B,C, . Sa se arate ca aceste triunghiuri sint congruente.
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Punctele 4, B, C, D sint necoplanare, astfel incit triunghiurile D
ABD si ABC sint isoscele cu aceeasi baza 4B. Sa se construias-
cd imaginea figurii ABCD la translatia ¢ ;.. A C

Sa se decida daca exista puncte, drepte si plane invariante la
o translatie diferita de cea identica. B

6. Sa se determine translatia inversa pentru 7 .

7. Sa se demonstreze ca:

10.
11.

12.

13.

a) translatia este o izometrie a spatiului;

b) translatia aplica orice dreapta pe o dreaptd paralela cu ea, orice semidreapta pe o semi-
dreapta coorientata, orice plan pe un plan paralel cu el;

¢) compunerea a doua translatii este o translatie.

Exista oare o translatie care aplica unul dintre cele doud plane date pe celalalt, daca aceste
plane: a) se intersecteaza; b) sint paralele?
Sa se arate ca daca laturile unui unghi sint coorientate cu laturile unui alt unghi, atunci aceste
unghiuri sint congruente.

Sé se arate cd S, 0S,=t,, , unde 4,=S5,(4).

Sa se demonstreze: compunerea a doud simetrii fatd de doua plane paralele este o translatie in
directie perpendiculara pe aceste plane de la primul plan spre al doilea la distanta egala cu
dublul distantei dintre aceste plane.

Sa se demonstreze ca orice translatie este compozitia a doua simetrii fata de plane. Cum se
construiesc astfel de plane?

Sa se demonstreze: compozitia a doud simetrii axiale cu axele paralele este o translatie. Cum se
determind aceasta translatie?

Bl Transformarea de aseménare. Omotetia

Definitie. Fie £ un numar real pozitiv. Se numeste
transformare de asemanare de coeficient & (sau
aseméanare de coeficient k) a spatiului aplicatia spatiului
in el insusi care pentru orice doud puncte 4, B si imaginile
lor respective A4’, B’ satisface conditia A'B’ = kAB.

Observam ca orice izometrie este 0 asemanare de coeficient k =1.
Din egalitatea A'B’=kAB rezulti ci daci 4 # B, atunci A’ # B’, adici aseminarea

spatiului este o aplicatie bijectiva a spatiului.

Teorema. 1) Compunerea a doud asemanari de coeficienti k, si k, este o asema-
nare de coeficient kk,.
2) Transformarea inversda asemanarii de coeficient £ este o asemanare de coefi-

. 1
t—.
cient —
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Demonstratie

1) Admitem ca punctele arbitrare 4, B se aplicd, prin asemanarea de coeficient &,
pe punctele A" si respectiv B, iar acestea, la rindul lor, prin asemanarea de coefici-
ent k,, se aplicd pe A”, respectiv B”. Atunci A'B’=k,AB si A”B” =k,A'B’. De aici
obtinem A”B” =k, -k,AB, adica transformarea care aplicd punctele 4, B respectiv pe
A", B” este o asemanare de coeficient kk,.

2) La asemanarea de coeficient k, pentru punctele arbitrare 4 si B ale spatiului si
pentru imaginile respective 4" si B’ are loc egalitatea 4’B’ = kAB. De aici obtinem ca

AB = EA'B', adicd transformarea care aplicd punctele 4’, B’ pe punctele 4 si respec-

tiv B este o asemanare de coeficient % |

Doua figuri se numesc asemenea daca exista o transformare de asemanare a spatiului
care aplica una dintre aceste figuri pe cealaltd. Congruenta figurilor este un caz particular
al asemanarii (k =1).

Definitie. Fie O un punct al spatiului §i £ un numar
real nenul. Se numeste omotetie de centru O si
de coeficient k aplicatia spatiului in el Insusi care
satisface conditiile:

1. Punctul O se aplica pe el insusi.
2.Daca M #0 si M’ este imaginea lui M, atunci M
punctele O, M si M’ sint coliniare. Punctul O este
exterior segmentului MM’ pentru k >0 si interior
acestui segment pentru k£ <0.

. o k<0 4
3. Pentru orice punct M al spatiului si imaginea sa

M’ are loc egalitatea OM’ =|k|OM (fig. 10.14). Fig. 10.14

Doua figuri se numesc figuri omotetice daca existd o omotetie a spatiului care aplica
una dintre aceste figuri pe cealalta.
Omotetia este un caz particular al aseméanarii.

Problema rezolvata

% Fie cubul ABCDA,B,C,D, (fig. 10.15). Sa se construiasca D
o sectiune a cubului cu un plan care este un hexagon regulat. D C

Rezolvare: A /:,’I P BN B
Planul determinat de punctele 4,, D si B taie trei fete ale ! 1
cubului dupa diagonalele 4,D, DB sirespectiv B4,. Triun- L
ghiul 4 DB este echilateral. Consideram omotetia de cen- L)

tru A4 si coeficient k = % La aceasta omotetie, imaginea pla- 4 |

nului 4, DB este planul 4,D,B,, care taie cubul dupa hexa- /
gonul regulat MNPQORS. Punctele M, N, P, O, R, S sint res- A
pectiv mijloacele muchiilor DC, CB, BB,, A,B,, A,D,, D,D. ’ Fig.10.15




Modulul 10

Probleme propuse |

_B_|

1.
2.
3.
4.
5.

6.

N

| Rotatia in jurul unei drepte (rotatia axiala)

Sa se dea exemple de aseméanare din diverse domenii.

Sa se decida daca o sfera este asemenea cu un cub.

Sint oare asemenea un cub si fotografia sa?

Cite puncte invariante are o omotetie de coeficient £ #17? Dar drepte invariante?

Lungimea muchiei unui cub este de trei ori mai

mare decit lungimea muchiei altui cub. Pentru C
vopsirea fetelor cubului mai mic s-a folosit o C
cutie de vopsea. Cite cutii de vopsea sint
necesare pentru a vopsi cubul mai mare?

La omotetia de centru O, punctul 4" este ima- 0 B
ginea punctului 4. Sa se giseascd imaginile M 4 L-—"""F
punctelor B si C (cercetati cazurile a) si b) din A o A
figura alaturata). a) b)

Trei drepte care trec printr-un punct O intersecteazd planele paralele o si B in punctele 4, B,
Csirespectiv 4,, B, C,. Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si A4,B,C, sint omotetice.
Sa se demonstreze cd, In urma transformarii de asemanare, intersectia si reuniunea a doua figuri
se aplica respectiv pe intersectia si reuniunea imaginilor lor.

Consideram o transformare de asemanare. Ce figura reprezinta imaginea:

a) cercului; b) discului; ¢) paralelogramului;

d) patratului; e) cubului; ) sferei?

Definitie. Se numeste rotatie de axa / si unghi de masura ¢
(sau rotatie in jurul dreptei / cu un unghi ¢ ) aplicatia spatiului in
el insusi la care fiecare punct al dreptei / se aplica pe el insusi, iar fiecare punct 4 ce
nu apartine dreptei / se aplicd pe punctul A, astfel incit 4 si 4" apartin unui plan
o perpendicular pe [, 4,A=AA" si m(LAA,A) =@, unde {4,}=a Nl

Se noteaza: R/. ! 5

Se considera ca directia rotatiei (in planul «) de L T e
la punctul 4 la punctul 4" este aceeasi pentru toate [ ;B- -
punctele 4 daca privim intr-un sens al dreptei / c=C J\ A
(fig. 10.16). AOI&L‘ZJI

Dreapta / se numeste axd de rotatie, iar un- o H
ghiul @ — unghi de rotatie. -

Fig. 10.16
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Transformari geometrice

Daca R/ (F)=F, atunci dreapta / este o axa de rotatie a figurii F. Se poate arata ca
rotatia axiald este o izometrie.

Definitie. O figura se numeste figura de rotatie daca exista o dreaptd, astfel incit
orice rotatie in jurul acestei drepte aplica figura pe ea Insasi. O astfel de dreapta se
numeste axa a figurii.

De exemplu, cercul, discul, sfera, cilindrul, conul sint figuri de rotatie.
Problema rezolvata

% Sa se determine cite axe de rotatie are cubul. b g

Rezolvare: ; M

Fie cubul K = ABCDA,B,C,D, (fig. 10.17). A~ B

Daci M este centrul fetei ABCD si N — centrul !
fetei A4,B,C,D,, atunci R} (K)=R,\ (K)= 0551
=R,y (K)=R;; (K)=K. Deci, MN este axi de /
rotatie a cubului. Cubul mai are doua axe de rotatie Y% .
de acest tip.

Dreapta AC, este axa de rotatie a cubului,
unghiurile de rotatie fiind de 120°, 240° si 360°.
Astfel de axe mai sint DB,, C4,, DD,.

Cubul mai are sase axe de rotatie cu unghiurile de 180° si 360°. Acestea sint dreptele
determinate de mijloacele muchiilor opuse ale cubului.

Asadar, cubul are 13 axe de rotatie.

Probleme propuse |

Fig. 10.17

1. Sase arate ca dacd o izometrie are cel putin doud puncte invariante distincte 4 si B, dar nu are

puncte invariante ce nu apartin dreptei 4B, atunci aceasta izometrie este o rotatie de axa AB.

2. Fie 4 si B doud puncte distincte. Sa se indice o rotatie axiald care aplica punctul 4 pe punc-
tul B. *Ce figura formeaza axele tuturor rotatiilor de acest fel?

3. Cite axe de rotatie poate avea:
a) o sferd; b) o sfera fara un punct;
¢) o sfera fara doua puncte; d) o sfera fara trei puncte.

4. Sa se demonstreze cd rotatia in jurul unei axe este o izometrie.
5. S se arate ca simetria axiald este o rotatie in jurul unei axe.

6. Sa se arate cd orice dreaptd a perpendiculara pe axa de rotatie se aplica la aceasta rotatie pe
dreapta o’ situatd cu dreapta a in acelasi plan si cd unghiul format de a si a” este egal cu
unghiul de rotatie.

7. Fie dreapta / si punctele distincte A si B, astfel incit dreptele / si AB sint necoplanare. Sa se
determine pe dreapta / un punct M, astfel incit AM + MB sa fie minima.
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Modulul 10

Probleme recapitulative |

1. Fie doua drepte d,, d, si doud puncte 4, C. Sa se determine punctele B, D (Be d,, De d,),
astfel incit patrulaterul ABCD sa fie paralelogram. Discutii.

2. Se daudreapta d, cercul € sipunctele 4, C. Sa se determine punctele Bsi D (Be d, De €),
astfel Incit patrulaterul ABCD sa fie paralelogram. Discutii.

3. Sise arate ca dacd mediana BM a triunghiului ABC este si Inaltime, atunci AABC este isoscel.

4. Cercurile € si €, au un punct comun M. Sa se construiasca o dreaptd d ce trece prin punctul
M, astfel incit coardele formate de aceste cercuri pe dreapta d sa fie congruente.

_B_|

5. Pe latura 4B a triunghiului ascutitunghic ABC este dat un punct fix P, iar pe laturile AC i BC —
astfel incit perimetrul

punctele mobile X si respectiv Y. Sd se determine punctele X, si Y

1°

triunghiului PX Y, sa fie minim.

6. Pe o masa de biliard sint doua bile: una alba 4 si
alta neagra N. Sa se determine punctele de impact
cu bordurile, astfel incit dupa impact bila alba sa
loveasca bila neagra.

7. Sase afle virful C al triunghiului ABC, daca se dau
virfurile lui 4, B si dreapta suport d a bisectoarei
unghiului C.

8. Fie doua drepte concurente d, si d, siun vector a, care nu este coliniar cu aceste drepte. Sa

se determine un punct M, ed, siunpunct M, e d,, astfel incit M M, =a.

9. Fie dreptele concurente d,, d, si doud puncte distincte 4, B ce nu apartin acestor drepte. Sa se
construiasca paralelogramul 4BB 4,, astfel incit 4, € d,, B € d,.



Transformari geometrice

Proba de evaluare |

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

. Indicati planele de simetrie ale figurii formate din reuniunea a doua plane secante.

. Indicati axele de simetrie ale figurii formate din reuniunea a doua drepte paralele.

. Stabiliti cite centre, axe si plane de simetrie are un tetraedru regulat.

® ® ® 8 ©

1
2
3. Stabiliti cite centre, axe si plane de simetrie are un cub.
4
5

. Determinati literele majuscule de tipar ale alfabetului latin care admit centru de simetrie si

literele care admit axe de simetrie.
Timp efectiy de lucry:
B ] 45 de minu

1. Aratati ca reuniunea a doud drepte necoplanare este o figura care are trei axe de simetrie. | @

2. Aratati ca orice izometrie a spatiului aplica doud plane secante pe doua plane secante. (©)

3. Aratati ca planul determinat de sectiunea diagonald a cubului este un plan de simetrieal | @
acestuia.

4. Determinati care dintre urmatoarele figuri sint asemenea: ©)
a) doud cuburi;

b) doua tetraedre regulate;
¢) doua sfere;

d) doi cilindri;

e) doua paralelipipede.

5. In planul inzestrat cu sistemul cartezian rectangular de coordonate xOy sint reprezentate | @
punctele 4(2, 1), B(—1, 4), C(=3, 1), D(0, —4). Determinati coordonatele simetricelor
acestor puncte fata de:

a) originea O;

b) punctul 4;

¢) axele de coordonate;
d) dreapta AB.




Modulul 10

Transformari geometrice ale spatiului |

| Izometrii | Alte transformari
/ geometrice
7
Simetria | | Translatia | | Simetria | | Rotatia in jurul | | Simetria fata | Omotetia | |Asem€1narea |
centrald axiala unei drepte de un plan
Simetria centrala: S, Simetria axiala: S,
N M B A
0 ! "
M N B A'/
1. §,(0)=0; 1. VMed, S,(M)=M,
2. VM #0, S,(M)=M’, astfel incit 2. VAe d, S,(A)= A, astfel incit
O este mijlocul segmentului MM’ AA'Ld, sidacd AA'Nd ={M}, atunci M
este mijlocul lui [MM].
Simetria fatd de un plan: S, Translatia determinata de perechea ordonata
o (4, A) de puncte distincte: ¢,
D 1
| 1 A A
B=B 77 /7
k M // : .// ’:
o ' ! M AN \{/[ |
;t 1 Nl N,
D T C C
A
1. VBea, S,(B)=B; VM ¢ (44", t,,(M)=M’, astfel incit
2. YAg o, S,(A)= A, astfel incit AA'M'M este paralelogram.
AA’Ld si punctul M =A4'(Nd este t,(C)=C
mijlocul segmentului 44",
Asemanarea de coeficient &, k>0 Rotatia in jurul dreptei/ cu un unghi ¢: R’
Pentru orice puncte 4, B ale spatiului §i imaginile
lor 4’, B” are loc egalitatea A'B'=k - AB.
C ’
>
B
A o
A'B'=24B,
AC'=24C, c
B'C’=2BC. R (A)=4', R7(B)=B'

Omotetia cu centrul O si coeficientul &
k>0 M k<0 M




Raspunsuri si indicatii
1 35 9 11 <
Modulul 1. §1. A. 2. De exemplu, (x,),.,, X, = 3.a) 3o 1, o b) crescator.
1559 9 201
§1. B. § ©oTs 8. De exemplu, a) (x,),.,, x, =(=1)"" -n; b) (x,),., X, =n+2.

9. a) Crescator, marginit; b) crescator, marginit; c) descrescator, marginit; d) nici descrescator, nici

2
crescator, marginit; ) descrescator, marginit. 10. a) 11 (%) , (%) , (%) G (1)) b) crescator,

marginit inferior. 12. a) x, = ;(1— 31n J, neN"; b) strict crescator; ¢) 1<x, <%, neN".

13. a) x, =3-5""; b) strict crescitor. 14. a) x, =1—2n, ne N'; b) strict crescitor, marginit

superior. 15.a) x, =5n—15, ne N, crescitor, marginit inferior; b) x, =4-2""', ne N', crescitor,
mirginit inferior. 16.a) x, =a+ B(n—1), neN’; b) x, =a-a"", ne N'; ¢) prin calcul direct sau
prin inductie se obtine x, =a-a"" + f(l+o+a’ +...+ "), neN". 17. x, =51—-2, neN".

§2. A. La) x =3(1)""; b) xn=(—%); ¢ x, =G); d) x =Q2n-1% 2.a)7,09, 11, 13;

b) =3, 2, 7, 12; ¢) 1,3; 1,6; 1,9; 2,2; d) AL 3.8) 4,223 b) a=597.

\/_ \/_ 7 5 357 35"

5 5.1 4333 : .
4. a) —10, -5, - T b 75 5 Ty 5.23 dm. 6. 1900 de locuri. 7. 4154,28 lei.
8. 1700 m. 9.5760 lei. 10. 512 bacterii.

§2. B. 11.484. 12.2) a, =" 313 S, =L —ont16 405 taa) b =927

) 330 4 =755 7
ol 1Y) _ 7168, g=-2; 11 —a0t.(3
b)b,,_lo(s) 15.0) b =153 g == b) b =5 g=—7. 16. 5, =40 (

» 8o =
-5

. 17. Indicatie.

47+£+/1993
—

2

Numerele x, y, z rezulti din sistemul xz = y*, x+z=2(y+a), x(z+b)=(y +a)’. 18.

19. a) b =03; b) b1=—i1.

180=12+24+48+96; 180=

20. S={55}. 21. Mai mica decit 2. 22. De exemplu,
9 .27 .81 243
2T T T
§3. B. 6.2)0;b)0: ¢) 0 d) %; ¢)0; ) 0; ) 0; h) 1: i) §;j) et 1) —1: 1) l- m) e; n)0.

e . . 75 1 3 V31
Exercitii si probleme recapitulative. A. 1. ) = 1 53 7 ; b) 7 1, - 5,
B 15 20 29 -34 _n_. -, 1
c) —6, ERR 2. a) X, = b)x—2n ¢) x,=3-(-1" )xn—3n.

3.De exemplu, a)22,24,26,28,30;b) 1, =1, 1, =1, .; ¢) x, =%
5.a) a,=—4n+2; b) a,=2n-1; ¢) a,=5n-15; d) a,=7n—4. 6. a) —24550; b) 4850.

, n=>1. 4. Nu este monoton.
7. a) x=u' b) a=b, xeR. 8.a) b =2-6""; b) b =—10- L H~ c) b =3.2""
’ 2a(2-a)’ ’ B ” ’ g 2] " ’

n—1
9.a) x,=2-3"", g=3; b) x,=2n+2, r=2; c) xn:—4[%) ,q:%; d) x,=52-6, r=5.
10. a) n=10, 5, =140; b) a, =4, n=8 sau a,=-2, n=11. 11. a) q=2, S, =2 555;
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Raspunsuri si indicatii

b) b =3, S, =765. 12.50re. 13.313,6 m. 14. —1%+/6. 15. De exemplu, a) x,, =1+(-1)*;

2k-1 _ 2k-1 3k
b) x,, , :22# ¢) x,, =2k-sinkr; d) x,, =cos2km; e) x %
B. 16.24 u.l. 19.243 1. 20.1224. 21. S, =n[x’ +(3—n)ax+a2]. 22. a) +o0; b) +oo; ¢) —oo;
202 e e
O-250 20350 e’ e,
Proba de evaluare. A. 1. a) %, 1, %, %,%; b) 0, %, 0, %, 0. 2. Strict descrescator.
3.a,=2, r=3saua =14, r=-3. 4. b, =1, g=-3. 5.Laetajul 6.
B. 1. 5, T 13,y =4(-3)"". 3. Strict descrescitor. 5. a p——
27 b 4 b 5 n 1 3’ 4
30 3 _ 3 3 .
6.b—7,q—zsaubl— 7,q— 1 7.9 inele.
Modulul 2 §1. B. 1. Indicatie. Ardtatica 2-r,2+r)NE=#J, Vr>0. 2.a) -2, 2
1 . ’ — 2 7 __ é _l
b)2, 4;¢c) — 2 > -1, 1. 33)x—4+—, b) x|, = 1+2n+1’ = ,c) .
7. Indicatie. Studiati lim f'(x)) si lim f(x) pentru sirurile (x/ )m, X = x,, 81 (x ')m, X' = x,,

care se determind din conditia ca functia sinus sau functia cosinus sa ia, de exemplu, una dintre
valorile 0, 1 sau —1 si aplicati observatia 3 de la definitia Heine. 8. a) /(2)=5, [,(2)=6;
b) [ (-D=l,(-D=L [ (I)=—co, [,(I)=4e. 9. a) /(0)=1, BI(1); b) [(0)=-2, I(2)=—4.
10.2) [ (km)=-1, [,(km)=1= E}Lr]gf(x); b) [ (k)=k-1, [,(k)=k=13 Eig{lf(x).

11. a) x,eR\Z b) xoqt%-i-kn', keZ ¢) x,#km, keZ 12. a) a=l limf(0)=4
a=-2, lxiirllf(x)=1; b) a=2, £i_r)r21f(x)=0; a=-3, lerrzlf(x)=5. 13. a=1.

§2. B. 1.a)—1; b) +oo; C) 4o0; d) —oo; €) 4oo; f) co. 2.2)4; b) —oo; C) 4o0; d) —oo; €) 55;
0 =23 205 h) +os; 1) 3. 3.2) 13 b) e ©) e d) efe—1)’5 €) 5 f) oo, 4.2) —oo; b) —oo;
c) —oo; d) 405 €) 2; f) —%. 5.a2)1;b)2; ¢) (=1"; d) 3-(=1)""'. 7. Indicatie. A se vedea indi-
catia la exercitiul 7 din §1. a) A; b) F; c) A. 8. a) f(#0)=0, f(1+0)=f(—1-0) =0,

JUA=0)=f(=1+0)=—c; b) f(1+0)=/f(-1-0)=0, f(1-0)=f(=1+0)=+; ¢) f(-1-0)=1,
f(=1+0)=0. 9. m=—-1, m=2. 10. me[-1,3]. 11.a) 1; b) —oo; ¢) 0; d) —oo; €) +oo;

f) —o0; ) —ooi h) —oe.

§3.0B LO3b) 30 5 d) 502505 9hh) 3D 1 ) ER 5D g
mim&m—%mim—mw;@uomwé..w?m?o—%
9% 939 - @> P32 NZKR 5 D -2 m) 2 =30k p) 2 q) 130 -3
) —Z; )g? u) Z‘ 3.a) ooy b) +Hoo; €) —oo; d) +oo. dea) m=—1, n=4; b) n=2+71, m=-2
§4. B. 1.1) 2; 2) (3)5; 3) %; 4)-3;5)1; 6)0;7) 2—log, 3: 8) %; 9) %; 10) —oo; 11) %,

) : 13)3; 14)—— 15) : 16)—1;17)-3; 18)0; 19) e2; 20) ¢’; 21) /6; 22) ¢%; 23)%;24)1;
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Raspunsuri si indicatii

n(n 1)

C2,; 28) ln2 29) — 30)—— 31) Ye; 32) & -e; 33) Ve
34) \/e_; 35) \/e_z. 2. a=1, b=-1. 3. 4+, daca a+2b>0; —oo, daca a+2b<0; —ﬁ, daca

25) 20 26) : 27)

4

a+2b=0. 4. a=2, b=35, f(-1£0)=1c0. 5. a=-3, b=-1.
Exercitii stpl()bleme recapitulative. B. 1. a) =; b) — ) d) -3;e)—14; f) —oo; )%
L V2 N ol
b1 ) 219 - 25 1) - Zim) 2o )—Z. z.a)E,b)l,@ a2, S0 s

3

) 2; h) %; 03 J) 4K ¢ 1) e'; m) e 7 n) % 3.) =5 6) 0;0) 35 d) +; €) +<; )0,
4. a) ae{—%,l}; b) ae {£1,£4}; c) a=5; d) a=0. 5.a) a=1, b=-2; b) a=-2, b=3;
c) a=2,b=4. 6.a) x=-1, x=3; b) 600 m; ¢) 400 m; d) 5,7°; ¢) 200 m. 7. a) 5200 m;
b) 621 km 480 m; c¢) 10 m.

Probadeevaluare B.1.C. 2.C.3.2) [, =4, I, =9, b)l—— )lz=%;d)S:(4,5]U[8,9).
4.2)1; b)

Modulul 3. §1. B. 2.a),b), c) Continui ca functie elementard. 3. a), b) Continui pe [a, b];
¢) continud pe intervalele [a, x,) si (x,,b]. 4. a) Continud pe intervalele [-3,-2), [-2, 1),

(=1,2], (2,4] 51 (4,5]; ) f(=D)-f(0)=2-1=2, f(2)'f(4)=1'3=3 f(O)-f(45)=1'2=2-

oo . . L X=X,  Xx+x,
5. a) Indicatie. Vx,€ R=|sinx—sinx, | =|2sin 3 Lcos——2> > <2

36 >0 (6 <¢), astfel incit |sinx—sinx,|<e, VxeR, |x—x,|<8; b), ) si d) similar cu a).

sin? 0 Li<x—x,|=> Ve=20

6. Indicatie. Conditia |f()c)—6|<i0 poate fi scrisa |x2+x—6|=|x—2|\x+3|<io. Cum

|x+3|<7 (deoarece 0<x<4), conditia anterioara este respectatd dacd |x—2|<—= 7 0 adica

pentru 6 = % Functia este continud, insa aceasta nu rezulta din conditiile obtinute. Verificati

daca Ve>0 (51 nu numai pentru €=— ! ) 36 >0, astfel incit |x—2|<d=|f(x)—f(2)|<e.

10
7. a), b) Continua; c¢) discontinud in x, =0; d) discontinuain x, =0. 8. a=0, a= -2 , a= V2.
9.2) x, =1, f(1+0)—f(1-0)=—¢; b) x, =—1, x,=0; f(-1+0)—f(-1-0)=2, f(+0)— f(-0)=1.
10. a) Continud in punctele x, =—1, x, =1; b) continud pe R\{0}, x, =0 — punct de discon-
tinuitate de speta a doua. 11. a) Continua; b) discontinud in punctele x, =-1, x, =1.
12.a) a+be=2, a,be R; b) a=-1.

§2. B. 1.a) Discontinud in x, =1; b) discontinud in x, =1; c) discontinud in x, =%; d) discontinua
inpunctele x, =k, ke Z. 2.3¢,>0, V6 >0, Jx;, astfelincit |x; —x,[<d si|f(x;)—f(x,)] =€,

1
xsm—

3. Indicatie. 1 =1i
ndicatie. 1mf(x) lim sinx

X
b=-1; b)nuexistad. S.a)2) fog continud, go f discontinud in x, =0; b)2) f o g discontinua

=0= f(0). Deci, f este continud pe [0, %] 4.a) a=2,

in punctele 0, —1,1, go f continud; c) 2) fog discontinud in punctele x, =krm, ke Z; go f
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Raspunsuri si indicatii

discontinud in x,=0; d) 2) feog discontinua in x,=-1, gof discontinud in x,=1.
_ 2 o _ .2 . . . _Jx, daca x<1

6. a) (fo@)®)=(r+1) si (gof)x)=x"+1 continue; b) (f g)(X>—{x_z, I

x, daca x<0

~ discontinua in x, =0; ¢ disconti-
x—2, dacd x>0 0 ) feg

discontinud in x, =1, (go f)(x) :{
nua in punctele x, =lnn, neN'; go f discontinua in punctele x, =k, ke Z; d) fog

discontinud in punctele x, =mm, me Z, si x, :%+ 2km, ke Z; go f discontinud in punctele
1
k
inpunctele x, =k, ke Z\{1}; f) fog discontinud in punctele xe R\[0, 1]; go f discontinua in

punctele x, =k, ke Z. 7.a) a=1;b) a=1; c) a=0; d) azg; e) Vae R. 8. De exemplu,

x, =k, ke Z; ¢) fog discontinua in punctele x, =0 si x, =—, ke Z\{0}; go f discontinud

1, daci
/g R—-R, f(")={—’1 ai:c;)feﬁm\o g0 ==/ ).

—1, daca x<0
9.Deexemplu, f: R —>R, f(x)=40, daca x=0 g:R->R, g(x)=x.
1, daca x>0;

§ 3. B. 1. Indicatie. lim f,(x)=f.(x,), Vx,el. 2. Indicatie. Fie (a, b) interval finit.

~ _ f(x), daca a<x<b

f:la, b]— R, f(x)=1:a, daca x=a este o functie continua pe [a, b], deci §i marginita:
B, daca x=b,

m< (?(x)) <M, Vxela,bl=m< f(x)SM, Vxe(a,b). Daca (a, b) =(a, +) (a #—oo), atunci

Ve>0 dA>a, astfel incit B—e< f(x)<B+e, Vx> A. Pe intervalul (a, A) functia f este

marginitd: m< f(x)SM,Vxe (a, A)= min(f -, m) < f(x) <max(f +&, M), Vxe (a,+).

Similar pentru intervalele (—oo, b) §i (—oo, +o0). 4. f: (a,b) >R, f(x)=

< 1
1, daca xe (O, E]

7. De exemplu: a) £: (0, 1) = [0, 1], /(x) = 14— 4x +3, daca xe(%,%] b) £:(0,1)= (0, 1), f(x)=x:

< 3 )
0, daca xe (Z’ 1),

2x, dacd xe| 0, %]

1
(x—a)b—x)’

c) f:(0,1)>(0,1], f(x)= 8. a) Indicatie. Fie . =—1, =0. Atunci

—2x+2, dacd xe (% 1).

f(=1)=-1si f(0)=1,si functia f nuiape (-1, 0) valori din intervalul (0, 1); b) avem f(0,5) =-0,5
si f(1)=0, iar functia f nuiape (0,5; 1) valori din intervalul (—0,5; 0); ¢) functia f ia numai valori

intregi. 9.a) xe (e, 3); b) xe (-, —4); ¢) xe (_3%@, 1)U (10", +e0). 10.a) £ >0 pe

(=e, )U(a, H)U(c, +e0) si f<0 pe (0, )U(b, ¢); b) [>0 pe (I, +e0) si f<0 pe
(—o0, —=4)U(—4,1). 11. Teorema despre anularea functiei nu poate fi aplicata.
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Exercitii §i probleme recapitulative. B. 1. a=—-1. 2. a) x=1 — punct de discontinuitate de
speta I; b) x =1 — punct de discontinuitate de speta II; ¢) x=—1 — punct de discontinuitate de
speta I; d) f(x) este continud pe R. 3. a =l, b=1. 5.a) x=0 este punct de discontinuitate

0, daca x=1 _]4, daca x<0
1, dacd x#1, (gOf)(x)—{L daca x=0;

c) fog este discontinud In x=1; go f este discontinud in x=0. 6. a), b), d) Marginite;

¢) nemarginita. 9.a) S =(—o, —=3)U (3, +); b) S=(,4); ¢c) S= (0, LZ)U (1, 4o0).
e

pentru functia f, g este continud; b) (f o g)(x) ={

Proba de evaluare. B. 1. a) Poate avea loc (Indicatie. Aplicati teorema lui Weierstrass.); b) nu
poate avea loc; c), d), e), f) pot avea loc (/ndicatie. Construiti exemple.) 2. a) Continua; b) x, =1
este punct de discontinuitate de speta intli. 3. a) Marginitd; b) nemarginita. 4. ae {0,5; 1}.

Modulul 4. §1. A. 1.2) Ax=1,5, Af =3,75; ¢) Ar=-0,5-+/3, Af =275, d) Ax=-4,

Af=1739. 2.¢) f'(x)=6x7; d) f’(x)=—L2. 3.2) f(-)=71"(0)=/7(0,5)=f"(10)=0,5.
X

4. a) y=-x+4, unghi obtuz; y=\/§x+(3—\/§), unghi ascutit; b) y=x+2, unghi ascutit;

y==v3x+(3+4/3), unghi obtuz; ¢) y =0, unghi nul; y‘% . 3\/_

§1. B. 5.b) f nu este derivabila in punctele x, =2 si x, =2. 7.a) f nueste derivabildin x, =0;
b) f este derivabiliin x,=0. 8.a) meZ,m>1; b) neN,n>22. 9. n=0,m =%. Indicatie.

unghi ascutit.

Pentru a determina parametrii m §i n, puneti conditiile de continuitate si de derivabilitate ale
functiei in punctul x, =e.

§2. A. 1.a) f este derivabilain x, si x,; b) f este derivabild in x, si nu este derivabila in x,;
c) festederivabildin x, sinueste derivabilain x, si x,. 3.a) y=3x-2;b) y=-1; c) y=4x+6.
4.a) 0°;b) 60°.

§2. B. 6.a) f nu este derivabild in x,=-3 si x, =3; b) f nu este derivabild In x, =10.

V2 (=2 n)\/_

2 8
. 8.a) 1) Functiile f; g, & sint continue pe R; 2) f este

a) 1) y=x+0,75 2) y=6x-3; 3) y=-8x-24; b) 1) y=—7—

1 3\/§7r f nf6

2) y=5x+ 3 y=—gx

derivabila pe mul‘glmea R\ {0}; geste derlvabllé pe multimea R\ {0}; 4 este derivabila pe multimea

R\{-3,3}. 9.a) 1) y=3x, ox=arctg3; 2) y=x+1, oc=%; b) 1) y:—%x—l, a:—arctg%;
2) y=—2x+6, oo =—arctg2. 10. b=4,c=1.

§3. A. 1.a) f'(x)=8x", D, =R; b) f(x)==1x", D, =R}; c) f(x)—% =R};

, c 1 1 .

0 f()=3h3 D.=R; ¢ [(x)= ( )lnE,D R ) [()=—x. D, =R

: 1 a0y L

g) f (X) - l 3’ D IR h) f (X)_W’D ’_IR -2 a) TIn7’ b) 11'110’ C) 120’ d) 14°

e) 32In2; 1) 0. 3. a)y—lx+ ;b)) y=xIn2+1;¢) y= )clog8\/2+log8 ;d) y=5x+4.

§3. B. d.a) f'(x)=15Vx, D, =R_; b) f(x)=34x°, D, =R. 5.2) f(x)=
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,x<0; D, =R ¢) [f(x)=———, D, =R

, 1 , 1
b =— 0; = :
) fd(x) 2 (x7 x>U; f;('x) 24— j 21 04 f

d) f/(x)=2"In2, x>0, f(x)=2"In2, x<0; D, =R. 6. a) fd’(z):—l, f(%):

b) £/(0)=2, £(0)==2; ¢) £(0)=3, f/(0)==2. 7.a) y=—42x—63; b) y=%x+3‘/§6‘”;
o) y= 27?§27+1“h9131 d) y=2,5xIn2,5+2,51~1n2,5). 8. m=1,n=0.
§ 4. A 1.a) f(0)=30; b) f(n)=re"; ¢ f’(@:ﬁ; d) f(x)=3x> —10x;
, o 24x+1 .
e) f(=14x-3% f) [f(x )_m 2. a) Df=lR+,f(x)=2L\/§, D, =R:;
b) D, =R, f'(x)=$+5x4, D,=R’; ¢) f(x)=¢'(1+x), D, =D, =R; d) D, =R,
Inx  x e _me g logix Vx 2x—1
f( )_T 7: Df'_IR+7e) Df_IR+’ f(X)— 33\/)‘:72 xln3 D IR+’ f)f( )_ﬁs
D=0, =R\l; @) D, =R, [(=— 25 2x 3 D =R [ )_lnx L D =D, =R \{I};
D =Y p p —RB: ) Fe=—El, D, = (e 01U 4,
(x-3) 2x% —x
- 4 . J2-1 2
D, =(—=2; 0)U(0,5; +e0); k) D, =R, f(x)=—m, D, =R". 3.2) —5 b) log; 0’5+E'

4.2) v(t)=—t>+6t+7; b) 15m/s; ¢) 7s. 5.a) t,=1s,t,=25s; b) v,()=12t+4, a,(t)=12;
v, (1) =3t +6t+6, a,(t)=6t+6; c) v(I)=16m/s, v,(2)=26 m/s, a(1)=a,(2)=12m/s*;
v,(D=15m/s, v,(2)=30 m/s, a,(1)=12m/s’, a,(2)=18 m/s*; d) v,(¢) =v,(¢) in momentele

t, =# ssit,= 3+2\/§ s, a,(t)=a,(t) inmomentul #=1s.
() =255 —— 1 _ginx: b) £(x)= N SR
§4. B. 6.a) f'(x)=25x i sinx; b) f(x) Cosx+xln0,3 5.5\/)6_4,

V3

-] 10 |
C)f(x)_x+2\/§+x3’d)f(X)_:;.W

f) fi(x)= 5[ sinx | 4 xcosx]; g) f/(x)=8x*@Blnx+1); h) f'(x)=3x"°(log, x—0,2log, e);

+7ex+%; e) f(x)=— 55inx—7cosx—%;
x

4l
10x - 15 62 log? tgx | NP n e
i) flx )— D o= “sin2xlns k) fi(x)=3-6"-In6-sin"4x+4-6" -sin8x;
, i 3x"-1)-2- 3x" -1
) S-S sinGe oD 2o D g ) f“(l_u]’ b) y=
xln’ x
c) y:\/g~x+l—\/§. 8. aeR,b=2,c=1. 9. De exemplu, a) f(x)=2x—sinx+2008;
b) f(x)=—e*—-100. 10. a) S={(- 1)”“” nzn nel}; b) S={(- 1)’”17r nk\keZ}
11. a) S=(-o0,2— \/_)U(2+\/§ +o0); b) S= U(—— an, ;_76r+k37r) Indicatie. Rezolvati
keZ

inecuatia sin(6x —7) < % 12. a) f”(x)=12x-10; b) f”(x)=-18sin3x; ¢) f”(x)=20e";
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’” 3 ’” 1 ” X 77 4
d = =—— =_—; =
) f7(x) RN e e) [ (x) e H /(%) — g /(%) Gl
27 l—)
9
i) f"(x):(\/;)xfl ,|:(ln\/; ) 2L+2L] Indicatie. Aplicati de doud ori formula
(Inx) = —— f( ;S . 1. (xzz+)2—x25+1+3arctgx. 15.70m N. 16.168. 17. n-2"". Indicaie.

Derivati identitatea (1+x)" =C' +Clx+C:x* + ...+ C'x" si substituiti x=1.
§5. B. 1.a) f(x)=-096, f(x,)=-1,02; b) f(x)=7512, f(x,)=486. 2.a) =L16;
b) =0,972; ¢) =6,0009; d) =0,999; ¢) ~0,05. 3.a) df(x)=(3x* +2)dx; b) df (x) = —

(-2
¢) df(x)=cos(x+1)dx; e) df(x)=-2sin2xdx. 4. a) df (x)=(log, x +1log, e)dx=log, (ex)dx;

b) df (x) =2xe*" (1+2x)dx; ¢c) df (x) = [ctg(x +5)—— al

! _9
m‘;}d)@ ) df (x)=Jdx
\/§+1

5.2) ——d by Y22 N ’

2X Vax o) df = 280% 221 g0 7 0y 21 dx by mu
-1 cos’x 55\/(x2 —x)* 8

exista; c) %dx; d) 28e*dx. 8.a) =0,695. Indicatie. Calculati cos(45°+1°). b) =1,05. Indicatie.

= dx; )—dx 6.a) df (x)= (—+20x +—)dx

b) df(x)z(—2~e

Calculati 1g(10+1,2). ¢) =2,511; d) =0,497; e) =0,92.
§6. A. 1.a) x,; b) x,, x,; ¢) x,; d) x,; e), f) in nici unul din punctele indicate. 2.a) 1) S = {%},

sint verificate conditiile teoremei lui Fermat; b) 1) S = {5}’ sint verificate conditiile teoremei lui
Fermat. 3.a) Da;b)nu.
§ 6. B. 6.a) c=1; b) functia f nueste derivabilain x, =2; ¢) ¢=0; d) c= % 7.a)a=7,b=-3,

d=-1; b) c——% 8. Indicatie. Aplicati corolarul teoremei lui Rolle. 9. Indicatie. Studiati

functia f: R—R, f(x)=x-2"-2-x"+2. 1l.a) c=-0,5; b) c= 3\/_ ; ¢) teorema lui Lagrange

5
nu poate fi aplicatd functiei f, deoarece ea nu este derlvablla pe (0, 3); d) c=In Sel'

13. f’(x)=17. Indicatie. Aplicati corolarul 3 al teoremei lui Lagrange. 14. a) 3; b) ; c) —%; d)1;
e)0;1)0;g) 1;h)0. 15.2)0;b) 0; ¢) 0.

Exercitii si probleme recapitulative. A. 1.B. 2.D. 3.a) A;b) y=2x—-1;¢) S=R"; e) 0(0, 0).
4.2) S ={o, 1%}; b) S={e'}: ¢) S={0}. 5. S=[0, +o). 6.2)4s:b)65.

B. 7. a) (cosx)sin(sinx)dx; b) (—sinx)cos(cosx)dx; c) lexdx' 8. a) S={%+kﬂ:|k€ Z};

b) S={—%+kn|ke2}; ¢) S={0). 9.a) 1) £(O=7(0)=0; 2) f/3)=0, £/(})=3;
3) f/(0)=2, £/(0)=0. 11. Indicatie. Aplicati corolarele teoremei lui Rolle. 12. Functia f este

continud pe [1, +e0), dar nu este derivabila in punctul x, =2. 14. ¢ = l 15. a) Functia f verifica
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conditiile teoremei lui Rolle si ¢ =2; b) Functia f verifica conditiile teoremei lui Rolle si ¢ = %;

12443

3
Proba de evaluare. A. 1. a) <;b) Sz[%, +oo); ¢) S={-3,0}. 2.2) R.; b)F;c) y=x+1.

¢) Functia f verifica conditiile teoremei lui Rolle i ¢ =

2
. 16. 3

, , —x+15
3.2) f(0)=x-5"Q+xIn125); b) f/(x)=——22 _ 4.155s.
) /() =x-5"( 10 0= =
) B T ) B . 2log, , 6x ]
B. 1. a) A, b) S—{(k+1)g|k€ Z}, C) y—6x (67T+1) 2. a) IR+, b) xln—o’zdx,

2(1-1n0,2-log, , 6x) o TC
: . 3. =1(-D)""=-1 Zy,
c) 1202 a) S {( ) 3 O+kr|ke },

keZ keZ

b) S = U(—%—lmzkn, 47”—1o+2k7z} S= U(—%’T—lmzkn, —%—10+2k7r)

1
4.¢2. 5.a)a=In2, b=0,d=1;b) c=0. 6.1s.

Modulul 5. § 1. A. 1. a) (=, 1] /, [L, 1]\, [1, +o0) /5 f(=1)=2 — maxim, f(1)=-2 —
minim; b) (=, 0]\, [0, +o0) /; £ (0)=3 —minim; c) (=0, 1]\, [I, +o0) /; f(1)=-3 — minim;

d) (=eo, =2] /,[-2,2]\, [2, +e0) /5 f(=2) =16 —maxim; f(2)=-16 —minim; ¢) (—oo, —%] /,

3 1 1 . 3__ m- _l—_ﬁ_"- —<><)l
s e

[%, +°o)\.; f(%):% — maxim. 2. a) f(-2)=f(2)=—4 — minime, f(0)=12 — maxim;

b) f£(1)=4 —minim; ¢) f(~5)=0 —maxim, f(1)=-324 —minim; d) f(-v2)=42 —maxim,

f (\/5 )= —442 — minim; e) f(1)=0 —minim, f(-1)=4 —maxim; f) f este strict crescatoare.

3.0) m=—7, M=9; b) m=—%, M =120.

§ 1. B. 5.a) (=, 1] /,(1,3)\, [3, +) /; b) [o,%}\., [% +°°]/;c) (=o0, 3]\, [3, +e0) N\
e e

d) [0, +o0) \; €) (=0, =31\, [-3, =31/, [V3,43]1/, [V3,3]1/, [3, +o0) \; ) (—oo, —1] /,

[1, 4e0) /. 6.2) a€[l, +oo); b) ae[—], +e); c) a=1. 7.a) f(5)=—27f7 —maxim; b) f(2kr)=1,

f(2k7r+%):1, f(2k7r+%7r):—%, ke Z, —maxime si f(2km+m)=-1, f(an+£)=%,
e
3

4
.. T . T L 2\
ke Z, — minime, c¢) f(—l)—E—l — maxim, f(I)=1-% — minim; d) f(3)——

>

2

) f(—2)=f(W2)=4e? — maxime; £(0)=0 — minim; f) f(1)=0 — minim; f(e*)=4e” —

. 5)_97°
maxim; g) f(_Z)_ 3

i) f(-D=e" —minim; f(2)=4ve - maxim. 8.a) m=min[f(~1), £(0), /(2)]=f(2)=-13;

M =max[f (=D, £(0). f()]=/(0)=3; b) m=min[(0), f(’g} f(ng f@1= O =fm=1,
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M =max[ £(0), f(l} f(S—”) f(m)]= f(l): f(S—”)z 3.0y m=2-2In2, M = +oo.

6 6 6 6 4
§2. B. 1.a) y=ux; b) nuare asimptote; c) x=0,y=3. 2.2)y=0, x=0;b)x=%2;¢c) y=0 la 4oo,
x=0;d)y=x la +oo §i —co. 3.a)Concava pe (—eo, —3) si convexa pe (-3, +o); b) convexa pe
(=0, =1)U(0,1) si concava pe (—1,0)U(l, +e); c) concava pe intervalele (2kx,(2k+1)1),
ke Z, siconvexa pe intervalele ((2k + ), 2k +2)r), ke Z; d) concava pe (—eo, 0) si convexa

3
pe (0, +e0); e) convexa pe (—eo, 0) siconcava pe (0, +oo); f) concava pe (O, e ? J si convexa pe

2L 2km+2E

3 3n
(e 2, +oo]; g) convexa pe intervalele {e ‘e 4 } ke Z, si concavd pe intervalele

2hkm+ 2k7r+5—” . . C A Ae A~ . A
(e te ), ke Z. 4.Indicatie. Determinati mai intii punctele in care f” =0 si punctele in

care f” nu existd sau este infinitd, apoi discutati semnul lui /" in vecinatatea punctelor gisite.
5.a)y=0,x=0;b) nuare asimptote; c) x=0, y=1; d) x=—1, x=0, x=1, y=x; ¢) y=—1 la -

siy=1 la 4oo; f) y=0. 7. Deexemplu, f: R\{k} >R, f(x):x+m, ke Z.

a

§3. B. 3.¢) .4, =75

§4. A. 1.a) v(0)=s"(0)=12 m/s. b) Peste 2 secunde. Distanta este de 16 m. 2. R=r,
4.4225 lei.

§4. B. 5. vw()=3at’+b; a(t)=v'(t)=6at. 6. Indicatie. v(t)=3t"-12t; a(t)=61—12,

a(t)y=0=1t=2, v, =v(2)=-12. 7. Indicatie. Beneficiul brut B(x)= p(x)-x—C(x). x=11

EZ
Pmax =P(r)=ﬂ'

unitati, B, =479 u.m.

Exercitii si probleme recapitulative. A. 1.a) (oo, 4] /, [=4, 0]\, [0, +9) /: b) (—oo, —% /)
—%%]\ [%,Jroo\/. 2. 8) (coo =11\, [—L4o0) /5 b) (<o, 0] /1 [0, 1], [L+o0) /;
c:) (—w,—z]\,[—z,—%]/, [—%,m /:d) (_w,%]/, [%,2]\,[2,+oo)/‘;e) (—oo, 5™
_%%}/ [%,m]\.; B) (coo 1N, [Lteo) £ 3. a) (moo—l]\. [1,400) /-
b) (—oo,—%]\, [—%,0]/, [o, %\. B,m)/; &) (o0 =21 /4 [-2, 2]\, [2,+%0) /;
d) (moo,4+00) /5 ) (oo, —1] /1 [=L 1IN\, [1, +e0) /; ) (_w,_%]/, [—%,0]\, [0, +e0) /.

4.a) m=-3, M =2;b) m:%, M =8. 6.a) a=2;b) a=—%. 7. B, =B(39)=4443 lei.
_L -1

B. 9.a) (=eo, —1]\, [=1, +00) /3 b) (—oo, =]\, [-L 1] /, [L+e0) N5 €) [0, € 2]\, [e 2, +e0) /.

10. me (=0, —1]. 13.2) me[0,1]; b) me &; c) me (=, 0)U (1, +); d) m=1. 14.a) Concava

pe (=0, —1) siconvexa pe (-1, +o0); b) concava pe (0, ) si convexa pe (7, 27); ¢) concava pe

(—o0, —/3)U(0, /3) si convexd pe (—v/3, 0)U(¥/3, +e0). 15.2) x=0; b) x=0; c), d) nu are

puncte de inflexiune; e) x=¢; f) x=0, x=4. 16.a) x=1, y=1 la +oo $i —o0; b) x=-1, x=1,

EX
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y=01Ia +co §i —oo; c)le, yzéx la 400 §i —o0; d) x=0, y=0la+oo; ) x=0, y=11la +e

2
$i —oo; 1) x=km, keN. 17. a=8, b=2. 19. x=26, B, =B(26)=336 lei.
Proba de evaluare. A. 1. (—oo, 31\, [3, +) /. 3. B_ = B(21)=873 lei.

B. 1. (=0, =11/, [-1, 0]\, [0, 1] /, [1, +o0) \.. 2. m=—oo, M =21n2. 4.V

max

=1000 u.m. sise
realizeaza pentru impozitul de 50 u.m. pentru o unitate de produs.
Modulul 6. §1. A. 1.a) —1+2i b) 6-2i; ¢) V3+2- (1+«/_)i d) ~10-10i;

e) 6-v3-(3++2)i; 0 %_—, g) —+—1 h) 21-205; 1) 2+2i; j) 5 2 k) - 4 > D 4‘;851'

2.2)—i:b) 1;¢) I; d)—is ) —1. 3.a) S:{(%, %J} b) S:{(—%, —%)}; 0 S:{(—%, —%J};
s

d) S={(—3+§\/§,8+\/§]}. 4. ) S={3‘i4‘/ﬁ, 3“4‘/3}; b) ={# M}

2

o s_)=1=iis. 1+1f N B NN R N {1—31 1+3i}
2 2\/7 ’ 2\/7 2 > 2 >

D S:{—Z—Si@’ —2+;J?1}; 5. {S—i:‘/ﬁ’ s+i41ﬁ7} N

5. a) 4; b) =52i; ¢*) 76i; d*) 117 — 44i. 6.2) S={1+2i}; b) S:{%(3—4i)}; 0) S:{—§+5i};
) S={%(4—3i)} 7+, a) S={1—i,—%}; b) S={zl=%((2+i)22—i), zzeC}. 8. a) {1+il;
b) nu exista; ¢) {3i}.

§1. B. 9.a) 0 b) —(19-30770); ¢) 72(1+i); d) 11(—1+321). 10. a) S={+i, +/2};

130
b) S={£2i, +3} ¢) S={+iV5,+iV7}. 11. a) z'+4 b) -1 c¢) a*—ab+b’;
d) @’ +b” +c* —(ab+bc+ac). 14. liz\/a+iliz\/§. 15. 1_2\/5.

§2. B. 2.a) (1=} b) #(2-3D)}) o) HT+D}: d) EW3-D) e) HGE-iV2))
) {£(v2 +iv3)}. 3.a) S={-1+i,-3—i}; b) S={1+2i, 61};c)sz{i,—3+i};d)s={—3+i,%};

e) S={-1+i,1-i}; ) S={-T7-1, 7+i}. 4. {E(B-ai)}. 5. a) 5S(cosm+isinm);

b) 3[cos(——)+1sm( ):l, c) 2[005(—%)+1sm(—§)] d) 2\/_[005(—2)+1sm(—%):|,

e) cos(——)ﬂsm( ); f) 4(0054?7[+isin4?”); 2) cos(arctg%)ﬂsin(arctgg);

h) cos(—+(p)+1sm( ); i) 27°(cosm +isin7). 6. a) 1; b) —64(1+i); c) 512(1—iv/3).
)

7.9) {—1 f“},b { 3 ,(an)} 0 {+ (634 ~(B-Dil, £1[(3 - 1)+<f+1)1]}

l\>|<\~l

N\kl w|§|’
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Raspunsuri si indicatii

d) {‘/7(1+1) £( 1+1)} e) {2 lz[cosé[1527T+2kﬂ)+151né(152ﬂ+2kﬂ)) k=—2,3}.

8.a)i; b) 2—-1, —2—1.
§3.B. 1.a) S= {K/_(cos—(237r+24k7r)+1sm (237t+24k7r))‘k——3 2}

b) S= {\/_(cos (237 +24k) +isin o5 (23ﬂ+24kn))|k=—3,1};

s:—l+i§}; d) S= {+1 +i, +4—(1+1)}

2

c) S:{l,s,ez,i/g,3 6e,6¢>

e) S={5\/7(0052];ﬂ+1sin2kn)k_—2 2}U{5\/§(cosé(7t+2k7r)+isin;(7t+2k7t)) k=-2, 2}.

. et g2 2 =
2. §={0, -1, 1}. 4.S—{gk_1 £, =C0s 6 +isin 6 k=-2, 3}
S.a)S:{—i,i, ‘5‘2‘/7 5*‘/7} b) S = {2+\/_— +1‘/—} ¢) S= { ‘;/ﬁ,”;m}.

Exercitii 5i probleme recapitulative. A. 1.a) 1-2i; b) 242i; ¢) —10+10i; d) %+%i; e) i;
f) 1;g)i. 3.a) S={+3i}; b) S={+4+2i}. 4.1. 5.a) —4(\/§—i); b) —2-2i3. 6. a) 241

127 .3

)—+— )—— d) =+=i 7. z=t—"—+1.

B. 8. 1. Indicatie. Inmultiti egalitatea cu z—1; se obtine z* =z. 9.-64.

10.2) S= { 34421, 3- ‘/_}b)s {ﬁﬂ}; ¢) S={l+i}; d) S=10, +i};

2 3

) S={1-i;0,8—04i}. 11.a) cos(—%)+isin(—%); b) cos(—%+a)+isin(—%+(x).
12.a) {i/_(cow,ﬂsm(pt)(p, {z—n,%t,MT”H,

{\/7(cosg0,+1sm(p,)|(pt {777: 1192;1' 3115}}. 13.a) —2°;, b) —27; ¢) —2°. 14. n=4k, keN.

15. Punctele M, si M,.

b , 517,y 16109, 11 23, o f2
Proba de evaluare. A. 1. a) 35 b) 376 0 9 50 50" 2. S {17(4 1)}.
35l g s=timive Vel 5 e

5 7 7
11 8+f 1 J1-7i =7+7i L
B. 1. )_7_ b) 93(1 1) ) §+§l 2. 8= { 4 , 4 } 3.x—2, y—3

. . . 3(L.3 1. 3. o
5. z,=-1; z, =—1-1. 6. 24(1+1). 7. S:{z'\/;(iT-’-EIJ’ —3\/;1}, 8. S:{(]) 1+1)}.
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Raspunsuri si indicatii

5 1
9 1 3+ i 3 —2+i
Modulul 7. §1. A. 1.2) . b)[8 -3 | o) ) od o
-1 7 . I+1 2421 21 —1+1
2 —1-i
2 4 -2 61 0 2i 7 3 .
20 2 nla o waf oglo2 4 c2ifw|2 2pa(
€ > 1 8 - 1 —l=2af 1 R
-3 6 3i . & ] ) 3 —1+1 5i
4 =21 6 10i -2 —6i 2
301
N 17 18 -4 12 )
D1 0 2} 2.x=2 y=1, z=-1, u=0. 3.a) AB= BA= ; b) AB nu exista,
i 43 30 5 51
I -2 i
6 -—18 -3 18 33 -3 12 11 a+c b+c a+b+c
BA=|-42 14| c) AB=|[ 18 4 10| BA=|27 4 5| d) AB=| 2 2 3 ,
—48 8 0o 3 7 0 6 7 xX+z y+z x+y+z
0 -1
a+x b+y c+z o 3
BA=| l+x I+y 1+z [, e) AB= THEL: BA nu existd; f) AB=BA=A.
a+l+x b+l+y c+l+z
24 10

s o[ Lol a7 ) o WY n(7 kel ® 2
.a 5 N 5 5 > -
3 g Y3 s 15 2 9 is » 0 7/ ¥ 221 34

9 12 —-46 39 96 @ +bd+cg—1 ab+bc+ch  ac+bf +d
5.a)[ }b),e) nuexisti;c)| 9 —69 144} f)| ad+ed+fg bd+é +fh—1 dc+ef+fi

-62 -5
27 27 -63 ag+hd+ig  bg+eh+ih cg+fh+i’ -1
o _3 -5 12 22 2—-a -b 2-c
19 -3) ey L o Y . .
6. a) 3(12 7} b) nu existd; c) 3 18 2 10 d) 3 1 1 1 [ e)nu exista,
0 6 13 2-x 2-y 2-z
2—-a -b -c 22 33 44 22 33
t)% -d 2-e —f | 8T=11-T=[44 22 33 66 33
-g —-h 2-i 33 11 22 33 55

10 10 13 11 11
9. M=M+M,+M,=|19 11 9 5 12|
12 13 9 17 8

9 3 -5 6 6 —2-i 2+3i 3-3 9 -3
§ 1. B. 10. ) ; b) 0N b , F
20 -15 410 I+ i 2-i 0 3 9+3i

i 0 3i 1 n . ¢ . .
e) b D F g) , ¢, — numere Fibonacci: ¢, =0, ¢, =1,

3 -1 -1+4 0 Co Ciy
A0 0 7 00 -33 19 32
c=cte [0 A . 0LD[0 7 0f ) 4 47 -1
0 0 A 0 0 7 -5 =50 -29

29 ]



Raspunsuri si indicatii

6 21 -10 17

511 0 16 15 8 15,1 11,7 \F
-1 54 -51 30

k) . 11.a) |0 5 Ofb)|l6e 14 8] 13.5=|10,3 81 |F,.
-4 -39 20 7

2 6 1 8 7 8 15,4 118 |F,

26 19 -2 71
. . . . 1{-3 2
14.2)3,dacd oo #-9; 2,daca ¢ =—9; b)3,daca a #5; 2,daca ¢ =5; c) 1. 15. a) 5 : b) nu

4 -1
8 4 -4 -1 4 3
einversabitiz o) 4[> bay L 1 =7 2} s osbp Tt %)
este inversal 1a,c)§ 5 0 )% e) ﬂi 3 1 f
-6 2 8 1 -6 -4
-8 29 -11 -242i 1-2i 2-i
g) | -5 18 —7 | h)nueste inversabild; 1) i 1-2i i 0 |
1 -3 1 —1i 1+1 0
2 3 -7 6 24 3 -4 -8 1 -1 0 .. 0 O
11 -1 2 7 -10 _23 -1 2 7 0 1 -1 .. 0 O
D o= : k) 2 2| 1) | e
T 4 -1 0 -2 10 1 -2 -3 o 0 o0 .. 1 -1
-3 -1 0 5 -5 0 1 1 o 0 0 .. 0 1

a 0 2 3 (-2 3 -2 -l
16. , a,beR. 17. S= , , .
a=b b 0 -1 0 1 0 -1

§2. A. 1.a)—10; b) 24; ¢) —a; d) —17i; ) 9-10i; ) —374; g) —11; h) —22; i) 4; j) —18.

R AR o) R CR R

e) S={(“c‘bd “d””)}; ) S={LOD}: g S={L3.2} h) S={2.L3);

a+b’ a’+b’
. 5 2. . . .
1) S= {(3, 0, - 5)}’ j) nu poate fi aplicata regula lui Cramer.

§2. B.3.a)-20;b) 0; ¢) 0;d)—15; e) 36. 5. a) Se va schimba in opus; b) se va inmulti cu (-1)".
6. Se va schimba in numadr complex conjugat. 7. Determinantul se va inmulti cu «o”.
8. Indicatie. Dezvoltati determinantul dupa coloana a treia. 9. a) x=1+1, y=i;

b) x=2+41, y=2-i; ¢) x=3-11i, y=-3-9i, z=1-7i. 10.a) 4 u.p.; b) coliniare; c) 2—27u.p.;

d) 13 u.p. 11. a) Indicatie. Adunati la liniile doi si trei linia intii inmultitd cu—1. (a —b)(c —a)(c —b);

b) (x—a)(2a+x): ©) ab(a® +b —cb)+e(c —be—da'). 12.a) L[> ) wy L7 1)
’ TSl 4 -1 21 2 of
o1
8 4 —4 1 4 3 003

Ly 7 ok ay-|-1 5 3betla s 3} pift PPN
C) % b ) > e) ﬁ > f) Z 1 -1 1 -1 b

6 2 8 | -6 —4 2 2 -9
-1 -1 1




Raspunsuri si indicatii

22 -6 =26 17
-17 5 20 -13 1 4 3 14 -1
2) IR 5 1l 13.X=5(_2 I}Y=5[6 1]. 14.2) S ={1, 2}; b) S =10, 3a}.
4 -1 =5 3

15. a) Indicatie. Adunati la linia ntfi linia a treia si scoateti factorul comun.
(@*+b*+c*)a-b)a—c)c—b)a+b+c); b) (a—b)(b—c)c—a)ab+ac+bc).
§ 3. A. 1. a), b), d) nu este solutie; c) este solutie. 2.a) S={(1, 0, )}; b) S={{1, -3, 3)};
o) S={(, 1, -2)}; d) S={(, 2, =2)}. 3.a) S={(Sa -1, 3o +1, a)|ae C}; b) S={(0, 0, 0)};

¢) S={(0, 0, 2)}; d) Sz{(%, 0, %)}; ¢) S={(7, =6, 3)1: ) S={(l-a, &, 2a—1)|ce C}.

4. a)4,5 lei; 4 lei.

(=244 1-21 —443i). _ o L
§ 3. B. S.a)S—{( T3 s )} b) S={(1, 2, -2)}; ¢) S={(-1, -1, 0, 1)}.

6.a), d), e), f) compatibil; b), ¢c) incompatibil. 7.a) S ={(%(ll—a), %(—1+0¢), a)|0¢e C}; solutie

particulara: (3, =2, —-4); d) S={{1 2, -2)}; e) S={01, 2, D}; ) S={A, L, 0)|A=0};
S={(-o, 1-20, )| C, A=0}. 8.2) S={(-3c, , —a)\ae R}; b) S={(e, 30, &) | R};
¢) S={©, 0, 0)| A=0}; S={(—, 2, a)| A=0}; d) S={(0, 0, 0)| Le R}.

5 1 =3 3i 1 —i
Exercitii §i probleme recapitulative. A. 1. a) . )] . )
-21 8 247 2 4 —-1+2i

0 3 2 4 6 - -5 19 13
1 — 21

2.2) b)) [1 2 30 Ld)| 52 Le)|-22 -27 -17|
10 3 2 -6

369 -33 29 32 26

1 3
3.a) x=—1, y=2; b) x=5, y=11 sau x=-1, y=5. 4.( 6 1} 5.a)2;b)3;¢)2. 6.1x2,
7.a)—1;b) 0;¢)-70; d)-88;¢) 0; ) -211;2) 0;h) 0. 8.2) S ={(2, 1)}; b) S ={(1, D}; ¢) S={(L, L, D};
1

d) S={(3,2,1)}; ¢) S=T; S={(1,§)}; g) S={(4-1,5-1)|teC}; h) S={(2,3,-1)}.

9. 5 gindaci si 3 paianjeni. 10.5cmsi 12cm. 11.a) ae C \{%}; b) e C".

1
B.12. A=210. 13.a) x=1, y=-3; b) x=1, y=2,u =0, v=3. 14.2. 15. [0 "la} 16.b) Cea

mai mica valoare: —4, cea mai mare: 4. 17. a) 2; b) 2; c) 4. 18. a) BA nu exista,

14 -5 22 6 300 L 4 o
AB=|7 10 1 71 b) 4B=BA=(0 3 0| c) AB nu exista, BA:[O 11 1+_}
- i
3 1 1 -1 0 0 3
1 -0 -«
1 3 -5
19. |- 1 1 Laz£l. 20. X= . 21. a) 1; b) 36; c) —15.
-a o o1 0 4



Raspunsuri si indicatii

01 2
22. 7 =6 (un. cub.). 23.a) S={—%,l}; b) S={-2,0,1+i}. 24.|4 3 4| 25.Pentru
210

a # 212, sistemul este compatibil determinat; pentru o =2, sistemul are o infinitate de solutii;

_T} b), €), g), h) nu existd 47

pentru o =-2 sistemul este incompatibil. 26. a) (3

8 7 3 -6 20 -15 17 -8 5
1 1 1
——| 14 -14 14| d) — - - ~1|
©) =5 s d) gl 30 -12 31pH o 1§ 19 1
-34 14 -4 -20 8 -6 6i —9i 3i
r B 7 _1
4 —6 4 -1 4 36 18 18
6 14 -11 3 P
27.a) A =| B by4at=| 4 126 6 |
4 —-11 10 -3 o L -2 _1
9 9 9
-1 3 =3 1 L7 1
4 12 6 6

2 7 0 -8

4 17 2 =15 17 5 19— 9z 11 3t
A=~ 28, 2 .
9) 5, s o0 9 28.a) S = (3 .t ||te Cl;
-8 2 15 -13

b) S={(5-31, =5+21,1—1,1) [t C}; ¢) S={(-5+2A+41, -1+ A+1, A, 1)| A, te C};

d) S={(l+5t, L 7 st 6 |te C};

6 6 66

1 _
e) pentru ae R\{-2, 1}, S_{(a+2’ T3 a+2)|aeC},

pentru o=1, S={(1-A—1, 4, 1) |t, Ae C}; pentru a=-2, S=J; ) pentru AeR", S=;
pentru A =0, S={(-0,5A-6,5¢—1,5; —3,5A-9,5t—3,5; ; t) | A, te C}.

29.a) S ={(-50, a, t, =3 +1) |, te C}; b)pentru Ae R\ {l, -2}, S =(;

pentru A=-2, S={(1,1,1)|te C}; pentru A=1, S={(o, t, ~a—1) |, t€ C};

c) pentru A=1, S=O; pentru A=1, S={(2¢ -3¢, 5¢, 4t)|te C}. 30. Vasul I — 7,5 |,
vasul II -45 [. 31. Biciclistul I - 5 km/h, biciclistul I - 3 km/h. 32. Persoana [ —2 000 u.m., persoana
II-3000 u.m., persoana III - 5000 u.m.

21 3 4

8§ -1 4 5 0
Proba de evaluare. A. 1.2) ; b) . 2.Deexemplu, | 0 1 2 =3
3 016 9 -2 0 0 —11 —10

3.5={(1,-1,0)}. 4. S={(0, %a, o) |oce C}; solutie particulard: (0, 2, 3).

U see 4470 4+5i 23 0 2 —i
-~ +

B. 1. a)(4, 21 : 2?} b) |[12-9i —8+5i| 2.Deexemply, |0 i 4 8 3il
+ 21

6-9i —7+i 0 0 27 47 2ii
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Raspunsuri si indicatii

0 —% % 2 15 -21

.C4|1 1 1] sx=L16 14 —18] 6. 5=1{@2 -3, 24, -39)}.
6 5 7 124 26 6
4 4 4

ns={(Sas3is o+ Bio ~$a-Tip. o )l pec)

Modulul 8. §1.A.1.Nu. 2.F. 3.a) PQ;b) PC;c) OC. 4. %ﬁu.p. 5.3 plane. 6. 6 plane.
7.a2)6;b)4. 8. a)10;b) 10. 9.a) Nu; b) nu; ¢) da. 10. a), b) Nici un punct, un punct, o multime
infinitd de puncte; ¢) nici un punct, un punct, doud puncte, o multime infinitd de puncte. 11. Da,
daca punctele sint necoliniare.

§ 1. B. 14. Indicatie. Dreptele d, si d,, fiind concurente, definesc un plan ¢r. Deoarece dreapta d,
este concurentd cu d, si cu d,, rezultd ca d, are doud puncte diferite ce apartin planului o.
15. Indicatie. Dreptele AD si CB nu sint coplanare. 16. Indicatie. Daca doua plane diferite au un
punct comun, atunci toate punctele comune apartin intersectiei planelor o si . 17. Indicatie.
Daca trei puncte ar fi coliniare, atunci cele patru puncte ar fi coplanare, ceea ce contrazice ipoteza.
18. Indicatie. a(\ AB=C c 8 = [ separa punctele A si B. 19. Indicatie. Ac o si A¢ 3, Be
si B¢ o = dreapta cautata este AB. 20. Indicatie. Punctul D¢ (ABC).

§2.A.1.Nu. 2. a}fc. 3. Da. 5. Necoplanare.

§2.B. 8.affc. 9. Multimea punctelor spatiului fard punctele planului (4, d). 10.d}{ d,. 11. Drepte-
le d si AB sint necoplanare.

§3.A.1. d|| MN. 2.

§3. B. 4. Indicafie. AA BB, ~ AMABC = A B, || AC si AD,DC, ~AADC = D,C, || AC. 5. Indicatie.

Aplicati teorema lui Menelaus. ﬁ. 6. MN|(ABC). 1. Indicatie. M, =DM () AB,

N, =DNNBC, atunci ADMN~ADM,N,.

§4. A. 1. Indicatie. MN || AB, NP | BC. 2.Indicatie.a) LM || AB si MN || BC; b) I, = PM () 4B,
¢) I,=PNNAC; d) (ABC)N(PMN)=11,. 3. 7,,. =1375cm, ;. =22,5cm,
Pysic, =31,25 cm.

6A+1 g AA+1 ) 4 L
0 op = _7 (Y o —___—
§4. B. 4. 8 cm. 5. 38 cm. '_7/l+1]) 17 7/1+1J’ 7, i Indicatie.
a) AMEN ~AAEB si ANEP~ABEC, b) I=NR(\BD. 8. Indicatie. (MNP)| (ABC)=>
= (MNP)((AED) este o dreapta d || AD si Qe d.

Probleme recapitulative. A. 1. a) 17,15 dm; b) 19,5 cm; c¢) 54 cm. 2. MM, =12 cm,
NN, =8cm. 3. 12 cm. 4. Indicatie. Daca M, este mijlocul segmentului 4B, atunci
AMDL ~ AM ,DC = ML ||M C.

B. 7.2) £(2-1); b) pa; o) %; d) £(a-b). 8. 32cm. 10. 221"

a. 11.2m. 12.0,25a> /11 up.

13. Indicatie. Fie I punctul de intersectie a oricaror doud drepte. Dacd am presupune cd a treia
dreaptd intersecteaza una dintre cele doud intr-un punct diferit de /, atunci aceasta dreapta ar
intersecta si a doua, dar in acest caz dreptele ar fi coplanare, ceea ce contrazice ipoteza. 14. Dreptele
AB si DC,unde D=a() AB.
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Raspunsuri si indicatii

15. AM, MN || DB, AN si AL|| DB; a se vedea figura. b M

16. Indicatie. Intersectia a doua plane ce trec prin doud drepte paralele

este o dreapta paralela cu cele doud drepte. 17. A se vedea problema 16. C
18. Punctul exista daca ABJ/DC, adica daca AD:DE + BC:CE. N \/\N
19. Indicatie. Fie BE = EC, atunci [MF] este medianda a AADF. Din B
conditie, AG:GE =2:1, deci [AE] este mediand a AADF. 20. Indicatie. Daca I = AC(EF,
atunci /H (| AB este unul dintre punctele de intersectie, iar FH () DB este cel de-al doilea punct.
21. Indicatie. a) I, =EF\AB, H,=BC(\HD, I,=EH(\AH, (EFH)N\(ABC)=11, etc.
¢) F=DFNAB, H =DH(\BC, FH,(AC =P, atunci FH (1 DP este punctul de intersectie.
22. Indicatie. Aplicati proprietatea liniei mijlocii si proprietatile paralelogramului.

23. a) Dreapta ce trece prin punctul £ si centrul paralelogramului; b) MN || DC|| AB; ¢) LP|| DC;
d) MNLP este trapez. 24. Indicatie. Punctele F,, F, si F, sint punctele de intersectie a dreptelor
CB, AC si respectiv BA cu planul o. 25. Indicatie. Considerati un punct Mec
(Mey, AM|[y, BM|l 7). Construiti (4BM )N o, care este dreapta 4,B,, unde 4, =a() AM,
B, =b( BM sipunctul de intersectie este AB()4,B,. 27.4.

Proba de evaluare. A. 1.8 cm. 2. a)4B,, AD,, D,C,, BC,, AC,, DB; b) (4DB), (DCC)),
(ABA), (D,A,B)). 3. a(0,5++/3). 4.8 cm.

B. 1.allb.2.a) EF||(4ABC), b) GH ||(4ABC). 4. g/

Modulul 9. §1. A. 1. Indicatie. CD LCB, CD LCF = CD L(CBF). 2. DALCB, CB|| MN =
= MNLAD. 3.24cm. 4. MB=MD =5 cm, MC =41 cm. 5. AB=b. 6. AB=1/(a—b)* +¢°.

7. DE =442 cm, CE=217 ecm, BE=213 cm, d :%\/286 cm. 8. 24/14 cm.
§1.B.9. AB=\J(a+b)’ +c*. 10. \Ja’> +c*, \a’ +b* +¢” +2abcosar, \b* +c.

2

11. b2—4sianza. 13. Indicatie. Daca d =\, atunci din d, La = d, Ld, iar din
d,LB=d,Ld=dl(dd,). 14.Indicatie. AAEC isoscel = EOL AC; analog ABED isoscel
= EOLBD.

§2. A. 1. Indicatie. a) ABLMD, ABLMC; b) pr. ., [MC)=[MD); c) 2,75 cm; d) I,SJE cm.
2.a)3 cm; b)0,6. 3.2) 3 cm; b) 342 cm. 4.24cm. 5.3,8m.

§2. B. 6. Indicatie. a) AAVD isoscel, [VO] — mediand; ABVE isoscel, [VO] — mediana =

= VOL(ABC); b) AAOV = ABOV = ACOV = ADOV = AEOV = AFOV. 1. Indicatie. a), b) Daca

E, atunci AAOE = ABOE = ACOE = ADOE = OA=0B=0C =0D. 8. ¢ zgzg .

O=pr,

ABC)

§3.A. 1. J6 cm. 2. a) % cm; b) % cm. 3.15cm. 4.5 cm.

§3.B. 5. @ 6. Indicatie. a) Dacd O = pr, ;. E, iar [EM], [EN], [EP], [EQ] sint inaltimile
triunghiurilor AEB, BEC, CED si respectiv DEA, atunci OM = ON = OP = 0Q, deci punctul O
este egal departat de laturile rombului; b) AMOE = ANOE = APOE = AQOE = ZEMO = ZENO =
=/EPO=ZEQO. 17.Dacd O=pr ., E si [EM], [EN], [EP], [EQ] sint indltimile triunghiu-
rilor AEB, BEC, CED si respectiv DEA, atunci AMOE = ANOE = APOE = AQOE, deci

MO =NO=PO=00. 9.30°. 10. /3.
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Probleme recapitulative. A. 1. a) 13 cm; b) 30 cm; c) \/p2 +n’—m*; d) \/sz +n’ -5,

2. Jbz—%az. 3.d, =2J6cm, d,=4\2cm. 4.a)30° b) arccos(—%). 5.2cm. 6.15m.

ab

B. 10. Indicatie. Dreapta din planul o este perpendiculara pe pr,a. 12.32 cm. 13. e
a

14. V0 —a*. 15. 26" —a’. 16. beosayl—tgactg’f. 17. 2(‘:’5%;‘ 18.0,5m.

Proba de evaluare. A. 1.3,5cm. 2. J6em. 3. 5v2 cm, V29cm. 4.4 cm.
B. 1. %|a—b|. 3. 70cm, 216,06 cm. 4. 45°.

Modulul 10. § 1. A. 2. Nueste. 3. Este o transformare geometricd, dar nu este o izometrie.
4. Nu intotdeauna (de exemplu, proiectarea paraleld).

§1.B. 8.a) BK’, unde A/'K’=K'C’; b) B'L’, unde ZA'B'L’= ZL'B'C’ etc. 9. Dacd Ce[4B] si
f(C)=C’, atunci AC=AC’, CB=CB si AC+CB=AC'+C’'B, deci C=C’". Analog pentru
Ce¢[AB]. 10. a) A se vedea problema 9; b) nu. 11. a) Da, daca f(4)=4, atunci
(A= (f(A)=1(4)=A. b) da, deoarece (fo f)A)=f(4A)=A4. 12. Da, deoarece
(fe U= f(f(A)=f(B)= 4.

§ 2. A. 2. Sint simetrice. 3. O infinitate si multimea lor reprezinta o dreapta paralela cu dreptele date.
4. Nu. 5. Nu. 6. Sint coliniare. 8. Da (centrul, orice dreapta, orice plan care trece prin centrul
simetriei centrale). 9. Identica. 10. Nu.

§ 2. B. 13. a) Un segment paralel cu cel dat; b) o dreapta paralela cu cea datd; c) un plan paralel cu
cel dat.

§ 3. A. 1. a) Triunghiul isoscel, dreptunghiul; b) triunghiul cu laturi de lungimi diferite, paralelogramul.
2. Dreptele care trec prin centrele a doua fete opuse; dreptele care trec prin mijloacele a doud
muchii paralele ce nu apartin aceleiasi fete. 4. a) o=’ si deo’; b) a=a’ si d La';
¢) dNa’#@. 5.O0rice mediatoare a segmentului AB. Reuniunea este planul mediator al segmentu-
lui AB. 6. a) Dreapta suport si orice mediatoare a segmentului; b) dreapta suport a semidreptei;
¢) Insasi dreapta si orice dreapta perpendiculara pe ea; d) orice dreapta din plan si orice dreapta
perpendiculara pe plan; e) dreapta care este perpendiculara pe planul paralelogramului si care
trece prin punctul de intersectie a diagonalelor lui.

§ 3. B. 7. a) Imaginea dreptei paralele cu axa este o dreapta paralela cu cea data; imaginea dreptei
care intersecteaza axa este o dreaptd care trece prin punctul de intersectie a dreptei date cu axa si
axa este dreapta suport a bisectoarelor unghiurilor opuse la virf formate de dreapta si imaginea ei;
imaginea dreptei neconcurente cu axa este o dreaptd neconcurentd cu cea data. 8. a) Orice dreapta
perpendiculara pe axa de simetrie §i insdsi axa; b) axa de simetrie.

§ 4. A. 2. Orice dreapta din plan si orice dreapta perpendiculara pe plan. 3. a) Orice plan care
contine segmentul si planul mediator al segmentului; b) orice plan care contine dreapta si orice
plan perpendicular pe dreapta data; c) insusi planul si orice plan perpendicular pe planul dat;
d) planul care contine dreptele date si doud plane perpendiculare pe planul definit de dreptele date
si care contin bisectoarele unghiurilor formate de dreptele date; ) planul determinat de dreptele
date, planul perpendicular pe planul determinat de dreptele date, egal departat de la dreptele date
si orice plan perpendicular pe dreptele date; f) planul egal departat de la planele date si orice plan
perpendicular pe planele date. 4. Sint coplanare. 6. 5m. 7. o || B, dacd o ||y; o || B,daca o || 7.
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§ 4. B. 9. Punctul M este punctul de intersectie a dreptei 4B’ cu planul ¢, unde B’ este
simetricul punctului B fatd de planul o 10. Punctul M este punctul de intersectie a dreptei 4B’
cu planul ¢, unde B’ este simetricul punctului B fatd de planul a. 11. Un cerc situat in planul
care trece prin punctul 4 perpendicular pe dreapta d, al carui centru este punctul de intersectie a
dreptei d cu acest plan, iar raza — distanta de la punctul 4 la dreapta d.

§ 5. B. 5. Puncte invariante nu existd. Orice dreapta si orice plan paralele cu dreapta determinata
de un punct si imaginea lui la aceasta translatie. 6. 7,,.

§ 6. B. 2. Nueste. 3. Nu. 4. Un singur punct — centrul omotetiei. Orice dreapta care trece prin
centrul de omotetie. 5.9 cutii. 6. a) Laturile triunghiului A’B’C” sint paralele cu laturile triunghiu-
lui ABC; b) ase vedea 6 a). 7. AABC ~ AA4,B,C,. 9. a) Un cerc; b) un disc; ¢) un paralelogram;
d) un patrat; e) un cub; f) o sfera.

§ 7. B. 3.a) O infinitate de axe; b) 0 axd; c¢) o axa sau nici una; d) nici o axa. 7. Indicatie. Considerati
rotatia in jurul axei / care aplica punctul B pe punctul B’, astfel incit: 1) B’e (I4); 2) A si B’ sint
situate de parti diferite ale dreptei /. Atunci M = AB’(\[ satisface conditia problemei.

Probleme recapitulative. A. 1. Indicatie. Daca O este mijlocul [AC], atunci S, (d,)(d, este un
virf al paralelogramului cautat. 2. Indicatie. Daca O este mijlocul [AC], atunci S, (d)( € este un
virf al paralelogramului.

C
3. B M Su(B)=B, = ABCB, —paralelogram cu diagonalele perpendiculare =
y = ABCB, romb.

4.Daca S, (€)=€ si €'N€, =B, atunci dreapta AB este cea cautata.

B. 1.Dacd P, =S,.(P) si P,=S,.(P), atunci {X,}= ACN PP, si {¥;}=BCN PP, 6.Punctul
de impact este intersectia bordurii cu segmentul ce uneste unul dintre aceste puncte cu simetricul
celuilalt punct fatd de aceastd bordura. 7. Virful C este intersectia dreptei d si dreptei B4,, unde
A =S,(4). 8. Daca d,=t(d,), atunci M,=d,(\d,, iar M, =t _(M,). 9. Fie B,ed, si
BB,||d,, A, €d, si Ad,||d,, @a=AA,, b =BB,, atunci t__(4A)=4, ¢ (B)=B,

a+b
Proba de evaluare. A. 1.Planele bisectoare ale figurii date si orice plan perpendicular pe dreapta
de intersectie a planelor. 2. Dreapta situatd in planele determinate de dreptele date, echidistanta
fatd de acestea. Orice dreapta din planul determinat de aceste drepte, perpendiculara pe acestea, si
orice dreapta perpendiculara pe planul determinat de aceste drepte, care intersecteaza prima axa de
simetrie. 3. Un centru, 13 axe, 9 plane. 4. Nu are centru, 7 axe, 6 plane.

B. 1. Fie a si b dreptele necoplanare date. Consideram dreapta 4B perpendiculara comuna pe
dreptele a si b (aceasta exista si este unicd), unde A€ a, Be b. Fie punctul C mijlocul segmentu-
lui 4B. Consideram dreptele a,, b, care trec prin punctul C, paralele cu a si respectiv b. Atunci
axele de simetrie ale figurii date sint dreapta 4B si suporturile bisectoarelor unghiurilor formate de
dreptele a, si b,. 4.a)Da;b) da; c) da; d) in caz general, nu; e) in caz general, nu.
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