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N Capitolul
Recapitulare

si completari

§ 1. Multimea numerelor reale

1.1. Notiunea de numar real
» Examinati schema, apoi substituiti fiecare casetd cu un element sau cu o submultime
amultimii 4={-5; —21; —/3; 0; 2; 3%; J7; 58; 9.

+ rezultatele
tuturor scaderilor

] 2 ) ]

+ rezultatele tuturor + rezultatele tuturor + toate numerele
impartirilor impartirilor rationale

+ rezultatele + toti radicalii si

tuturor scaderilor celelalte numere
el c”Z \/_
cZ\N cR\Q Model: \J3eR\Q
cR\N cQ {291 cN
eqQ, cR\Z

Notatii:

N={0,1, 3,4, ...} — multimea numerelor naturale.

N ={1,2,3,4,..} — multimea numerelor naturale nenule.

Z={. -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..} — multimea numerelor intregi.
Q={x|x= %, me Z, ne N'} — multimea numerelor rationale.
[=R\Q={x|x — numar zecimal neperiodic cu un numar infinit de zecimale} —
multimea numerelor irationale.

R ={x| x — numar rational sau irational} — multimea numerelor reale.
Sint adevarate relatiile: N cNcZcQcR; IcR; R=QUI

R — multimea numerelor reale nenule;

R’ — multimea numerelor reale pozitive;

R* — multimea numerelor reale negative.

‘Sl Algebra



Recapitulare si completari

* Scrieti sub forma de numar zecimal fractia 3

18°
Rezolvare:

Efectuam mpartirea si obtinem: % =1,8(3).

1,8(3) este un numar zecimal periodic mixt.

Definitii
¢ Numerele zecimale periodice a caror perioada urmeaza imediat dupa virgula se
numesc numere zecimale periodice simple.

¢ Numerele zecimale periodice a céror perioada nu urmeaza imediat dupd virgula
se numesc numere zecimale periodice mixte.

N APLICAM

* Scrieti sub forma de fractie numarul zecimal: a) 0,(26); b) 25,2(43).
Rezolvare:
a) Fie x=0,(26).
Atunci 100x =26,(26)=26+x < 100x—x=26 & x =%.

. 26
Raspuns: 0,(26) ==.

P (20)=355

In general, 0,(q,a,...a,) = %, unde a,, a,, ..., a, sint cifre.

n cifre

b) Metoda I. Fie x =25,2(43).

. 43 24991 24991 241
A = = = —_— = — = —— _—
tunci 10x =252,(43) =252+0,(43) 252+99 90 ©*="990 25990
_ 243-2 . 241
Metoda II. 252(43)=25+ 990 =25 990"
. 241
R 1 252(43)=25—.
aspuns: 25,2(43) 5990

a,..abb,.b —aa,..a,
99...900...0
e

m cifre  n cifre

in general, 0,a,a,...a,(bb,..b,) = %

a) unui numar zecimal cu un numar finit de zecimale;

Un numar real poate fi scris sub forma:
b) unui numar zecimal neperiodic cu un numar infinit de zecimale;

¢) unui numar zecimal periodic cu perioada diferita de 9.

Algebra i)



1.2. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor

* Reprezentati numarul V2 pe axa numerelor:
a) folosind aproximatiile lui zecimale;
b) geometric (cu ajutorul riglei si compasului).
Rezolvare:
Cum «/5 ~1,414, rezulta ca 1,41 <\/5 <1,42. Obtinem urmatoarea reprezentare
aproximativa a numarului V2 pe axa numerelor (fig. 1):

Fig. 1
b) Construim pe axa numerelor patratul OABC cu latura AB =1 (fig. 2).
A B

v

0 1 D 2
Fig.2
Aplicind teorema lui Pitagora triunghiului OCB (m(£C)=90°), obtinem OB = V2.

Construim, cu ajutorul compasului, pe axa numerelor segmentul OD, astfel incit
OD =0B =+/2. Atunci punctul D are coordonata V2.

De regula, numerele irationale se reprezintd pe axa numerelor folosind aproximarile
lor zecimale.

Fiecarui numar real a 1i corespunde un punct 4 al axei numerelor si, reciproc, fiecarui
punct 4 al axei numerelor 1i corespunde un numar real a. De aceea vorbim despre punctele
axei numerelor ca despre numere reale, si invers.

Numarul a se numeste coordonata punctului 4; se noteaza A(a).

Folosind reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor, pot fi rezolvate diverse
probleme. Una dintre ele este compararea numerelor reale. (O alta modalitate de
comparare a numerelor reale va fi examinata in secventa 2.2.)

De exemplu, daca numerele reale a si b sint respectiv 4 ‘ B .
coordonatele punctelor 4 si B ale axei numerelor si 4B are a b
sensul axei, atunci a <b (fig. 3). Fig.3

Dintre doua numere reale reprezentate pe axa numerelor, mai mare este numarul
situat in dreapta celuilalt.

o



Recapitulare si completari

I APLICAM
» Comparati numerele:

a) V2 si 3; b) V2 si —/2.

Rezolvare:

a) Deoarece V2= 1,4 si \/5 =1,7, iar 1,4<1,7, obtinem V2 < «/E
Raspuns: «/5 < «/g

b) Cum V250, iar -2 <0, obtinem V2> -2

Raspuns: —+/2 <«/§.

Observatie. Numerele V2 si —/2 sint numere reale opuse, adica punctele D(«/E)
si D'(—«/E ) ale axei numerelor sint simetrice fata de originea ei, si invers, coordonatele
punctelor D(\/E ) si D'(—«/E ), simetrice fata de originea O, sint numere reale opuse
(fig. 4). - 0

b__E
LA R R R B A 1 A AL A A A

-2 -1 0 1 2
Fig.4

»
1 >

Numere reale opuse sint numerele reale situate pe axa numerelor de parti diferite
fata de origine si la distante egale de ea.
Numere reale opuse sint numerele reale de forma a si —a.

1.3. Modulul numarului real

* Explicitati modulul:
a)[3-v2; b [1-43 ¢ {xeR||x|<3}; d){xeRHx|>%}
Rezolvare:

a) |3—\/§|:3—«/5, deoarece 3>\/§;
b) |1—«/§|:—(1—\/§)=\/§—1, deoarece 1<«/§;

¢) {xeR||x|<3}={xeR|xe[-3,3]};

d) {xeR||x|>%}={xeR|xe(—w, %JU(%, +°<>)}.

Modulul sau valoarea absolutd a unui numar real a este:

a, daca a=>0
la|=

< sau |a|=max{—a, a}, sau
—a, daca a<0 |a] &y

-4l jal

\ 4

distanta de la a la 0 pe axa. —a 0 a

Algebra [N



Proprietati ale modulului unui numar real
1° |a|=0, oricare ar fi ae R, si |a|=0 daca si numai daca a =0.
2° |al|=a, oricare ar fi ae R.

3° la-b|=|al-|b|, oricare ar fi a, be R.

4° % =%, oricare ar fi ae R, be R".
5° |al’=|a’|=|-al’=a’, oricare ar fi ae R.
Il APLICAM

* Explicitati modulul utilizind proprietatile Iui si aduceti la forma cea mai simpla:

a) [3-2|-[3+42];
b) [1=+7 |- 1 +~/7);
c) |x+y|:(x+y)2.
Rezolvare:
a) 3-V2[-13442]=|3-V2)-G+42)[=[9-2|=7;

b) [1=N7 |- A++7) ==(1=T)-(1447) ==(1-7) = 6;
11
Ix+yf  lx+yl

o) [x+yl:(x+y)’ =|x+y|

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Fie multimile:
1) Z\N; 2) Q,\N; 3)Q.\Z,; 4) R\N;
5) R\Q; 6) R\Z,; 7) R\L
Aflati elementele multimii {—1,4; \/g; 7,(2); —21%; 0,18; 2010; \/i} care apartin fiecareia

din multimile 1)—7).
2. Fie numerele 12; 16 3,(7); —38%; 2011; —13; 0; 645; 7.

Determinati care dintre aceste numere sint rationale si care — irationale.

3. 1) Scrieti ca numar zecimal fractia:

7 51, 131 210
2 g b 153 ©)

27 D Tog°
2) Aflati perioada fiecarui numar zecimal obtinut.

(s3ll Algebra



Recapitulare si completari

4. Fie numerele:
a) 0,(3); b)2,1(6); ¢) 5,(738);
d) 17,0(18); e) 83,(685); 1) 70,13(18).
Determinati care dintre numerele zecimale periodice date sint numere zecimale periodice simple
si care — numere zecimale periodice mixte.

5. Reprezentati pe axa numerelor punctele:
A(-7), B (% ) C(~125), D(3%} E(7).
6. Completati fiecare casetd cu un numar din multimea {%, 0,75; 0,(3); 5,5}, astfel incit propo-
zitia obtinuta sa fie adevarata:
3

Sl P
2= 3= 0=l 5o

7. Bunicul le spune nepotilor: ,,Am pentru voi 130 de nuci. Impirtiti-le in doua parti, astfel incit
partea mai mica, fiind marita de 4 ori, sa fie egala cu partea mai mare micsoratd de 3 ori.” Cum sa
procedeze nepotii?

H B Formam capacitatile si aplicam

8. Rezolvatiin R ecuatia si determinati ce tip de numere, rationale sau irationale, sint solutiile ei:

a) 3V2x+7=0; b) 16x—3(x +1) = 5x;
c) 2,5(x—4)—6x=3-x; d) x> =3x-10=0;
e) 2x* +7x-8=0; f) > +10x+2=0.

9. Scrieti sub forma de fractie numarul zecimal:
a) 0,(18); b) 3,(2); ¢) 6,1(8); d) 5,12(18); e) 25,1(378).

tE)

10. Utilizind axa numerelor, completati cu unul dintre semnele ,,<”, ,,>”, ="
a) 1+47 [ 24/3; b) /36 [ =6,123...;

¢)3,78 1 J11; d) —% ~0,(33).

11. Explicitati modulul:
a) [1-V7; b) [—/3-V2[; ¢) [8=V49; ) [3-v2).
12. Explicitati modulul:
a) {xeR||x|<7}; b) {xe R||x|<0};
¢) {xeR||x|>0}; d) {xeR||x|>+5}.
13. Reprezentati pe axa numerelor multimile obtinute la exercitiul 12 in urma explicitarii modulului.

14. Se dau doud vase, de capacitatea 5 / si 7 . Cum putem obtine 4 / de apa folosind doar aceste
doua vase?

15. Stafidele obtinute la uscarea strugurilor reprezintd 32% din cantitatea initiald a acestora. Din
ce cantitate de struguri s-au obtinut 8 kg de stafide?

Algebra K]



B B Dezvoltam capacitatile si cream
16.

17.

18.

19.

Cercetati daca este rational numarul:

a) 8; b) 7.2(15); ¢) 1-+/5; d) +/225; e) V13.

Construiti pe axa numerelor, cu ajutorul riglei si compasului, punctul a carui coordonata este
numarul irational:

a) V13; b) V17; ¢) —17; d) V11

Rezolvatiin R ecuatia:

a)[3x-7|=8; b) | 2x” +17x+658| =—24/19;

o) |x|-|x=3|=4 d) |2x(x=0,5)|=3.

Rezolvatiin R ecuatia:

a) [3x—1]=|1-x|; b) |2+ x|=|5x-3];

¢)2|x|=|x-3]+2; d) |2x—1|=|x+5]-2.

§2. Operatii cu numere reale

2.1. Proprietati ale operatiilor cu numere reale

* Calculati 211 +4/7:

1) cu aproximatie de 0,2;
2) cu aproximatie de 0,02;
3) cu aproximatie de 0,002.

Rezolvare:
Avem: /11=3316..., +/7=2,645... Atunci 2/11=6,633...
Folosind aproximarile zecimale, prin lipsa si prin adaos, ale numarului irational, obtinem:

1) 6,6<2411<6,7 si 2,6<7<2,7.
Atunci 6,6+2,6<2411++/7 <6,7+2,7.
Deci, 9,2 < 24/11++/7 <9,4;

2) 6,63<2411<6,64 si 2,64<+/7 <2.,65.
Deci, 9,27 <2411 ++/7 <9,29;

3) 6,633<24/11<6,634 si 2,645</7 <2,646.
Deci, 9,278 < 24/11 ++/7 <9,280.

Observatie. In functie de aproximatia necesara si folosind procedeul anterior, se poate

obtine numarul 2\/ﬁ ++/7 cuuna dintre aproximatiile 0,2; 0,02; 0,002 s.a.m.d.

De exemplu, 2J11+4/7 =9,27 (prin lipsd) si 211 +4/7 =9,29 (prin adaos) cu

aproximatie de 0,02.

10 WL



Recapitulare si completari

Proprietati ale adundrii i inmultirii numerelor reale

1° Asociativitatea:
a+(b+c)=(a+b)+c pentruorice | a-(b-c)=(a-b)-c pentru orice
a, b, ceR. a, b, ceR.

2° Comutativitatea:
a+b=b+a pentruorice a, b€ R. | a-b=b-a pentru orice a, be R.

3° 0 este element neutru pentru 1 este element neutru pentru
adunare: inmultire:
a+0=0+a=0 pentruorice ae R. | 1-a=a-1=a pentru orice ac R.

4° Pentru orice numdr real a existd | Pentru orice numdr real nenul a exista

5 srul —, neit | . - - 1 PN
opusul sau, numarul —a, astfel incit | ;,yopeu sau, numarul —, astfel incit
a

+(-a)=0.
a+(-a)=0 L1y
a a
5° — a-0=0-a=0 pentru orice ae R.

6° Distributivitatea inmultirii fata de adunare (scadere):
a-(bxtc)=a-bta-c pentruorice a,b,ceR.

Observatii. 1. a—b=a+(-b) pentru orice a,beR.

2. a:b:az pentru orice ae R, he R".

Ordinea efectuirii operatiilor si folosirea parantezelor in multimea R

I. Intr-o expresie fard paranteze, cu operatii de diferite ordine, se efectueazi (in ordinea
in care sint scrise) intii extragerea raddcinii patrate si ridicarea la putere, apoi inmultirea
si impartirea si, la sfirsit, adunarea si scaderea.

II. Intr-o expresie cu paranteze se efectueaza intii operatiile din paranteze, respectin-
du-se regulile precedente.

2.2. Compararea numerelor reale

» Comparati numerele: a) % si %; b) V2 si 1,3; c) 4-4/5 si —3.
Rezolvare:

2 3 \ 2 3 : _
a) §<Z > deoarece 3—0,(6), ) =0,75 si 0,(6)<0,75;

b) V2>13 — > deoarece V2 =1,4 si 1,4>13;
c) 4—«/§>—3 —J) deoarece «/§z2,2; deci, 4—«/§>0, iar —3<0.

Atentie! Oricare doud numere reale pot fi comparate, adica oricare ar fi a, be R,
avem a<b sau a=>.
Dacd a=b sau a<b (a>b), scriem a<b (a=b).

Algebra [ERR|




Il APLICAM

* Scrieti 1n ordine crescatoare numerele \/7 , 5, 2\/5 , —3.

Rezolvare:
Avem /7 =2,6, 242 =2,8. Deci, 242 >+/7. Cum —3<+/7 <242 <5, obtinem
ordonarea ceruta: —3, \/7 , 2«/5, 5.

Legatura dintre relatia de ordine ,, < si operatiile de adunare si inmultire in
multimea R se exprima prin urmatoarele proprietdti:

1° Daca a<b si ce R, atunci a+c<b+c pentru orice a, b, ce R.
2°Dacd a<b si ¢c<d, atunci a+c<b+d pentru orice a, b, c,de R.
3°Dacd a<b si ¢>0, atunci ac <bc pentru orice a, b, ce R.

4° Daca a<b si ¢<0, atunci ac >bc pentru orice a, b, ce R.

5°Daca a<bhb,c<d si a,b,c,de R, atunci ac <bd 51%32_
@

+9

2

Observatie. Proprietiti similare pot fi obtinute Inlocuind semnul ,,<” cu oricare dintre
semnele ,,<”, ,,27, ,,>".

Numerele reale pot fi comparate folosind aproximarile lor zecimale sau reprezentarile
lor pe axa numerelor.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:
a) 3v2(2++/2)-5(3,5-6)+11:(7-15);  b) %~O,25+78:4—8\/§:\/§—3~7\/5.

2. Calculati cu aproximatie de 0,001:

a) \/7; b) +/3; ¢) 24/2; d) 34/5.

3. Comparati numerele:

a) % si %; b) V7 si2,65; ¢)3-42 i .7; d) 1443 5i 2++2.

4. Scrieti in ordine crescitoare: 3v2; —=3,(56); 24/3; 1+~/2; 2,(15); —2%; 2-4/5.

5. Legumele crude (100 g) contin 27 mg de acid ascorbic (vitamina C). Aceleasi legume, fierte,
contin 18 mg de acid ascorbic. Calculati, in procente, pierderea vitaminei C in timpul fierberii.

6. Pentru a prepara o prajiturd de ciocolata (6 portii) se folosesc urmatoarele ingrediente: 250 g de
unt, 200 g de zahar, 300 g de ciocolata, 6 oua si 3 linguri de faina. Care sint cantitatile necesare
pentru fiecare ingredient in cazul in care se prepara 4 portii?

12 WL



Recapitulare si completari

7. Pe eticheta unei sticlute cu mixtura este scris: 40 = 3 ml. Ce puteti spune despre cantitatea de
mixturd din sticluta?

8. Scrieti ca suma, diferenta, produs si cit de doud numere reale, diferite de 0 si 1, numarul:

a) 37, b) 8++/5; ¢) —24/3; d) -7.5; e) 18; f) V6 —/11.

Bl B Formam capacitatile si aplicam

9. De cite ori la cel mai mare numar de o cifra trebuie adaugat cel mai mare numar de doua cifre
pentru a obtine cel mai mare numar de trei cifre?

10. Suma, produsul si citul caror numere reale sint egale intre ele?
11. Completati sirul 12; 18; 27; 40,5; = ;
12. Schimbati pozitia unui chibrit, astfel incit sa obtineti o propozitie adevarata:
a) 1 T b)
14-10=45 "4 +15="1
13. Efectuati: a) (v3-+/5)*; b) (2ﬁ +1)%; ) B=+7)%; d) 3v2 +245).
14. Efectuati: a) (2—+/3)%; b) W2-3); o) BV5+1)%; d) 2++3)".

15. Calculati, prin rotunjire, cu aproximatie de 0,002:

a) 347 +245; b) 74/2 —94/3; ¢) -3J2-5; d) 3(v/5 -+2).

16. Stabiliti legitatea si aflati numarul omis:

RV
A

S

D

17. Pretul unui televizor s-a majorat cu 20%, apoi, peste o luna, cu inca 20%. Cu cite procente
s-a majorat pretul initial al televizorului?

18. La copierea exercitiului 20:5-2+ 6" un elev a uitat si puni paranteze. Restabiliti parantezele,
daca se stie ca raspunsul trebuie sa fie numarul: a) 38; b) 196; c) 152.

l Bl Dezvoltam capacitatile si cream

19. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:

a) (2-3v3) +2]3=13|-7,5(4 —/8)* +6,4:(5-1,8);
b) | 7243 | +]1-3V3 > = 6(/3 +8)—/ (2= T4/3)’.

20. Efectuati:

a) (a—b+c)’; b) (a—b—-c)*; ¢) (a+b+c).
21. Calculati:
a) 7,(15) +2,(18) = 5,(23) + 11,(20); b) =5,2(7) +6,1(3) = 3,5(3) + 2,2(2).

22. Scrieti numarul 34000 ca diferenta patratelor a doud numere naturale.

V. 13



§ 3. Puteri si radicali

3.1. Radacina patrata a unui numar real si proprietatile ei.
Recapitulare si completari

« Calculati: a) 6%; b) V16—647.

Rezolvare:

2
a) 612 E:E —‘)deoarece é20 si > :é;
"2 Ve 2 2 2) 4

b) V16—67 =/(7-3) =

=7 -3|=3-47 ————> deoarece (3-+/7)20 si (3-+/7)" =16-67.

Definitie
Réadacina patrata a unui numaér real nenegativ a (sau radical de ordinul doi
din @) se numeste numarul real nenegativ b al carui patrat este a.

Radacina pétratd a numarului real nenegativ a se noteaza +/a.

Proprietati ale raddacinii pdtrate
1° Daci a este un numir real, atunci va’ =|a].

2° Daca a si b sint numere reale nenegative, atunci \/Z . \/Z =+/ab.

< o . - . . Va a
3° Daca a este un numar real nenegativ, iar » —un numar real pozitiv, atunci % = Z
b

4° Daci a este un numir real, iar » — un numir real nenegativ, atunci va’b =| a|- Jb.

Il APLICAM
3,6

N

sE

* Calculati

Rezolvare:

V3.6 .E: 36 /ﬁ = ‘—) aplicim proprietatea 3°
B Vo V3 Vo

_ 312 : 4;8 _ m J6=—1— 5 aplicam proprietatea 2°

=0,6-4=24.
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Recapitulare si completari

2 2
* Aduceti la forma cea mai simplad expresia %~ %, dacda a<0,b>0.
Rezolvare:
s [s0a _ 36 V504 _ |
S5a 81hH° S5a \/Slbz
3b 50 e _

= = > aplicam proprietatea
5a-+/81- \/b_2

> aplicam proprietatea

2 . .
= 37542 4] = > aplicam proprietatea
S5a-9-|b|
2 —_— .
=b ) ﬁ:—bﬁ > deoarece a<0,b>0.
a-3b 3

*?Q INVESTIGAM

L . . . . 14 3
* Rationalizati numitorul raportului: a) —; b) .
W7 4-410
Rezolvare:
14 14-47 = ‘ > amplificdm raportul cu V7

VT .

3-7 3

3 3(4+4/10)

b) = > amplificam raportul cu expresia
4~ ‘/_O (4~ ‘/_)(4 + ‘/_) conjugata numitorului: 4 + V10
_3(4++10) _3(4+410) _ 4+J_o
16-10 6
Definitie

Expresiile a++b si a—+/b, a,beR, b>0, se numesc expresii conjugate.

Rationalizare a numitorului unui raport se numeste transformarea care elimina
radicalii de la numitorul acestuia.

Il GENERALIZAM

* Fie E o expresie. Rationalizarea numitorului unui raport poate fi efectuatd amplifi-
cind raportul de tipul:

1. i,ae R*,beR’, cu \/Z;

avb

E
ai«/z
15

2. ,aeR, beR:

cu expresia conjugatda numitorului raportului dat.

+9



3.2. Notiunea de radical de ordinul trei (optional)

* Tatal a hotarit sa-i daruiasca lui Sergiu un acvariu de

forma cubicd, cu volumul de 64000 cm’. El i-a propus =y e
fiului sa determine dimensiunile acvariului pentru a-i gasi o °° < ?
un loc potrivit in apartament. Y 9 K
Cum va afla Sergiu dimensiunile acvariului? &2 %
Rezolvare: PV
Fie b lungimea muchiei acestui cub, atunci volumul lui . W p

este 7 =b’. Din conditia problemei rezulti ci trebuie si
aflim un numir b, astfel incit »* = 64000. Obtinem b =40, deoarece 40° = 64 000.

Raspuns: Acvariul va avea dimensiunile 40 cm, 40 cm, 40 cm.

Rezolvind problema, am obtinut b =40, astfel incit »* = 64000. Numarul b este radi-
cal de ordinul trei din numarul 64 000 si se noteaza 3/64 000 = 40.

Definitie

Numarul real b se numeste radical de ordinul trei din numarul real a (sau riadacina

cubici a numirului @), dacd b’ =a.

Radicalul de ordinul trei din numarul a se noteaza 3«/; .

EN APLICAM
Calculati: a) i/m; b) 3\/—_8; c) 3\/0,07; d) 3 2%.
Rezolvare:
a) ¥125=5 | > deoarece 5° =125;
b) ¥-8=-2 | > deoarece (-2)’ =-8;

c) 0,027 > deoarece ;

d) 13/210 4 i —) deoarece

3.3. Puteri cu exponent intreg. Recapitulare si completari

 Calculati: a) (%)4; b) (12)°; 0) 5>

Rezolvare:

o (3-(BBH BB e

b) (1,2)° =1; > a’=1, aeR’

) 5= 513:%' ‘ > a'"=aln, acR", ne

16 WL



Recapitulare si completari

Definitia puterilor cu exponent intreg

Pentru ae R* si neN’, a"=a-a-a-...-a.
%,—/
n factori

— 1 *®
a"=—,aeR’, neZ. a’"=1, aeR".
a

Pentru a=0 si ne N*, 0" =0.

I Observatie. Expresia 0° nu are sens.

Proprietati ale puterilor cu exponent intreg
Pentru a, beR", k, me Z: .
1°a*-a" =a"", 2° a—m:ak‘”‘; 3° (ab)" =a" -b";
a
*(3) -5 5 (@) =a™.
Il APLICAM
-3 2
* Calculati ¥
3
Rezolvare:
373 s _as_ 11
34 =3 =3 T35 243
202\ (24
* Aduceti la forma cea mai simpla | — | | —|.
5bh 5bh
Rezolvare:

24° 72_ 24° ’ _ 272 .q™ .23 -a® _ 27 g _ 24° _ 2a’h
5b5 5b3 5—2 .b—lo 53 .b9 5—2+3 _b—10+9 Sb—l 5 °

Exercitiu. Exprimati In cuvinte proprietdtile 1°-5°.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele
1. Calculati:

6
a) J10-40:  b) \/%; ) J016-25-169; ) 1/3%; 93 0

54

2. Aflati valorile numarului real a pentru care este adevarata egalitatea:

a) {(@—2) =a-2; b)\/%T=_%; 0 3 B 3

a’+2a+1 a+l

3. Introduceti factorul sub radical:

a) %Jﬁ; b) a3, a<0; ¢) (b=1b, b>1.

VEE 17



4. Scoateti factorul de sub radical:
a) /48; b) v/98; ¢) J5a"*: d) y7(2-a)’, a<?
5. Scrieti ca putere cu baza 10: 1000; 100; 10; 1; 110 100 ; 0,0001.
6. Calculati:
—4 o . 3 4 1 -3 ) .
a) 37; b) 57 .57 c) (ﬁ) (ﬁ) ; d) 67-24.
7. Efectuati: ) . R
a) 2a” -5a°; b) L:; c) (le] ; d) (LyZ) .
28x 2 10
B B Formam capacitatile si aplicam
. 6 1 1
8. Calculati: a) 10\/1,ﬂ+mﬂ/ﬁ—ﬁ—5 0,16; b) NIRRT
9. Rationalizati numitorul raportului:
a) L; b) L; c) L’ d) i; e) 2_\/3
321 5V10 1443 5-246 2445
10. Aduceti la forma cea mai simpla:
a) V312 -2427); b) V48 —24/3(2-5V12);
) G+3)2++3); d) (V6 ++/5)* =/120.
11. Slmphﬁcatl raportul:
b) 3+44a 0 E; @ 207-7
x+ \/_ 3Ja+a V21 J7
12. Calculati: ,
67" 1) 6 4, 207157
a) W; b) (g) -257°-1257% )30—7’
_ 10 2
d) (539—9_67, e) (107 =1)(107* +1); f) %
13. Calculati:
a) (2,5-107)-(8,4-10%); b) (4,5-107%):(1,5-107);
¢) (3,6-10°)-[(2,4)" -107]; d) (6,4-10%):(1,6-107).
14. Masa Soarelui este de aproximativ 0,2-10*" kg. De cite ori este mai mare masa Soarelui decit
masa Pdmintului, dac se stie cd masa Pamintului este de aproximativ 0,5974 -10* kg?
15. Distanta medie de la Pamint la Soare este de 0,1496-10° km. In cit timp o raza de lumina

B B Dezvoltam capacitatile si cream

16.
17.

18.

parcurge aceastd distantd, dacd viteza luminii este de aproximativ 0,3-10” m/s?

Calculati: a) /2,5-10°; b) 44,9-107; c) 41,6-107; d) /8,1:107.

Aduceti la forma cea mai simpla:

a) (\/10—\/@+\/10+\/§)2; b) (\/2J§+4—J2J§—4)2.

a) V3 -3++/6 -43-+/6 =3; > b) V7 /40 =+/5 —+/2;
) \/2+\/_=%; @ d) 1-247 =4/29-44/7.

18 WL




Recapitulare si completari

19. Simplificati raportul (ne N):

2n+1 . 3n—1 14n
a) =—= b) —t .
) 6n ) 2n—2 . 7n+2

20. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:

a) \/8—+/15; b)\4+15 +4/4—/15; OVA—T —4+47.

Indicatie. Aplicati formulele radicalilor compusi:

' 2 2
ai\/z=\/a+ g —b i\/a_ g _b, a,b,(a’-b)eR,.

n 2n+l1 2n-1
12 d) 275 .

C) oo
) 3l 100"

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Efectuati:

a) 6,5-(1,2-4,(3))-9,9:3+7,4-5-450;  b) (7T=v2)(5+/3)=3v6 —4/3+10(+2 =/3).

. L .16, 28 65 . 178

2. 1) Scrieti ca numar zecimal fractia: a) 23 b) 05’ c) 300 d) 6004

2) Aflati perioada fiecarui numar zecimal obtinut.
3. Comparati:

a) \/7 si \/ﬁ; b) \/5 si \/ﬂ; c) V23 si 4/103;

d) V17 5i4.5; &) V1243 si 47 -45; 72 G35

Jiz s

4. Explicitati modulul:

a) |7.05); b) |37 0 [2-3V2; d) [8-66].
5. Scrieti in ordine crescatoare:

a) 7,23); \7; =35 7,1; +/19; 4/25. b) 44/3; 24/10; 54/2; 7.
6. Utilizind calculatorul de buzunar, calculati cu aproximatie de 0,01:

a) V6 b) V11; ¢) +/29; d) V37

7. Aduceti la forma cea mai simpla:
3
a)a®-(a'), aeR"; b)(c’-c*)?, ceR’; ¢ (:nns

-2 3\!
) -m™*, meR"; d) [3%) , xeR".
X

8. Dintr-un numar de doua cifre, inmultit cu un numar de o cifra, se scade un numar de o cifra si se
obtine 1. Care sint aceste numere?

9. Alina avea o bancnota de 50 lei, una de 10 lei, doua de 1 leu si 3 monede de 50 bani. Dupa ce a
facut cumparaturi, i-au ramas 20% din Intreaga suma. Cit a cheltuit Alina?

H B Formam capacitatile si aplicam

10. Scrieti ca suma, diferentd, produs si cit de doua numere reale, diferite de 0 si 1, numarul:
a) 2411; b) 2—+/3; o) 14347; d) 74/13.

11. Efectuati:
a) 3-25)%; b) 2+47)% ¢) (W3 -+2); d) (5++/5)’.

Algebrs [RLe]



12. Calculati cu aproximatie de 0,1 solutiile ecuatiei:

a) 3x" —x—1=0; b) —x* +5x—1=0; ) 4x* —x—2=0; d) x*=3x-8=0.
13. Explicitati modulul:

a) [1-3V3; b) [~7+4/16; 0 [-G-V3)I: ) [2V3-3V2].
14. Rezolvatiin R ecuatia:

a)|x*=3x+1|=5; b)|2x* —x+2|=2; ) |4x* =7|=9; d)|x—2x*|=3.
15. Comparati numerele:

a) 5-243 I 2+442; b) 6447 [ 447
16. Reprezentati pe axa numerelor multimea:

a) A={xeR|[x|<V5};  b) B={xeR||x+1|<3}; ¢ D={xeR|/x-3|215}.

17. Scrieti ca fractie numarul zecimal:

a) 6,(7); b) 15,(25); ¢)3,2(17); d) 0,123(7).
18. Aduceti la forma cea mai simpla:
a) v16x*, daca x<0; b) 4/0,81a’b*, dacd a>0, b<O0;

¢) v24m’n*, dacad n>0; d) 4/8x*y°, daca y<0.
19. Calculati:
2) 6,6-10° 56107 0 1,9-107° .
L1-107° 7107 ° 38107
20. Dintr-o foaie de tabla de forma patrata s-a taiat o fisie cu latimea de 25 cm. Aflati dimensiunile
initiale ale foii de tabli, daci se stie ci aria partii rimase dupi tiiere este de 4400 cm’.

b)

21. Tatal i spune fiului: ,,10 ani in urma eu eram de 10 ori mai in virsta decit tine, iar peste 22 de ani
voi fi numai de doud ori mai in virsta.” Citi ani are acum tatal si citi fiul?

22. Determinati probabilitatea obtinerii unui multiplu al lui 2 la aruncarea unui zar.

23. O caramida are masa de 1,5 kg si incé a unei jumatati de aceeasi caramida. Care este masa
caramizii?

24. Un pepene verde are masa de 3,5 kg si incd a unei jumatati de acelasi pepene. Care este masa
pepenelui?

Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream
25. Reprezentati geometric pe axa numerelor punctele: A(\/g +1), B(2 +J§), C(\/g - JE)’ D(ﬁ —4).

26. Efectuati: a) (v/3 —2+/2 ++/5)%; b) V3 +2v/5-+2).

27. Rezolvatiin R ecuatia:
a) |x|(|x|=-3)=5; b) x’~|x|-2=0; ©) B-x)" =3-|3-x[}
d) (| x|=-3)(|x|+5)-1=0; e) J(x+4) =5—|4+x|.

28. Aduceti la forma cea mai simpla:
a) (x7—y):(x"+y™"), x,yeR’; b) (a+b)? - (a>-b7), a,beR".

29. Cuce este egald: a)diferenta |a|—a, a€R; b) suma |a|+a, ae R?

30. Demonstrati ca: a) produsul oricaror trei numere naturale consecutive se divide cu 6;
b) produsul a doua numere pare consecutive este multiplu al Iui 8.
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Recapitulare si completari

Test sumativ

Varianta | I

1. Fie 4=1{-3; 0 5,(4); | m 4|, 7; V4; 5}
a) Completati caseta: card 4 = . 1p
b) Aflati: ANN; 4NZ; AN Q. 3p
¢) Ordonati crescator elementele multi- [E3]
mii A4.

d) Rezolvatiin R ecuatia: 8p
[18:(=3)' =77 -5,(4)]- (x—1) =/4 + 2x.

2. Fie expresia E =+/(+/5—+/3)* +
+\/(\/§—\/Z)Z +\/(\/§+\/Z)2 +2(\/§—2)~

a) Aflati valoarea expresiei E.
b) Aflati inversul numarului obtinut in a).

3. Alisia are o bancnota de 100 lei, doua
bancnote de 50 lei, una de 20 lei, trei de
10 lei si patru de 1 leu. Dupa ce a achitat
cumparatura, Alisiei i-au ramas 12% din
suma initiala.

a) Scrieti in caseta ,,>” sau ,,<” pentru a JI}
obtine o propozitie adevarata:

Suma initialda 210 lei.
b) Calculati cit a cheltuit Alisia. 5p

c) Aflati ce suma ar trebui sa cheltuiasca [13)
Alisia, astfel incit sa-i raimina 20 % din suma
initiald.

Timp efectiv de lucru: | »

45 de minute //l

Varianta Il I

1. Fie B={|3-7|;—5; 0; /9; 8,(3); - 7; 6}.
a) Completati caseta: card B =
b) Aflati: BNN; BNZ; BN Q.
¢) Ordonati descrescator elementele multi-
mii B.
d) Rezolvatiin R ecuatia:
[(=5)2:8,(3)=672-18]- (x+1) = /9 — 3x.

2. Fie expresia E =+/(\3+/2)* -

WA =3) (2 -5) —2(5 - 1.

a) Aflati valoarea expresiei E.
b) Aflati inversul numarului obtinut in a).

3. Amelia are o bancnota de 200 lei, doua

bancnote de 100 lei, una de 50 lei, patru de
5 lei si trei de 1 leu. Dupa ce a achitat
facturile de Intretinere si utilitati, Ameliei
i-au rdmas 20% din suma initiala.

a) Scrieti in caseta ,,>” sau ,,<” pentru a
obtine o propozitie adevarata:

620 lei.

b) Calculati cit a achitat Amelia pentru
intretinere si utilitati.

c) Aflati ce suma ar trebui sa plateasca
Amelia pentru Intretinere si utilitdti, astfel
incit sa-i ramina 15% din suma initiala.

Suma initiala

Baremul de notare

Nota 10 9 8 7

5 4 3 2 1

Nr. puncte |38-37 | 36—33 | 32-29 | 28-23

22-17

16—-12

Algebri V4|



N Capitolul

Functii

§ 1. Notiunea de functie.
Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de functie. Moduri de definire a functiei

* Identificati elementele functiei:

a) [TN->R, f(x)=-3x+1. b) & Z—->Q, f(x)=85x-3.
%,—/ %f—/

=~ [

D(f) — domeniul Domeniul de va- Legea de
de definitie al lori sau codome-  corespondenta ‘
functiei f niul functiei f

‘ E(g)=

E(f)={y|y=f(x)=-3x+1} — multimea
valorilor functiei f

Definitie
Fie multimile nevide 4 si B. Se spune ca este definita o functie pe multimea 4 cu

valori in multimea B daca este stabilitd o lege de corespondentd, o regula, un procedeu
care asociaza fiecarui element x din 4 un singur element y din B.

Functia definitd pe multimea 4 cu valori In multimea B se noteazd f: 4 — B
(sau A‘—f>B).

Multimea A4 se numeste domeniul de definitie al functiei 1 si se noteazd D(f).

Multimea B se numeste domeniul de valori sau codomeniul functiei f.

Valoarea functiei f in x se noteazd y = f(x); x se numeste variabild indepen-
dentd sau argument al functiei f, iar y — variabilid dependenta.

Multimea valorilor functiei f se noteazd E(f)={y|y=f(x)}.

Evident, E(f) c B.
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* Fie functiile f, g, &, p (fig. 1). Identificati modul de definire a fiecarei functii.

a) 4 f B D1 |3lello]1]2]3
' y=g(x) |-6|-4|-2|0(2 4|6
LI
c) y d) p: R>R, p(x)=x"+2.
O »
\'/ X Fig. 1
Bl GENERALIZAM

Moduri de definire a functiei
1. Modul analitic: prin formule.
II. Modul sintetic: printr-o diagrama, printr-un tabel de valori, printr-un grafic.

1.2. Graficul unei functii

» Examinati desenele din figura 2 si identificati care dintre ele reprezinta graficul unei
functii. Argumentati.

A NJ D

d)

Fig.2

Definitie
Se numeste graficul functiei /© 4 — B multimea G, ={(x,y)|x€ 4 si y = f(x)}
sau reprezentarea acestei multimi intr-un sistem de axe ortogonale.

Asadar, graficul functiei f este o submultime a produsului cartezian AX B sau repre-
zentarea acestei submultimi Tntr-un sistem de axe ortogonale.

Ecuatia y = f(x), verificatd de toate elementele (x,y)e G,, se mai numeste ecuatia
graficului functiei f.
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Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Cititi: a) /: {0,1,2,3} >Z; b)gN->Q ¢)nZ —R_; d pR->R"

2. Precizati care 4 B B A B
dintre diagrame ' N
defineste o 43 l
functie.

a) c)

3. Determinati elementele functiei:
a) f-{-1,0,2,3}—>{3,-2,0,1}, f(x)=—x; b) &e R—>R, g(x)=5x+12.

o . AY y %
4. Determinati care dintre
desene nu reprezinta Z ‘Q'j?
graficul unei functii. 0 o X
a) b) ©)

H B Formam capacitatile si aplicam
5. Fiemultimile 4 ={—+/5,-3, 0,2} si B={—/3,0,/3}.

a) Reprezentati prin diagrame toate functiile definite pe 4 cu valori in B.

=V

b) Trasati graficele functiilor obtinute la a), completind tabelele de valori respective.
6. Determinati daca este corect definita functia:

a) 1 Z>N, f(x)=2x"—1; b) /: R SR, f(x)=—%;

0 fiN>Q, f(x)z%x+4; 4 fN>Z, f(x)=%x—3.

2x, dacd x<—1

7. Fie functia f* R—>R, f(x) ={5—3x dach x> —1
Caleulati f(—/2), £(=0,1), £(0), £(2/5).

8. Exprimati printr-o formula functia:
f4L2,3,4,5) >N, f()=4, f(2)=7, f(3) =10, f(4) =13, f(5)=16.

9. Una din bazele unui trapez isoscel este congruenta cu latura laterald, iar masura unghiului
alaturat bazei este de 30°. Exprimati printr-o formula perimetrul trapezului ca functie de inaltime.

10. Dati exemple de functii din diverse domenii (viata de zi cu zi, fizicd, chimie, economie, medicina,
geometrie, istorie etc.).

Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream

11. Fiefunctia f: N— N, f(n)= restul impartirii numarului n la 5.
a) Calculati 1(0), £(2), f(3), f(5), f(7). b)Aratatica f(n+5)= f(n) pentruorice ne N.

12. Intre variabilele x,ye R existd relatia: a) 3x—y=7; b) x* +3y° =8.
Se poate exprima y ca functie de x? Dar x ca functie de y?
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§ 2. Functii numerice.
Recapitulare si completari
2.1. Proprietati ale functiilor numerice
2.1.1. Monotonia functiilor numerice
Definitie

Functia f: 4 — B se numeste functie numerica sau functie reald de variabila
reala daca A4 si B sint submultimi ale multimii numerelor reale R.

Exemplu
£iIN>Q, f(x)=05x—1 g:R>R, g(x)=3x; h:Z—R, h(x)=—/2x", sint
functii numerice.
Fie functia numerica f: 4 >R, unde AcR si x,, x,€ 4.
Definitii
¢ Functia f se numeste crescatoare (strict crescatoare) pe multimea 4, daca
pentru orice x, <x, (x,,x,€ A) avem f(x,)< f(x,) ((f(x)<f(x,)).
¢ Functia f se numeste descrescitoare (strict descrescatoare) pe multimea 4,
daca pentru orice x, <x, (x,, x,€ 4) avem f(x,)= f(x,) ((f(x)> f(x,)).
¢ Functia f'se numeste monotona (strict monotoni) pe domeniul ei de definitie

D(f) sau pe un interval / < D(f), daca ea este crescatoare sau descrescatoare
(strict crescatoare sau strict descrescatoare) pe D(f) sau pe [ (fig. 3).

Exemple
VA VA v
G,
3” f Gf :7 Gf
/ >
o 2% ool o Nl %
a) functie b) functie strict ¢) functie d) functie strict
crescatoare crescatoare descrescatoare descrescatoare
Fig.3
B APLICAM V4

* Examinati graficul G, al functiei f i precizati
intervalele ei de monotonie (fig. 4).
Rezolvare:

Functia f este pe (=0, 1], [3, +=0)
si pe [1, 3].

<@

N

Q
R
o

Fig.4
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__________________________ Capitoul2
2.1.2. Zeroul functiei

* Examinati graficul G, al functiei f si determinati VA
zerourile acestei functii (fig. 5).
Rezolvare: / G,
Cum graficul G, intersecteazd axa Ox in punctul i
A(-3, 0), rezultd cd x, =—3 este zeroul functiei f. A/ 0. B e
Deoarece B(2, 0) este punct comun al graficului G, -4 /£3-2-1 1234 X
cu axa Ox, adicd f(2)=0, rezultd ca x, =2 este Fig. 5
zeroul functiei f.
Rdspuns: Functia f are doua zerouri: si
Definitie

Numarul real a se numeste zeroul functiei f daca f(a)=0.

Numarul real @ este zerou al functiei f daca si numai daca punctul (a, 0) este
situat pe graficul G,.

2.2. Functia numerica f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR

Definitii

¢ Functia f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR, a#0, se numeste functie de
gradul I.

¢ Functia /: R—>R, f(x)=ax, ae R, a#0, se numeste proportionalitate di-
recta sau functie liniara.

¢ Numadrul real a se numeste coeficient de proportionalitate.

¢ Functia /" R—>R, f(x)=b, be R, se numeste functie constanta.

Observatie. Proportionalitatea directd dintre marimi este functia de forma
S (0, +00) = (0, +o0), f(x)=ax, acR.

2.2.1. Graficul functiei de forma f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR

Graficul functiei de forma f: R >R, f(x)=ax+b, a, be R, reprezintd o dreapta:
* care nu trece prin origine §i nu este paraleld cu axa Ox, daca a #0, b#0 (fig. 6 a));
e care trece prin originea O(0, 0), daca b=0 (fig. 6 b));
* paralela cu axa Ox, dacda a=0, b#0, sau axa Ox, daca a=0, b=0 (fig. 6 ¢)).

Numarul a se numeste panta (coeficientul unghiular al) dreptei — graficul functiei
de forma f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR.
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Pentru a construi dreapta — graficul functiei f/: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR, este
suficient sa se construiasca dreapta determinatd de doud puncte ale graficului func-
tiei f. De reguld, acestea sint punctele de intersectie a graficului G, cu axele Ox si Oy.

Pentru functia liniara f: R—>R, f(x)=ax, ae R, a#0, se determina convenabil
un punct si se construieste dreapta ce trece prin originea O(0, 0) si acest punct.

YA VA VA
Gf
% G‘ y
o x 0 X 0 x
a) b) ¢)
Fig. 6

y
2.2.2. Proprietdti ale functiei de forma G
f:R>R, f(x)=ax+b, a,beR !

 Fie functia 2 R >R, f(x)=3x+2 (fig. 7). 2

1) Precizati monotonia functiei f.

2
2) Aflati zeroul functiei f. | /3 Jr —

=V

3) Determinati semnul functiei f.

Rezolvare:

Fie x,, x,e R si x, < x,. Fig.7

1) x, <x, ©3x,<3x, ©3x,+2<3x,+2 & f(x,)< f(x,) pentruorice x,, x, € R.
Prin urmare, functia f este strict crescitoare pe R. Constatam cd a =3> 0.

2) f(x)=0<:>3x+2=0¢>x=—%. Asadar, x=—% este zeroul functiei f.
3) f(x)>0<:>3x+2>0<:>x>—%; f(x)<0<:>x<—%. Prin urmare, functia £ ia

valori negative pentru x e (—oo, —%) si valori pozitive pentru x € (—%, +o<>).

Bl GENERALIZAM
Fie functia f/* R—>R, f(x)=ax+b, a,beR.
e Daca a=0, functia f este constantd pe R.
e Daca a>0, functia f este strict crescatoare pe R.
e Daca a<0, functia f este strict descrescatoare pe R.

e Zeroul functiei f: R—>R, f(x)=ax+b, a,be R, a+#0, este x:—%.

+ Intervalul pe care functia f: R—>R, f(x)=ax+b, a,be R, a+#0, ia valori pozi-
tive este multimea solutiilor inecuatiei ax+b > 0, iar intervalul pe care functia f ia
valori negative este multimea solutiilor inecuatiei ax + b < 0.
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2.3. Functia numerica f: R" >R, f(x)z%, keR’

Dependenta dintre doud marimi x si y, astfel incit, odata cu majorarea (micsorarea)
marimii x, marimea y se micsoreaza (majoreaza) tot de atitea ori, se numeste
proportionalitate inversa.

Proportionalitatea inversa dintre marimile x si y este exprimata prin relatia x- y =k,
unde ke R si xe (0, +oo).

Definitie
Functia de forma f: R" >R’ f (x)=§, keR’, se numeste proportionalitate
inversa.

Graficul proportionalitatii inverse este o hiperbold cu doua ramuri:
a) pentru k >0 ramurile ei sint situate in cadranele I si III (fig. 8);
b) pentru k <0 ramurile ei sint situate in cadranele II si IV (fig. 9).

A\ 4

Fig. 8 Fig.9

Proprietati ale functiei de forma - R >R, f(x) :E, ke R
X
1° Functia f* nu are zerouri; graficul G, nu intersecteaza nici axa Ox, nici axa Oy.
2° a) Pentru £ >0 functia f ia valori pozitive, dacd x e (0, +o0), si valori negative,
dacd xe (—eo, 0).
b) Pentru £ <0 functia f ia valori pozitive, dacd xe , si valori negative, daca
X€

3°a) Pentru £ >0 functia f este strict descrescitoare pe (—oo, 0), (0, +o0).
b) Pentru £ <0 functia f este strict crescatoare pe

4° Pentru k >0 (k <0) observam: pentru valori ale lui x, pozitive sau negative, din ce
in ce mai mari, functia f ia valori din ce In ce mai mici (mari); pentru valori negative ale
lui x din ce in ce mai mici, functia f ia valori din ce in ce mai mari (mici); pentru valori
pozitive ale lui x din ce in ce mai mici, functia f ia valori din ce in ce mai mari (mici).

5° Observam ca f(—x)=—f(x) pentru orice xe R".

Intr-adevar, f(-x)= Kk f(x) pentru orice xe R".

—x X

Cum f(—x)=-f(x), rezulta ca daca punctul A(x,,y,)e G,, atunci si punctul

A'(=x,, —y,) € G,. Deci, graficul G, este simetric fatd de originea O(0, 0) (fig. 8, fig. 9).
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2.4. Functia radical f: R, ->R,, f(x)=x

Definitie

Functia f: R, ->R,, f(x) =/x, se numeste functie radical.

Graficul functiei radical este o curba situatd in cadranul I (fig. 10).

Proprietati ale functiei radical VA

1° Functia f are un singur zerou, x =0, deoarece
f(x)=0=Jx=0cx=0. 2" G,
Graficul G, intersecteazd axele Ox si Oy Intr-un L i

singur punct: O(0, 0). |’

2° Functia f ia numai valori pozitive pentru xe R’ .

3° Functia f este strict crescdtoare pe R,. Fig. 10

2.5. Functia modul (optional)

Definitie

Functia f: R—>R, f(x)=|x|, se numeste functie modul.

'“?Q INVESTIGAM
~ «Fie functiamodul f: R—>R, f(x)=|x|.
a) Trasati graficul G,.
b) Determinati proprietatile functiei f.

Rezolvare:
x, dacd xe [0, +e0)

a) Explicitind modulul, obtinem: f(x)=|x|= { _x. daci x¢ (—eo, 0)

Prin urmare, pentru xe€ [0, +o0) trasdm graficul
functiei f: [0, +o0) >R, f(x)=x, iar pentru
X € (—o0, 0) — graficul functiei f: (-0, 0) > R,
f@)==x. N
Graficul functiei f(x)=|x| este un unghi de 90° cu -t
virful in originea sistemului de axe ortogonale, astfel incit ' |
[Oy este bisectoarea acestuia (fig. 11).

b) Proprietati ale functiei modul Fig. 11

yﬂ

ol

=Y

1° f(x)=0¢& |x|=0¢ x=0. Prin urmare, functia fare un singur zerou: x =0.
2° Deoarece | x| =0, rezultd ca pentru xe R\{0} functia f ia valori pozitive.

3° Functia f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescatoare pe [0, +oo).
(Demonstrati!)
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Il APLICAM
VA
» Trasati graficul functiei 3 ;
h:R—>R, h(x)=—|3—-x]. 5 i >
Rezolvare: T i
Explicitind modulul, obtinem: i
2. _Jx—3 daca xe (=e, 3] =TT '
h(x)==[3-x| ‘{3—x, daci xe (3, +oo). 1
Graficul functiei / este reprezentat in figura 12. Fig. 12

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Fie punctele: (1,0); (1,1); (-2, —=11); (-2, 10); (-3, 16).
Determinati care dintre aceste puncte apartin graficului functiei f: R - R:

a) f(x)=4x-3; b) f(x)=-3x+4; ¢) f(x)==5x+1.
2. Fie functia: 1) /: R>R, f(x)=0,5x-4; 2) 1 R->R, f(x)=-3x+5.

a) Reprezentati grafic functia f. ¢) Precizati semnul functiei f.

b) Aflati zeroul functiei f. d) Precizati monotonia functiei f.
3. Fie functia: 1) g: R—>R, g(x)=-0,25x; 2) &: R->R, g(x)="7x.

a) Reprezentati grafic functia g. c) Precizati semnul functiei g.

b) Aflati zeroul functiei g. d) Precizati monotonia functiei g.

4. Determinati, fara a reprezenta grafic functia, daca este crescatoare sau descrescatoare functia
f+ R—>R definita prin formula:
a) f()=AI5x+3;  b) f)==Bx-5 o f=-x &) [()=T.0x

5. Determinati, fara a reprezenta graficul functiei, in care cadrane sint situate ramurile hiperbolei —
graficul functiei /- R® > R"
2) f()=1; b) £ = o f=-37; & fy=-1r019.

x’ 3x’ x’ X

6. Fie functiaradical f: R, >R, f(x)= \/;, si xe {4,7,9,25,-36, 0,—-49}.
Aflati valorile respective ale functiei f.

7. Completati formula cu un numar real, astfel incit functia obtinuta /: D —»R:
) f@=1x-L b f@=-[xt% o f()="71 & [()=-—"

sa fie: 1) strict crescatoare pe multimea D; 2) strict descrescatoare pe multimea D.

H B Formam capacitatile si aplicam
8. Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiei /: R >R, f(x)=-3x+b,
pentru: a) b=-1; b) b=0; ¢) b=2. Ceatiobservat?
9. Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) 1 R>R, f(x)=-4x,s1 g: R>R, g(x)=4x;
b) " R->R, f(x)=2x-1, si g R->R, g(x)=1-2x.
Ce ati observat?
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10. Determinati functia de gradul I, stiind ca:
a) f()=45si f(0)=-3; b) f(0)=23si f(=2)=5;
0 f(N2)=2-V35i f2V6)=3V3; &) f(-D=3 si f(2)=-1.
11. Reprezentati grafic functia f/: R* > R"
Q) (=25 b) f(0)=2; 0 f() =5 d) f(0=2.
Determinati proprietatile functiei f.
12. Reprezentati graficul functiei /: R, > R:

a) fM=2vx; b) f)=x-1 ¢ f@)=Vx+L d) f(x)=05Vx.

13. Formulati exemple de dependente functionale din viata cotidiana.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

14. Fie m un parametru real i functia f/ R —>R:
a) f(x)=(m-2)x+4; b) f(x)=(m+4)x+m—6.
Aflati valorile lui m pentru care functia f este: 1) crescdtoare; 2) descrescatoare.

15. Reprezentati grafic functia /: R >R —x, dacd x<0
a) f(x)=qlx]; b) f(x)=4[x=2]; ¢) f(x)=1x, dacd 0<x<4
2, daca x>4.
16. Fie functia /2 R\{3} >R, f(x)= 2;_*;.
Aratati ca existd 4, Be R, astfelincit f(x)=4+ %

17. Formulati si rezolvati cite un exercitiu asemanator cu exercitiile 9, 10, 14, 16.

| * Problemd pentru campioni | 18. Scrieti o functie de argument natural, definiti cu
ajutorul unei formule, ale carei valori sa fie numere prime pentru orice valoare a argumentului.

| Lucrare practicd | Observati, pe parcursul unei siptamini, cum se schimbd zi de zi, la

aceeasi orda, temperatura aerului in localitatea voastrd. Reprezentati grafic rezultatele obtinute.
Determinati prin formule functiile asociate fiecarei portiuni de grafic.

§ 3. Functia de gradul i
3.1. Functia f: R—>R, f(x)=x’

'@ INVESTIGAM

* Fie un patrat cu latura a (fig. 13). Construiti o functie care sa a
descrie dependenta ariei patratului de lungimea laturii sale.
Rezolvare: /

Aria unui patrat cu lungimea laturii a este .«/ = a”. Prin urmare,
dependenta ariei patratului de lungimea laturii sale este descrisa
de functia g: (0, +o0) —= (0, +o0), g(x)=x". Fig 13

Functia g ne conduce la functia f: R—>R, f(x)=x".
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s Fie functia f: R—>R, f(x)=x".
a) Reprezentati graficul functiei /: R—>R, f(x)=x".
b) Determinati proprietatile functiei f.
Rezolvare:
a) Completam tabelul de valori al functiei f pentru valoarea
zero, unele valori negative si pozitive ale argumentului x:
X 3| 2|-1]0 1 2 3
y=x>|9 4|1 ]0|1]|4]09

Reprezentam intr-un sistem de axe ortogonale xOy punctele
ale caror coordonate sint valorile din tabel. Unim aceste puncte
cu o curbd continud si obtinem graficul G, (fig. 14).

Graficul G, al functiei f: R—>R, f(x)= x*, se numeste paraboli.

Punctul O(0, 0) se numeste virful parabolei.

Se spune cd aceastd parabold este cu ramurile
in sus. 9

Atentie! La trasarea parabolei am tinut cont de
faptul ca nu exista trei puncte distincte
coliniare situate pe parabola.

b) Proprietiti ale functiei - R >R, f(x)=x’ . W 4 N
1° f(x)=0 x* =0« x=0. Prinurmare, x=0

este zeroul functiei f.

Graficul G, intersecteazd axele Ox si Oy

intr-un singur punct: O(0, 0). 35 10

GO Fmm T

-
NG T A S S e

2° f(x)=x" 20 pentru orice xe R. Asadar,
functia f ia numai valori nenegative. Fig. 14
3° Functia [ este strict crescatoare pe [0, +o0) si strict descrescatoare pe (—eo, 0].
4° Remarcam ca f(—x)= f(x) pentru orice xe R.
Intr-adevar, f(-x)=(-x)’ =x” = f(x) pentru orice xe R.
Atunci (x,y)e G, & (—x,y)€ G, ceea ce inseamnd cd graficul G, este simetric
fatd de axa Oy sau cé graficul G, admite axa Oy drept axa de simetrie (fig. 14).

N APLICAM
* Fie functia f: R—=R, f(x)=x".
Aflati valorile lui x pentru care valoarea functiei f(x) este: a)64; b)0; c)-25.
Rezolvare:
a) f(x)=64 < x* =64. Asadar, x, =-8, x, =8.
b) f(x)=0& x*=0. Prin urmare, x=0.
¢) f(x)=-25¢ x> =-25. Deci, nu existd astfel de valori reale ale lui x.
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3.2. Functia f: R—R, f(x)=ax’, acR’

*?Q INVESTIGAM

* Fie un disc de raza R (fig. 15). Construiti o functie
care sa descrie dependenta ariei discului de lungimea razei
Jui.

Rezolvare:

Aflam aria discului aplicind formula ./ =7 R”.

Prin urmare, dependenta ariei discului de lungimea razei Fio. 15
. [ . 12.
acestuia este descrisa de functia /: (0, +o0) = (0, +oo), £
h(x)=mx’.

Functia / ne conduce la functia /: R >R, f(x)=ax’, acR".

* Fie functia:

a) :R->R, f(x)=2x%

b) &2 R—=R, g(x)=-2x".

1) Trasati graficele functiilor f si g.

2) Determinati proprietatile functiilor f si g.
Rezolvare:

1) Completam tabelele de valori ale functiilor f si g pentru valoarea zero, unele valori
negative si pozitive ale argumentului x:

a) X 27101
f(x)=2x| 8| 2]0|2]38

b) x 2|-1]o]1]2
gx)=—2x"| 8| 2|0 |-=2]|-8

Graficele G, si G,, trasate
,,prin puncte”, sint reprezentate in
figura 16 si respectiv 17. Graficul
functiei f, precum si graficul func-
tiei g, se numeste parabold.

Punctul 0(0,0) se numeste virful
parabolei.

Se spune ca graficul functiei f
este o parabola cu ramurile in sus,
iar graficul functiei g — o parabola

cu ramurile in jos.
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2) Proprietati ale functiei
| fRSR, f()=2x |

f(x)=0=2x" =0 x=0.

Deci, functia f are un zerou: x =0.
Prin urmare, graficul G, intersecteaza
axele Ox si Oy 1n punctul O(0, 0).
f(x)=0¢ 2x* 20. Deci, functia f ia
valori nenegative pentru orice x€ R.

Functia f este strict descrescatoare
pe (—oo, 0] si strict crescatoare pe
[0, +e0).

D(f)=R. Deci, din xe D(f) rezulta
casi —xe D(f).

Cum f(—x)=2-(=x)’=2x" = f(x), re-
zultd cd G, este simetric fatd de axa Oy.

Punctul x, =0 este punct de minim al
functiei f si f(x,)= mi'Rn f(x)=0.

’ g R—>R, g(x)=-2x’ |

1° g(x)=0&=-2x"=0=x=0.
Deci, functia g are un zerou: x=0.
Prin urmare, graficul G, intersecteaza
axele Ox si Oy in punctul O(0, 0).

2° g(x)<0 & —2x* <0. Deci, functia g ia
valori negative sau zero pentru orice
xeR

3° Functia g este strict crescatoare pe
(—oo, 0] si strict descrescdtoare pe
[0, +o0).

4° D(g)=R. Deci, din xe D(g) rezulta
casi —xe D(g).
Cum g(—x)=-2-(-x)’ ==2x" = g(x), re-
zultd ca G, este simetric fata de axa Oy.

5° Punctul x, =0 este punct de maxim al
functiei g si g(x,)= max g(x)=0.

Definitii
Fie /» A—>R, AcCR, si x,€ 4.

¢ Valoarea f(x,) se numeste valoarea minimai a functiei f pe multimea 4, daca
f(x)= f(x,) pentru orice xe A. Se noteazd: f(x,)= mi? f(x). In acest caz se
spune cd x, este punct de minim al functiei f.

¢ Valoarea f(x,) se numeste valoarea maxima a functiei f pe multimea 4,
daca f(x)< f(x,) pentru orice x€ 4. Se noteaza: f(x,)= max f(x). In acest
caz se spune cd x, este punct de maxim al functiei f.

¢ Punctele de minim si de maxim se numesc puncte de extrem ale functiei f, iar
valorile functiei f 1n aceste puncte se numesc valori extreme ale functiei f.

Proprietiti ale functiei f: R >R, f(x)=ax’, aeR"
1° Graficul G, este o parabold cu virful in originea O(0, 0) si:

a) are ramurile in sus, daca a > 0;
b) are ramurile in jos, dacd a < 0.

Graficul G, intersecteaza axele Ox si Oy intr-un singur punct: O(0, 0).

2° Functia f are un zerou: x =0.
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3° Functia f ia valori nenegative, daca a >0, si valori negative sau zero, daca
a<0.

4° a) Pentru a >0 functia f este strict descrescatoare pe (—eo, 0] si strict cres-
catoare pe [0, +oo).
b) Pentru a <0 functia f este strict crescatoare pe (—oo, 0] si strict descres-
catoare pe [0, +oo).

5° a) Daca a >0, atunci f(0)= nxlei'Rn f(x)=0 si x, =0 este punct de minim al

functiei f.
b) Daca a <0, atunci f(0)= max f(x)=0 si x, =0 este punct de maxim al
functiei f: -

6° G, este simetric fata de axa Oy.

Il APLICAM
* Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) 1 R->R, f(x)=2x", si g R->R, g(x)=x";
b) /1 R->R, f(x)=-05x", si g R>R, g(x)=-x".
Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor f si g:

a) X 2o 172
f(x)=2x* 8 | 2| 0| 2 | 8
g(x)=x’ 4 1 0 1 4

b) X 2110012
f(x)=-0,5x" | =2 |-05| 0 |-05| -2
g(x)=—-x’ 4| -1 0 | -1 ]| 4

Graficele functiilor f si g sint reprezentate in figura 18 si respectiv 19.

a)

Fig. 18 Fig. 19
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"(@ INVESTIGAM

Ll

Observatie. Pentru functia f: R—R, f(x)=ax’, aeR", sint posibile cazurile
reprezentate in figurile 20 si 21.

a>0 A Y a<0

:_1:0

Fig.20 Fig.21

3.3. Transformarea graficelor

3.3.1. Graficul functiei [-R >R, f(x)=ax’+n, a#0, neR’

* Fie functia g:R >R, g(x) =%x2.
Trasati graficul functiei /: R—>R, f(x)= %xz +2.

Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si f-

X a3 2] 101 ]2]3]4
g(x):%xz 8 |45 2105/ 0 (05| 2 |45]8

f(x)=%x2+2 10]65] 4 252125/ 4 65|10

Graficele functiilor g si f sint reprezentate in
figura 22.

Observam ca la translatia fiecarui punct al gra-
ficului G, cu 2 unitati liniare in sus obtinem punc-
tul respectiv al graficului G,. Astfel, graficul func-
tiei f se obtine din graficul functiei g efectuind
translatia cu 2 unitati liniare de-a lungul axei Oy, in

sensul acesteia.
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Il APLICAM
* Fie functia g: R—>R, g(x) :%xz.
Trasati graficul functiei #: R >R, A(x)= %xz -3.

Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si /:
X 4|3 ]|2|-1]0 |1 ]2 ]34
g(x)z%xz 8 |45 2105/ 0 (05| 2 |45 8
=3 -3 | 5 15| 1|25 3 |25 1|15 5
VA
Gg
Graficele functiilor g si /4 sint reprezentate in 61 e
figura 23. 4 I '
Observam ca graficul functiei 4 se obtine din
graficul functiei g efectuind translatia cu 3 unitati 24
liniare de-a lungul axei Oy, in sensul opus acesteia. 2N T /2
3\ -10 / 34 X
El GENERALIZAM Fig.23

Graficul functiei /: R—R, f(x)=ax’+n, a#0, neR’, este o paraboli care se
obtine din graficul functiei g: R >R, g(x)=ax’, a#0, efectuind translatia de-a lungul
axei Oy cu n unitdti liniare In sensul acesteia, dacd n >0, sau cu —» unitati liniare in
sensul opus acesteia, daca n<0.

3.3.2. Graficul functiei f: R—>R, f(x)=a(x-m)’, a#0, meR’

*?Q INVESTIGAM

* Fie functia g:R—> R, g(x) z%xz.
Trasati graficul functiei /: R—>R, f(x)= %(x -2)%.

Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si f:
X 4 |-3|2]-110]1 ]2 |3 [4|5]|6]|17

g(x):%x2 8 |45 2 (05| 0 (05| 2 |45/ 8 |12,5 18 24,5

f(x):%(x—2)2 18 [12,5] 8 |45] 2 05| 0 [05] 2 |45/ 8 [12,5
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Graficele functiilor g si f'sint reprezentate in 74

figura 24.

Observam cd la translatia fiecarui punct al
graficului G, cu?2 unitati liniare in dreapta de-a
lungul axei Ox obtinem punctul respectiv al
graficului G,. Astfel, graficul functiei f se
obtine din graficul functiei g efectuind translatia
cu 2 unitati liniare de-a lungul axei Ox, 1n sensul

acesteia.

1 234567%
B APLICAM Fig. 24

* Fie functia g: R >R, g(x) Z%xz.
Trasati graficul functiei #: R >R, A(x)= %(x +3)°.

Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si 4:
X -6|-5|4]|3|2]|-1]0 |1 [2]3]4]|5

g(x):%xz 18 [12,5] 8 |4,5] 2 05| 0 [05] 2 |45 8 [12,5

h(x)=%(x+3)2 4512 (05| 0 |0,5] 2 |4,5] 8 |12,5] 18 |24,5| 32

.. C A N VA
Graficele functiilor g si 4 sint reprezentate in :

figura 25.

Observam ca la translatia fiecdrui punct al
graficului G, cu 3 unitati liniare in stinga de-a
lungul axei Ox obtinem punctul respectiv al
graficului G,. Astfel, graficul functiei 4 se obtine
din graficul functiei g efectuind translatia cu
3 unitati liniare de-a lungul axei Ox, In sensul opus

acesteia.

76543210l 1 2 34%x

Hl GENERALIZAM Fig.25

Graficul functiei /: R —>R, f(x)=a(x—m)*, a#0, meR", este o paraboli care
se obtine din graficul functiei g: R - R, g(x)=ax’, a#0, efectuind translatia de-a
lungul axei Ox cu m unitati liniare in sensul acesteia, daca m >0, sau cu—m unitati liniare
in sensul opus acesteia, daca m < 0.
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Exercitiu

Trasati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f, g,4#: R —> R, daca:
a) f(x)=-2x", g(x)==2x>+1, h(x)=-2x"-3;

b) f(x)=-2x", g(x)=-2(x-1)%, h(x)=-2(x+2)".

3.4. Studiul functiei f: R—R, f(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR, a#0

'ﬁ@ INVESTIGAM

"« Fie functia f: R—>R, f(x)=2x—x—6.
a) Schitati graficul functiei f.
b) Determinati proprietatile functiei f.
Rezolvare:
a) 1. Aflam punctele de intersectie a graficului G, cu axa Ox:
f(x)=0=2x" —x—-6=0=x=-1,5 sau x=2.
Deci, punctele de intersectie a graficului G, cu axa Ox sint A(-15; 0) si B(2; 0).

2. Aflam punctul de intersectie a graficului G, cuaxa Oy: f(0)=2- 0°-0-6=-6.
Prin urmare, C(0, —6) este punctul de intersectie a graficului G, cu axa Oy.

3. Determindm axa de simetrie pentru graficul G,: Ay
f(x+%)=f(—x + %) pentru orice x€ R, ceea ce de- E E

monstreazd ca dacd punctul £ (x+%, y)e G,, atunci si

punctul E'(—x+%, y)e G,, adicad dreapta de ecuatie

X :% este axd de simetrie pentru graficul G, (fig. 26).

4. Aflam coordonatele virfului parabolei.

Cum x= 1 este axa de simetrie pentru G, rezultd cd abscisa virfului parabolei G,

2
este x, :%, iar ordonata lui este y, =f(x0):2'(%) —%—6:—%.

Prin urmare, punctul V(%, —%9] este virful parabolei G -

5. Completam tabelul de valori al functiei f pentru abscisele punctelor de intersectie
a graficului G, cu axele Ox, Oy si, eventual, pentru alte valori ale lui x:

X -2 | -1,5 0 1 2 3
4
f(x)=2x"—x—6| 4 0 -6 —% 0 9
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6. Trasam ,,prin puncte” graficul Gf si obtinem VA
o parabola cu ramurile in sus (fig. 27).
b) Utilizam graficul G, si determinam pro- I
prietatile functiei f-
1° f are doud zerouri: x, = ,
X, = .
2° >0 pentru xe si /<0 pentru 4]
X€ . .
3° f este strict descrescatoare pe si i
strict crescatoare pe . ! |1
4° min f(x) = £( )= si punc- | 1 ,
Xe . X
tul x= este punct de al 4
functiei f.
Definitie
Functia de forma f: R >R, f(x)=ax’ +bx+c,
a,b,ceR, a#0, se numeste functie de gra- 49
dul 11 1y
Cum numarul real a este nenul, putem scrie: Fig. 27
b c b Y b>—4ac
=ax’+bx+c=a| X’ +=x+=— |= +— | —————
f(x)=ax"+bx+c a(x i a) a[(x 2a) ¥ :| sau
B bY —-A_ b\ -A
f(x)—a(x+2a) + 14 —a[x ( 2a )] + 14 (1)

pentru orice x€ R, unde A=5" —4ac este discriminantul ecuatiei ax’ +bx+c=0, a#0,
asociata functiei f. Egalitatea (1) se numeste forma canonica a functiei f.

Din (1) rezultda ca, pentru a obtine reprezentarea grafica a functiei f: R —>R,
f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR, a#0, din reprezentarea graficd a functiei g: R >R,
g(x)=ax’, acR’, se efectueazi doua translatii ale graficului G,

1) de-a lungul axei Ox cu —% unitati liniare (in sensul axei Ox, daca _ZL >0, siin
a

sensul opus axei, daca — 2b_a <0);

2) de-a lungul axei Oy cu —4A unitati liniare (in sensul axei Oy, daca —4A >0, siin
a a

sensul opus axei, dacd — % <0).

Exercitiu. Fie functia: a) g: R >R, g(x)=x"-x-2; b) : R—=>R, h(x)=1-x".
1. Trasati: a) graficul functiei g; b) graficul functiei .
2. Determinati: a) proprietatile functiei g; b) proprietatile functiei 4.
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Retineti!

Abscisa x, a virfului parabolei G, este x, :—Zi. Pentru a calcula ordonata y, a
a

virfului parabolei G, aflam y, = f(x,).

3.4.1. Multimea valorilor functiei de gradul IT

2 2
Cind x parcurge multimea R, (x + i) parcurge [0, +o0), iar a (x + i) parcurge:

2a 2a

a) [0, +o), dacd a>0; b) (—e, 0], dacd a<0.

Prin urmare, din (1) si din a), b) rezulta ca:

1) E(f)= [—A +oo) daci a>0; 2) E(f) =(—oo, —%], daci a <0.
Il APLICAM

* Fie functia:

a) :R->R, f(x)=x"-Tx+12; b) f: R—=R, f(x)=-3x"-2x+1.

Aflati E(f).

Rezolvare:

a) f(x):x2—7x+12=(x—%) +— Cum a=1>0, obtinem E(f)= [l +oo)

b) f(x)=-3x"-2x+1= . Deoarece a =-3<0, rezultica E(f)=
Exercitiu. Fie functia g: R—>R, g(x)=2-x-x". Aflati E(g).

3.4.2. Extremele functiei de gradul 11

Fie functia f/: R—>R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR, a#0, si forma ei canonici
B bY -A . .

f(x)—a(x+ Za) + 4a° unde A =5’ —4ac pentru orice x€ R.

1) Cazul a>0

b\ . . . b Y
1| > — | >
Cum (x+2a) >0 si a>0, rezulta ca si a(x+2a) >0.

2
Atunci a )c+i +—A —A Deci, f(x) >—A (2) pentru orice xe R.
2a 4a 4a 4a
b Y b "
Evident, (x +2—a) =0 numai pentru x = 54" G,
Atunci f(—ia)z A 3,
b
Prin urmare, din (2) si (3) rezulta ca f(x)= f (— i) 4) 2a .
2a o)/ e
pentru orice xe R. ;
b -A LA
Din (2) si (4) rezulta ca mm f ( 2 ) TIa si 4a
X == este punct de minim al functiei f (fig. 28). Fig.28
a
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2) Cazul a<0

2 2
Cum (x+£) >0 si a<0, rezulta ca a(x+£) <0.
2a 2a

. b\, -A_-A : ~A
|l +Z2<=2 <=
Atunci a(x+2a) + 10 g Deci, f(x)< 1

pentru orice xe R. Tinind cont de (3), obtinem

f(x)Sf(—%) (5) pentru orice xe R. ~
- v max b )oA g b G,

Din (5) rezulta ca n};lea'lef( 2a )— g SN ="

este punct de maxim pentru functia f* (fig. 29). Fig.29

Il APLICAM
* Fie functiile:
a) 1 R->R, f(x)=x"—-Tx+12; b) &2 R—>R, g(x)=-3x"-2x+1.
Aflati punctele de extrem si extremele functiilor f si g.
Rezolvare: b ;
a) Cum a=1>0, obtinem x, = g = —_T =3,5 — punct de minim al functiei 1 si
i _ 1

min f(x)=f3,5)=-7.
b) Deoarece a =-3<0, avem x, = = = —punct de

al functiei g si max g(x)=g( )=

Exercitiu. Fie functia 1: R >R, A(x)=4-x". Aflati punctele de extrem si extre-
mele functiei 4.

3.4.3. Intervalele de monotonie ale functiei de gradul I1
El GENERALIZAM
Fie /: R—R, f(x)=ax’ +bx+c, a, b, ceR, a#0, o functie de gradul II.

* Daca a >0, functia f este strict descrescétoare pe

b1l . . y b
(_ , _Z] sl strict crescdtoare pe [—%, + ) (fig. 28).

* Dacd a<0, functia f este strict crescatoare pe (— s

si strict descrescatoare pe [—%, +o<>) (fig. 29).

2a 2a

intervale de monotonie ale functiei f.
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I APLICAM
*Fie :R—>R: a) f(x)=3x"+x-8; b) f(x)=-03x" —6x+3.
Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
Rezolvare:
a)Cum ¢=3>0 si —% = —3% = —%, rezulta ca functia f este strict descresca-
toare pe (—oo, —%:I si strict crescatoare pe [—%, +oo )
b) Deoarece a=-0,3<0 si —% = —2(:—(?,3) =-10, rezulta ca functia f este strict

crescatoare pe (—oo, —10] si strict descrescatoare pe [—10, +eo).

Exercitiu. Fie functia g: R >R, g(x)=2x" —x. Determinati intervalele de mono-
tonie ale functiei g.

3.4.4. Zerourile functiei de gradul 11 y

« Fie functiile: a) f: R >R, f.(x)=x>—9x+18; 18 G

b) fi: R>R, f,(x)=4x"—4x+1;
o) fi R>R, fi(x)=-x>+x-1.
Aflati zerourile functiilor f,, f,, f;.
Rezolvare:
a) [(x)=0x’-9%x+18=0&
& x, =3, x, =6. Prin urmare, functia f,

b)

are doud zerouri: x, =3, x, =6 (fig. 30 a)).
b) fL(x)=04x’ —4x+1=0<x=05.

Deci, functia f, are un zerou: x=0,5 (fig. 30 b)).
¢) £,(x)=0—x*+x-1=0.
Aceasta ecuatie nu are solutii reale. (Argumentati!)
Astfel, functia f; nu are zerouri (fig. 30 c)).

El GENERALIZAM
Zerourile functiei f: R—>R, f(x)=ax+bx+c, a,b,ceR, a#0, sint solutiile
reale ale ecuatiei ax® +bx+c=0, a#0, asociatd functiei f.

Numarul de solutii reale ale ecuatiei de gradul II depinde de valoarea discriminantului
ei A=bh’ —4ac.
* Daca A>0, ecuatia de gradul II are doua solutii reale, iar functia f— doud zerouri:
Lo—b=VA _—btyA
! 2a 77 2a
Prin urmare, graficul G, intersecteazd axa Ox in doua puncte: (x,, 0), (x,, 0).
b

e Daca A=0, ecuatia de gradul I are o solutie reald, iar functia f—un zerou: x= 24
a

Deci, graficul G , are un punct comun cu axa Ox, punctul (—2&, 0).
a
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e Daca A<0, ecuatia de gradul II nu are solutii reale. Deci, functia f nu are zerouri.
Prin urmare, graficul G, nu intersecteaza axa Ox.
Exercitiu. Fie: a) f: R—>R, f(x)=x"-3x-10; b) gtR->R, g(x)=x"-2x.
Aflati zerourile functiilor f'si g.
3.4.5. Semnul functiei de gradul 11

f?@ INVESTIGAM

“+Fie functia /: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a, b, ceR, a#0. Determinati multimea
valorilor lui xe R pentru care f(x)>0 ( f(x)<0).
Rezolvare:
Semnul functiei f depinde de semnul discriminantului A al ecuatiei ax® +bx+c =0,

b Y, -A
x+%) +W}
1) Cazul A<0

Semnul valorilor functiei f coincide cu semnul numarului a, pentru orice x€ R (fig. 31).

a#0, asociata functiei f.
Scriem functia f* sub forma canonica: f(x)= a|:(

0 b
i G _%! >
: 9 a0
! | 4a
+ E + |
<A i
; 4a R !
_b i 0 x : Gf
2a
Fig. 31
2) Cazul A=0

2
Semnul valorilor functiei f(x)= a(x + %) coincide cu semnul numarului a, pentru
. b
orice xe R\ {— Z_a} (fig. 32).

a) VA a>0 b)) V4 o a<0
2a

=y

+

\4

B T
B e e

Q
|

Fig. 32

[\
IS}
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3) Cazul A>0
Semnul valorilor functiei f, cu zerourile x, <x,, coincide cu semnul numarului a,
pentru orice x€ (—eo, x,)U (x,, +o°), si este opus semnului lui @, pentru orice x€ (x,, x,)
(fig. 33). A \
a) 4 b la>0 b) | . a<0
| < |
+ i + i
b ; >
O ' 2 > _ | X
XI\\E/ o |
NS | i G,
4a i Fig.33 '

Observatie. Atit semnul functiei de gradul I, cit si intervalele ei de monotonie pot fi
identificate mai simplu folosind reprezentarea grafica a acesteia.

Exercitiu. Fie:a) f: R>R, f(x)=3x>-x-2; b) g:R>R, g(x)=—x"+2x-3.
Aflati semnele functiilor f'si g.

3.4.6. Graficul functiei de gradul 11

"(Q INVESTIGAM

“ “Pentru a trasa graficul functiei de gradul II, procedam astfel:

@® Determinam coordonatele punctelor de intersectie a graficului G, :

a) cu axa Ox: rezolvam ecuatia ax’ +bx+c=0, a #0, asociatd functiei f’;
solutiile ecuatiei sint zerourile functiei f7

b) cu axa Oy: calculam f(0).

@ Aflam coordonatele virfului parabolei: V(—%, —%); punem in evidentd axa de
simetrie x = —2i a parabolei.

a

@ Completidm tabelul, numit tabelul de variatie al functiei f. Tabelul include abscisele
punctelor de intersectie a graficului G, cu axele Ox si Oy (daca existd), abscisa virfului
parabolei si, eventual, alte valori ale lui x.

@ Completind tabelul de variatie, putem stabili monotonia functiei, punctele de extrem,
extremele ei, precum si comportamentul graficului G, la —oo, la +co.

® Trasam graficul functiei.

Observatie. Cu . vom nota functia descrescatoare, iar cu _—" — functia cres-
catoare.

I APLICAM
s Fie functia f: R—>R, f(x)=x>-2x+3.
a) Trasati graficul functiei /. b) Precizati monotonia, semnul si extremele functiei f.
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Rezolvare:

a) @ Determindm coordonatele punctelor de intersectie a graficului G, cu axa Ox:
rezolvdm ecuatia x* —2x+3 =0, asociatd functiei f/; cum A=-8<0, rezulti ca grafi-
cul G, nu intersecteaza axa OX.

Determinam coordonatele punctului de intersectie a graficului G, cu axa Oy:
f(0)=0*-2-0+3=3; prin urmare, graficul G , Intersecteaza axa Oy in punctul (0, 3).

@ Afldm coordonatele virfului parabolei: x, = _Zb_a =1, y, = f(x,)=2.

Asadar, punctul V(l,2) este virful parabolei. Prin urmare, dreapta de ecuatie

x= —2i =1 este axa de simetrie a graficului G,.
a «

@@ Completam tabelul de variatie al functiei f: +

[P

X —oo =1 0 1 2 3 4oo|  p-Heieoo
f(X)=x"=2x+3|40 6 3 2 3 6 4o
Concluzie ~ min _—

e

® Trasam graficul functiei f — parabola G, (fig. 34).

b) Functia f ia valori pozitive pentru orice xe€ R.
Functia f este strict descrescatoare pe (—oo, 1] si strict

crescatoare pe [l, +oo).
Punctul x=1 este punct de minim pentru functia f

si min /(1)= /() =2.

Fig. 34

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele
1. Fie functia f/: R—>R, f(x)=x". Aflati:
a) valorile lui x pentru care f(x) este: 36;—4; 0,25; 100; 7; —1,6;
b) valorile lui £, stiind ci x este: 1,4; —0,2; —3; 0,4; 2; /5; 7,(2); — 4+/3.

2. Fie punctele:
a) A(2; -2); b) B(; 2); c) C(-1;0,5); d) D(1;-0,5); e) £(0,5; 0,5).
Determinati care dintre aceste puncte apartin graficului functiei:
) fiR->R, f(x)=2x*; 2) fiR>R, f(x)=-05x% 3) f1R>R, f(x)=0,5x".
3. Fie functia /: R—>R:
) f=3% b f=1x o f=-15 ) f)=—1x

1) Trasati graficul functiei f.
2) Determinati proprietatile functiei f.
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4. a) Construiti o functie care aratd dependenta ariei suprafetei totale a cubului de lungimea
muchiei lui.
b) Reprezentati graficul acestei functii.
c) Aflati:
1) aria totala a cubului, stiind ¢ lungimea muchiei lui este de: 0,5 cm; 1,2 dm; 3 m.
2) lungimea muchiei cubului, stiind ca aria suprafetei totale a lui este de:
16 cm?; 83 dm?; 4 m>.

5. Completati cu numere reale, astfel incit punctul A(. |, =) sd apartina graficului functiei
ffR—>R:
a) f(x)=x"; b) f(x)=-x; ©) flx)=3x;
d) f(x)=-2,5x%; e) f(x)=3x(x-2); f) f(x)==0,5x(x +1);
g) f(x)=x"-x-2; h) f(x)=-3x"+x+1; D) f(x)=x>+3x+5.

6. Fie functiile f/: R—>R, f(x)=23x", g:R—>R, g(x)=-4x", i:R—>R, h(x) =%x2.
Precizati: a)extremele; b) monotonia; c¢) semnele functiilor.
7. Aflati zerourile functiei /: R—R:
a) f(x)=16x"—4; b) f(x)=6x"+3; ¢) f(x)=x"=8x+12;  d) f(x)=2x" —3x+8.
8. Fie functia /" R—>R:
a) f(x)=x"—Tx+12; b) f(x)=3x"-2x-5; ¢) f(x)=x"—x+4
d) f(x)=—x"+7x-12; e) f(x)=—4x" +4x—1.
1) Trasati graficul functiei f.
2) Determinati axa de simetrie a graficului si proprietatile functiei f.

B B Formam capacitatile si aplicam

9. Trasati graficul si determinati proprietatile functiei f/: R — R:

a) f(x)=x"+3; b) f(x)=2x"-1; ¢) f(x)=3(x+2)";
d) f(x)=-2(x-1% e) f(x)=4(x+2)"-6; f) f(x)=—(x=3)"+2.
10. Fie functia /: R—>R:
a) f(x)=47x"; b) f(x)=-3x"+2; ¢) f(x)=4(x-1%
d) f(x)=-2(x+3)*; e) f(x)=x"-5x+6; ) f(x)=3(x—4)"+5.

Aflati multimea valorilor E(f).
11. Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) f,g, hR—>R, f(x)=3x", g(x)=3x>+2, h(x)=3x"—4;
b) £, g, h:R=>R, f(x)==2x", g(x)==2(x+1)*+3, h(x)=-2(x—-3)"—4.
Ce ati observat?

12. Fie tabelul de variatie al functiei f:

x o =1 0 2 35 5 4o
f(x)=ax*+bx+c, a#0|+0 18 10 0 225 0 +oo

Concluzie ~ min "

Trasati graficul functiei f.

Algebra IE:Y4



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Fie graficul functiei de gradul 1I:
a) Y b) y o) Y d VY
T /N > OT I
(0] \ X
ol x‘ 0 ?c

Aflati semnul coeficientului a si al discriminantului A ai ecuatiei asociate functiei respective.

Completati cu unul din semnele ,,<”, ,,>”, ,,=", astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevarata:
1) Daca graficul functiei f: R—R, f(x)=ax’+bx+c, a#0, reprezintd o parabold cu
ramurile 1n jos si virful ei este situat pe axa Ox, atuncia . 0, A 0.
2) Daca graficul functiei /: R—R, f(x)=ax’+bx+c, a#0, reprezintd o parabold cu
ramurile in sus si virful ei este situat pe axa Oy, atuncia 0, A* 0.

Fie & indltimea (in metri) la care se afld o minge aruncata in sus, # — timpul (in secunde) in care
mingea s-a aflat in zbor. Dependenta variabilei 4 de variabila ¢ se exprima prin formula:
h=24r-49¢".

a) Care este Tnaltimea maxima la care ajunge mingea?

b) In cit timp mingea se va ridica in zbor si in cit timp va cobori?

¢) Peste cite secunde, dupa ce a fost aruncata in sus, mingea va cadea pe pamint?
Balustrada unui pod are forma Va
unui arc de parabola. indltimea €
balustradei este de 2 m, iar + + — + + + >
lungimea coardei care o subin- -12-10 -8 6 4 200 2 4 6 8 10 2 ¥
tinde — de 24 m. Balustrada are 5 stilpi verticali, fixati in punctele care impart coarda in parti de
aceeasi lungime. Aflati lungimile acestor stilpi.

Trasati graficul functiei /: R - R:

a) f(x)=(x+2)(x—4); b) f(x)=—6x(x+1); ¢) f(x)==2(x=3)(5-x);

d) f(x)=5(x=1(x=3); e) f(x)=—(x=3)(x—4); ) f(x)=4x(x-2).

Parabola 1) y=3x’; 2) y=-0,5x" a fost deplasati cu 2 unititi de-a lungul axei Ox si cu
3 unitdti de-a lungul axei Oy.

a) Determinati functia g al carei grafic este parabola obtinuta in urma acestor transformari. Cite
functii pot fi determinate?

b) Reprezentati graficul G, pentru fiecare functie obtinuta.

Lungimea laturii AC a triunghiului ABC este a, iar inaltimea corespunzatoare acesteia — /. Prin
punctul D al inaltimii BM este dusa o dreapta paraleld cu AC. Exprimati ariile figurilor obtinute
ca functii de variabila x, unde x = BD.

Determinati, utilizind graficele, apoi in mod analitic, punctele de intersectie a graficelor functiilor:
a) L R>R, f(x)==2x"-x+4,s5i 2:R>R, g(x)=—x+2;
b) i R>R, f(x)=4x", si s:R—>R, g(x)=x+3.

Determinati legitatea si scrieti numarul omis:
FiRSR, f(x)=x*~3x—10
g R->R, g(x)=2x"+x-3
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Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream

22. Aflati valorile parametrului real a pentru care are zerouri functia f/: R >R :
a) f(x)=ax’+7; b) f(x)=ax’ -4, ¢) f(x)=x"+a; d) f(x)=2x"-a.

23. Aflati valorile coeficientilor b si c, astfel incit parabola y = x” + bx + ¢ si aiba virful in punc-
tul V' (=3, 6).

24. Determinati functia f: R - R, f(x)=ax’+bx+c, a, b, ce R, a#0, al cirei grafic trece prin
punctele A(—2, 0), B(1, 6) si care are valoarea maxima 6.

25. Formulati si rezolvati exercitii aseméanatoare cu exercitiile 13, 15, 16, 18, 21, 23.

26. Trasati graficul functiei f/: R — R definite prin:

a) f(x):{x2_9, daca x=3 b) f(x):{4_x2’ daci x>0

3—x, daca x<3; x—2, daca x<0.

’ * Problemad pentru campioni | 27. Trasati graficul functiei f: R — R definite prin:
a) f(x)=x>—6|x|-7; b) f(x)=x—-5|x+4|-26; ¢) f(x)=|x*-3x+2]|.

§4. Functia f/:R—R, f(x)=x’

'“?@ INVESTIGAM it

* Fie cubul cu muchia a. Construiti o functie care
sa descrie dependenta volumului cubului de lungimea
muchiei sale.

Rezolvare:

Volumul cubului se calculeaza aplicind formula
7 =a’. Prinurmare, dependenta volumului cubului
de lungimea muchiei sale este descrisda de functia
g: (0, +00) = (0, +0), g(x)=x".

Aceasta functie ne conduce la functia
fiR>R, f(x)=x".

* Fie functia f: R—R, f(x)=x".

a) Trasati graficul functiei f.

b) Stabiliti proprietatile functiei f.

Rezolvare:

a) Completam tabelul de valori al functiei f
pentru valoarea zero, unele valori pozitive si nega-
tive ale lui x:

X 2 1-110 1 2
y=x'| 8 1 0 1 8

Graficul trasat ,,prin puncte” este reprezentat in
figura 35.
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b) Proprietiti ale functiei f: R >R, f(x)=x’

1° f(x)=0& x’ =0¢> x=0. Prin urmare, x =0 este zeroul functiei f.

2° Functia f este strict crescatoare pe R.

3° Functia f ia valori negative pentru x € (—eoe, 0) si valori pozitive pentru x € (0, +eo).

4° Cum f(-x)=—/f(x), rezultd ca dacd punctul E(x,, y,)€ G,, atunci si punctul
E'(=x,, —=y,)€ G,. Deci, graficul G, este simetric fata de originea O(0, 0) (fig. 35).
Graficul functiei f: R—R, f(x)=x’, se numeste paraboli cubici.

5° Functia f nu are extreme.

Hl APLICAM
« Fie functia f: R—R, f(x)=x". Aflati valorile lui x pentru care f(x) este:
a) =64 b) 2—87; o) 125.
Rezolvare:
Q) X' =64 x=—4 b xS:%@F%; ¢) ¥ =125 x=5.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Fie punctele:

a) A(=2,8);  b)BG3,27): ¢ |-+, -1}

g b DDOD: o) E(—V3,-33).
Determinati care din aceste puncte apartin graficului functiei f: R - R, f(x)=x".

2. Fie functia /: R—>R, f(x)=x". Aflati:
a) valorile lui x pentru care f(x) este: 125; —64; —16; 3,375; —1; 0,001.

b) valorile lui f, stiind ca x este: —343; 0,2; —%; 1,3; 2\/5; 10; 2,(5).

H B Formam capacitatile si aplicam

3. Rezolvatiin R, prin metoda grafica, ecuatia:
a) x’ =x-—1; b) x’ =-2x; c) x’ =3x+2; d) x*=3-x.
4. 1) Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) f1R->R, f(x)=x"si gt R—>R, g(x)=—x";
b) f:R=>R, f(x)=x’si &2 R>R, g(x)=x"+1.
2) Aflati semnele functiilor f si g.
3) Aflati extremele functiilor f i g.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

5. Aflati extremele functiei /: R — R, definite prin:

a) f(x)=x"-2; b) f(x)=(x+2)*; ¢) f(x)=2(x-8)" +1; d) f(x)=-5x+1.
Pox<

6. Trasati graficul si precizati monotonia functiei: f/: R >R, f(x)= {Zf ’ );6 0
x*, x>0.

7. Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor /: R—>R, f(x)=|x[’ si
g2 R->R, gx)=|x|.
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Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Determinati care dintre urmatoarele linii nu este graficul unei functii:

y VA VA
@) | X 0 x 0 x
a) b) C)
Argumentati!

2. Fie functia:

a) f:R—R, [(x)=3-2x, b) /R =R, ()=
0 f:R SR, f()=-2; d) f: R>R, f(x)=2x";
e) /1R-R, f(x)=x"—x+1; D f:R-R, f(x)=x"
Precizati care dintre urmatoarele puncte apartin graficului G :
1) A(=1,1; 2) B(1, 1); 3) €0, 1); 4) 0(0, 0);
5) D, -2); 6) E(0, 3); 7) F(4,2); 8) M(=2,1).
3. Recunoasteti functia de gradul II:
2) [ R SR, f(x)=—— b) 1 R—>Q, f(x)=T-x";
X
¢) /:R. >R, f(x)=-16x"; d) f:R>R, f(x)=2x"+x"-4;
e) : R>R, f(x)=—x"+2x—1; f) /1R>R, f(x)=x"-x".
4. Determinati graficul carei functii este schitat:
a) b)
fiiR>R, fiiR->R,
fi(x)=—x"+3x+4 fi(x)=0,5x"+x+3
v
: y o~ : y -
£ = 4 5 < ¥ € =
T S T | T “' T a
x e RS e 7
< \/‘034;“L < [lo | x |& XL
= © = =
I = I =
fii R>R, fiiR->R,
fi(x)=x>+6x+7 fi(x)=5x"—x—1
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10

11.

12.

13.

14.

15

16

B Formam capacitatile si aplicam

Fie multimea P ={a, b, ¢, d}. Construiti prin diagrame toate functiile definite pe multimea P cu
valori in P.

. Scrieti o formula care sa exprime dependenta lungimii cercului de raza lui. Este aceasta dependenta

o proportionalitate directa?

. Mariana avea 15 lei. Dupa ce a procurat x timbre la pretul de 0,5 lei, i-au ramas y lei.

a) Exprimati printr-o formula dependenta lui y de x.
b) Aflati domeniul de definitie al functiei obtinute.

. Trasati 1n acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor /: R >R, f(x)=-15x+5,

pentru be {-2,0, 2, 5}.
Ce ati observat?

. Trasati graficul si determinati proprietatile functiei /> R® —R", daca:

_ 4, 1 _7. 1
Q) f()=—F b) ()= 0 f()=L: d) f(0)=—5=
. Rezolvati in R, prin metoda grafica, ecuatia:

a) Vx =3x-2; b)%:x; c)zl—x:2x; d) 3x* =5x-2.

Trasati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f: R =R, f(x)=3x"+n,
pentru ne {-1, 0,1, 3}.
Ce ati observat?

Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor /: R —> R,
f(x)==2(x—m)’, pentru me {-1,0,1, 3}.
Ce ati observat?

Apa dintr-un ceainic electric, la un moment dat, avea temperatura de 10°C. In continuare,
peste fiecare minut, temperatura apei crestea cu 4°C, astfel incit a atins valoarea de 100°C.
Exprimati printr-o formula dependenta temperaturii apei y (in grade Celsius) de timpul incal-
zirii ¢ (in minute). Schitati graficul acestei dependente. Utilizind graficul, aflati:
a) temperatura apei peste:

1) 5 minute; 2) 10 minute;

3) 15 minute; 4) 20 de minute de la inceputul incalzirii.
b) peste cite minute temperatura apei a atins valoarea de:

1) 50°C; 2) 70°C; 3) 100°C.

Trasati graficul si stabiliti proprietatile functiei f/: R >R, daca:
a) f(x)=1-x—x% b) f(x)=x"=6x+9; ¢) f(x)=9x"—6x+1; d) f(x)=3x"+4x+2.

. Aflati axa de simetrie a graficului si extremele functiei /: R > R:

a) f(x)=5x+3; b) f(x)=x"—4; ¢) f(x)=-3(x+2)*; d) f(x)=6x"—x+3.

. Definiti printr-o formula functia de gradul II care este:

a) strict crescatoare pe (—eo, 4] si strict descrescatoare pe [4,+ o);
b) strict descrescatoare pe (—oo, — 2] si strict crescatoare pe [—2, + o).
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17. Parabola — graficul functiei /: R >R, f(x)=-3x", a fost deplasata cu 2 unitati de-a lungul
axei Oy si cu 3 unitati de-a lungul axei Ox.
a) Determinati functia g al carei grafic este parabola obtinutd in urma efectuarii acestor
transformari ale graficului functiei f. Cite functii g ati determinat?
b) Trasati graficul fiecdrei functii obtinute.
c¢) Determinati proprietatile fiecarei functii obtinute.

18. Aflati coordonatele punctelor de intersectie cu axele Ox si Oy a graficului functiei /: R > R:

a) f(x)=2x"—x-15; b) f(x)=-3x"—-2x+1.

19. Dati exemple de utilizare a functiilor studiate in viata de zi cu zi, in fizica, biologie, chimie,
economie etc.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

20. Definiti printr-o formula functia de gradul I care satisface conditia:
a) f(2+x)=-5x+3, pentruorice xe R;
b) f(3x—1)=1-2x, pentruorice xe R.

21. Trasati graficul functiei:

3x* -2, dacd x<1
:R->R, = ’
»f 7@ {\/;, dacd x> 1;
—x*+9, daci x<-2
b) f: R >R, f(x)= —%, daci —2<x<2

—0,5x, daca x=>2.

22. Fie f: R—>R, f(x)=2x"+bx+c.
Determinati coeficientii b si ¢, stiind ca virful parabolei G, este punctul A(-2, 4).

23. Determinati functia de gradul 11 al carei grafic trece prin punctele:
a) A(-3,0), B(2, 5) sicare are valoarea maxima 5;
b) A4(0, 2), B(—1, 4) si care are valoarea minima 3.
24. Trasati graficul functiei:
a) [1R->R, f(x)=3|x]-4
b) [T R-R, f(x)=]02x+5];
¢) i R->R, f(x)=]3x"—x-2].
25.Rezolvati In R, prin metoda grafica, ecuatia:
a) x’=x"+x+1; b) 2x=x’—4.
26. Fie functia f: R—R, f(x)=3x>—x+1. Pentru care valori reale ale lui @ are loc relatia

fl@)==3f(-a)+6?

27. Formulati exercitii asemanatoare cu exercitiile 13, 16, 17, 21, 25 si propuneti-le colegilor.

] ® Problemd pentru campioni | 28. Trasati graficul functiei:
a) R->R, f(x)=x+x7; b) g R—=>R, gx)=x>-x".
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Varianta I I

1. In desen este reprezentat graficul variatiei
temperaturii apei timp de 20 de minute:

_________________Capitolul 2 |
Test sumativ

1.

Timp efectiv de lucru: |\§,

45 de minute ‘//I ]

Varianta | I

In desen este reprezentat graficul de des-
carcare a grinelor dintr-un depozit timp
de 8 ore:

t°C Cantitatea, tone
8 80
€0 p----mm; 60
40 40
P g —
T T T - i NG ore
Ol 2 46810214161820 0 153456789
a) Indicati litera A daca propozitia este FIJ a) Indicati litera A daca propozitia este
adevarata, sau litera F daci ea este falsa: adevarata, sau litera F daca ca este falsa:
» G, este graficul unei functii crescatoare”. ,» G, este graficul unei functii crescatoare”.
A F A F
b) Aflati cu cite grade a crescut temperatura 23 b) Aflati cu cit s-a micsorat cantitatea de
apei in primele 6 minute. grine in primele 3 ore.
¢) Aflati cu cite grade s-a schimbat tempe- P c) Aflati cu cit s-a micsorat cantitatea de
ratura apei in ultimele 8 minute. grine in ultimele 2 ore.
d) Aflati perioada in care temperatura apei |3 d) Aflati perioada in care nu s-au efectuat
nu s-a schimbat. lucrari in depozit.
e) Definiti prin formule analitice functiile 3 e) Definiti prin formule analitice functiile
reprezentate prin graficele G, G, si G,. reprezentate prin graficele G,, G, si G,.
2. Determinati valorile reale ale lui x pentru care [FJ] 2. Determinati valorile reale ale lui x pentru care
ambele functii /: R >R, f(x)=—(x—4)’, ambele functii /1 R—>R, f(x)=—(x+2)°,
si &R >R, g(x):%, sint descresca- si &2 R" >R, g(x) =—%, sint cresca-
toare. Argumentati raspunsul. toare. Argumentati raspunsul.
3. Fie functia 3. Fie functia
fiR=>R, f(x)=-2x"—-5x-3. fiR=R, f(x)=3x>-5x+2.
a) Scrieti in casetd unul dintre semnele ,,<”, EIJ) a) Scrieti in caseta unul dintre semnele ,,<”,
»= sau ,,>”, astfel incit sa obtineti o »= sau ,,>”, astfel incit sd obtineti o
propozitie adevarata: ,, /(0) G propozitie adevarata: ,, / (—2) fy”.
b) Trasati graficul G, . 6p b) Trasati graficul G, .
¢) Determinati E(f). 2p c¢) Determinati E(f).
d) Completati casetele: d) Completati casetele:
f / pentru xe ; 2p f/ pentru xe ;
f/ pentru xe ; 2p f/ pentru xe ;
min £ (x) = 1 min/(0)=
¢) Formulati un exemplu din fizica referitor J e) Formulati un exemplu din viata cotidiana
la aplicarea functiei de gradul II. privind aplicarea functiei de gradul II.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |38-37|36—33|32-29 |28-23 |22-17 |16-12| 11-8 | 7-5 | 4-3 | 20

54 WAL



BN Capitolul s
Polinoame

si fractii algebrice

§ 1. Monoame. Operatii cu monoame

1.1. Notiunea de monom

,?Q INVESTIGAM

* Fie expresiile algebrice:

8y; —3x> +y; 2Jab’; Tab; 6,5x°y*z%; 2010; —=9—11a°b; +[xy.

a) Identificati expresiile in care se executa adunari si scaderi.

b) Identificati expresiile care nu contin litere sub radical.

c) Identificati expresiile care contin litere sub radical.

d) Identificati expresiile 1n care nu se executa adunari i scaderi si care nu contin litere
sub radical.

Rezolvare:

a) —=3x*+y; —9-11a’b

b) 8y; —3x* +y; \7ab; 6,5x°y*z%; 2010; —9—11a

5 b/;expresu algebrice rationale;

c) 2\ab? N bAY% ——> expresii algebrice irationale;
d) 8y; \7ab; 6,5x°y*2*; 2010 ——>expresii algebrice rationale.

HEl GENERALIZAM
 Expresiile algebrice contin numere si litere legate prin operatiile de adunare, scadere,
inmultire, impartire, ridicare la putere i de extragere a radacinii patrate.
 Expresiile algebrice rationale nu contin litere sub radical.
* Expresiile algebrice care contin litere sub radical sint expresii irationale.

Definitie
Expresiile algebrice rationale in care literele sint factori sau baze ale unor puteri cu
exponent natural se numesc monoame.

* Un monom este format din coeficient si partea X%Y;

literala. 7*:

» Literele care se folosesc la scrierea monoamelor se
XYz,

» Nedeterminatele se noteaza cu litere mari ale alfabetului latin (X, Y, Z, ...).

numesc nedeterminate.

Algebra [T



1.2. Forma canonica (standard) a unui monom

ﬁ@ INVESTIGAM
“« Fie monomul 3,4XYX’YZ".

a) Scrieti monomul, astfel incit fiecare nedeterminata sa apara o singura data.

b) Aflati gradul monomului in raport cu nedeterminata X.

c) Aflati gradul monomului in raport cu toate nedeterminatele.

Rezolvare:

a) Aplicind proprietatile puterii, obtinem 3,4 X*Y*Z°.

b) Deoarece in scriere avem X *, gradul monomului in raport cu nedeterminata X este 4.
¢) Gradul monomului in raport cu toate nedeterminatele este 4+2+3=9.

* Un monom este scris in forma canonicd (standard) daca fiecare nedeterminata
a acestuia apare o singura data si pe primul loc este scris coeficientul.

* Gradul unui monom in raport cu o nedeterminatd este egal cu exponentul
nedeterminatei respective a monomului scris in forma canonica.

* Gradul unui monom in raport cu toate nedeterminatele este egal cu suma
exponentilor nedeterminatelor monomului scris in forma canonica.

* Gradul monomului care nu contine nedeterminate (un numar real) se consi-
dera egal cu zero.

1.3. Operatii cu monoame
1.3.1. Adunarea monoamelor

ﬁ@ INVESTIGAM
e Efectuati: a) 3X°Y —0,5XY +1,5X°Y +2XY - X°; b) 8X° +16X —9X° —10X +3X°.
Rezolvare:

a) 3X2Y —0,5XY +1,5X2Y +2XY - X° =3XY +1,5X°Y —(0,5XY —2XY)- X° =

=(B+15)XY-(0,5-2)XY - X°’ = 45X°Y +1.5XY - X°;
b) 8X° +16X —9X" —10X +3X° = (8-9+3)X* +(16-10)X =2X* +6.X.

» Monoamele care au aceleasi nedeterminate la aceleasi puteri, indiferent de ordinea
in care sint scrise nedeterminatele, au aceeasi parte literala.

* Monoamele care au aceeasi parte literala se numesc monoame asemenea sau
termeni asemenea.

* Reducerea termenilor asemenea este operatia prin care o suma de monoame
asemenea se inlocuieste cu un monom asemenea cu ele. Rezultatul reducerii a
doua sau mai multe monoame asemenea este un monom asemenea cu ele, care
are coeficientul egal cu suma coeficientilor termenilor asemenea.

* Se aduna sau se scad numai monoamele care au aceeasi parte literala.

Exercitiu. Formulati regula de adunare a doua sau mai multe monoame.
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Polinoame si fractii algebrice

1.3.2. Inmultirea monoamelor

*?Q INVESTIGAM

“ Efectuati: a) —3X°Y-4XYZ; b) 5X -v2XY.
Rezolvare:
Utilizind proprietatile puterii, obtinem:
a) =3X°Y-4XYZ=(-3-4)-(X*-X)-(Y-Y)- Z=-12X°Y’Z;
b) 5X N2XY = - L) -(0 - )Y =102y

Produsul a doua sau mai multe monoame este un monom. HH
Exercitiu. Formulati regula de Tnmultire a doud monoame.

1.3.3. Ridicarea la putere cu exponent natural

*ﬁ@ INVESTIGAM
"« Efectuati: a) (2X°YZ*)’; b) (-Y%Z)'"%.
Rezolvare:
Aplicind proprietatile puterii, obtinem:
a) (2X3YZ4)3 -9 -(X3)3 Y3 '(24)3 —8X°Y'Z",
b) (_Yzz)lzs — (_1)125 ) . __

Puterea cu exponent natural a unui monom diferit de zero este un monom. HH

Observatii. 1. Daca exponentul este 0, atunci puterea
unui monom diferit de zero este monomul 1.

2. Dacé exponentul este 1, atunci puterea unui monom
diferit de zero este insusi monomul.

—— (5X7%) =1.

— (0,2X°Y)' =0,2X°Y.
Exercitiu. Formulati regula de ridicare la putere cu exponent natural a unui monom.

1.3.4. Impirtirea monoamelor

'%@ INVESTIGAM

< “e Efectuati: a) 6X°Y2Z:2X°YZ; b) —4XY:0,LX.
Rezolvare:

Utilizind proprietatile puterii, obtinem:
a) 6X°YZ:2XYZ=(6:2)-(X :X*)-(Y*:Y)-(Z:2)=3-X-Y-1=3XY;
b) -4XY:01X=-(C : )-(C : )Y=— -  -Y=— Y

* In cazul in care exista un unic monom, in forma canonica, care sa fie citul Impartirii
a doud monoame, spunem cd se poate efectua impartirea acestor doud monoame.
* Nu putem Tmparti un monom la monomul 0.

.. 0 . . A o 2 5
* Nu are sens nici 6, deoarece exista mai multe monoame, 1n forma canonica.

De exemplu, X, Y?, Z°, astfel incit X-0=0, Y*-0=0, Z°-0=0.

Exercitiu. Formulati regula de Tmpartire a doud monoame.
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Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele
1. Determinati care dintre expresii sint monoame:
2)2,05, XY, X, \15YZ; 7, % X4y
b) Y, 3W2XY, Z, JXY, 7 - X°, X;Y, Yo,
2. Indicati coeficientul si partea literald a monomului:
a) —8XY; b) 2X°YZ; ¢) —3XZ7%; d) 7.8Y°Z".
3. Scrieti sub forma canonica monomul:
a) XYYXZ; b) YZYZYZ; c) XYX*Y’Z; d) XZyzvz.
4. Determinati gradul monomului:
1) in raport cu nedeterminata X; 2) in raport cu toate nedeterminatele.
a) X'YZ; b) —2XZ°%; ¢) 0,LX2Y; d) 3YZ.
5. Indicati monoamele asemenea:
a) SXY, 3X?*, —XY, Z°Y, -025X*, YZ*, XYZ;
b) XY?, -8,5Y°, —2V*X, 08Y°, X°Y’Z°, XY.
6. Reduceti termenii asemenea:
a) XY —3Y*+25XY +8Y*; b) 327 -2XY -0,2Z> +10.XY.
7. Efectuati:
a) —4X2Y-3XY?; b) 82XZ -5X°YZ: ¢) V3YZ ABXZ; d) 7%){ - 2%XY.
8. Efectuati:
a) 3X°Y)%; b) (-2XYZ*)*; c) 2x7%)*, d) (1,52Y°)°.
9. Efectuati:
a) 16X°Y:(<2XY); b) —6,4Y°Z°:04YZ; ¢) 23X°Z°:\3XZ%; d) 7%X3Y3Z3 :%XYZ.
H B Formam capacitatile si aplicam
10. Efectuati:
a) 73XY —8Y* +2(0,5Y° + XY)— ZY; b) 3%ZY+ 4(%2}’—22 )+ 377 4 XV.
11. Efectuati: a) 3XY-02X°Y’Z-(2XY) +(1,2XY)* - XY;
b) —5ZY-04Z°YX +(0,1ZY*)* - XY — (-XYZ)’'.
12. Efectuati: a) 18X°Y’:03XY"* —(2X°Y +4,8X*Z :1,6XZ);
b) —9XY’Z*:30Y°Z —(-7TXYZ+12X°Z*:0,4XZ%).
13. Completati cu exponenti, astfel Incit gradul monomului in raport cu toate nedeterminatele sa
fie 10:
03XV ZY n (2T, o XYz @) (5XYT )
14. Determinati legitatea si scrieti monomul lipsa:

J2xy? 3 22x°7°

Bz 2
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Polinoame si fractii algebrice

Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream

15. a) Gradul monomului X’YZ este egal cu 6.
b) Monomul XY*Z® are gradul egal cu 8. |~
c) Monoamele XY si X’Y” sint asemenea. @
d) Monoamele 26 X°Y si —X’Y se pot reduce.
16. Completati sirul monoamelor:
a) XYZ, X°YZ, X°Y’Z, ; b) X°Y*Z*, X°v*, X°Y?,
17. Completati cu exponenti, astfel incit gradul monomului obtinut in raport cu toate nedetermi-
natele sa fie un numar divizibil cu: 1) 3; 2)5.

a) (X°Y)) b) (XY°Z)")".

§ 2. Polinoame. Operatii cu polinoame

2.1. Notiunea de polinom

f?Q INVESTIGAM

» Fie expresiile algebrice rationale: X°; —X" +X; X°Y"; X"+ X' +2X° + X+ X +1;
ZY+XZ; XY =3XY% 2P+ X =2 (XY)-(ZX2): X2 — X5, (Z°Y)-(72).
a) Identificati monoamele.

b) Identificati produse de monoame.
¢) Identificati sume de monoame.

Definitie

Se numeste polinom o suma algebrica de doua sau mai multe monoame.

* Polinoamele pot avea una sau mai multe nedeterminate.
* Polinoamele se noteaza cu litere mari ale alfabetului latin (P, O, R, H, ...).

Exemple
P(X)=X’=2X"+5; O(X,Y)=3XY-XY+X; R(X,Y,Z)=XYZ-3.

Exercitiu. 1dentificati si notati polinoamele din secventa INVESTIGAM.

* Coeficientii polinomului sint coeficientii termenilor sdi. Polinomul ai carui
coeficienti sint egali cu 0 se numeste polinomul nul. Polinomul nul se noteaza
cu 0. Polinomul care nu are nedeterminate se numeste polinom constant.

» Termenul care nu contine nedeterminatd se numeste fermen liber.

* Un polinom cu doi termeni se numeste binom, iar cu trei termeni — trinom.

I Observatie. In continuare, vom considera, de regula, polinoame de o nedeterminata.
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,:,Q INVESTIGAM

"« Fie monoamele: 7.X - X?, 3X? - (=5X%), 8X - X - (=X), (X*)?, -7X, 5
a) Scrieti monoamele in forma canonica.
b) Stabiliti gradele monoamelor.
¢) Scrieti polinomul P(X) ca suma a acestor monoame aranjate in ordinea descresca-
toare a gradelor lor.
d) Scrieti polinomul P(X) in forma canonica.
e) Stabiliti gradul polinomului P(X).
f) Enumerati coeficientii polinomului P(X) scris in forma canonica.

g) Determinati termenul liber.

Rezolvare:

a) 7X*, -15X°, 8X°, X°, —7X, 25.

b) 4,5,3,6,1,0.

¢) P(X)=X*+(=15X")+7X* +(-8X’)+(=7X)+25.

d) P(X) =X +(=15)X°+7X* +(=8)X° +0X° +(=7)X +25.
e) Polinomul P(X) are gradul 6.

f) 1,-15,7,-8,0,-7,25. g)25.

Un polinom de o nedeterminata este scris in forma canonica (standard) daca
termenii lui se succed In ordinea descrescatoare a gradelor lor. Un polinom are o
singura forma canonica.

Polinoamele cu aceeasi forma canonica sint egale.

Gradul maxim al monoamelor unui polinom se considera gradul polinomului. Gradul
polinomului P(X) se noteaza grad P(X). Pentru polinomul nul gradul nu se defineste.

BN APLICAM
Pentru polinomul P(X)=2X"—+/3X —1 avem:
a) P(X)=2X’+0X"+(—/3)X +(~1) — forma canonica;
b) grad P(X)=1";

¢)  —> termenul liber.

Il GENERALIZAM

* Polinoamele de gradul I in X sint de forma P(X)=aX +b, unde « si b sint numere
reale, a #0.

+ Polinoamele de gradul II in X sint de forma P(X)=aX’ +bX +c, unde a,b,ce R,
a+#0.

* Polinoamele de gradul III in X sint de forma P(X)=aX’ +bX*+cX +d, unde
a,b,c,deR, a#0.
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Forma canonica a unui polinom de o nedeterminata este:
PX)=a,X"+a, X""'+..+a,X’ +aX+a,, a, #0.
Termenul a, X" se numeste termenul principal al polinomului P(X), numarul a,

se numeste coeficientul dominant al polinomului P(X), iar coeficientul a, —
termenul liber.

Observatie. Pentru a simplifica scrierea polinoamelor concrete, convenim sa nu scriem
termenii polinomului care au coeficientii egali cu zero, sa notdm termenii de forma
1X" cu X*, iar expresia de forma +(—a)X* — cu —aX*. De exemplu, polinomul
X'+ (=5)X +1X*+0X +3 sescrie X*—5X"+X"+3.

2.2. Valoarea numerica a polinomului

'ﬁ@ INVESTIGAM

4

* Calculati valoarea numericd a polinomului P(X, Y)=X’Y —2XY pentru X =1,
Y =-3.

Rezolvare:

P(, =3)=1"-(=3)-2-1-(-3)=3.

» Calculati valoarea numerici a polinomului Q(X)=2X"— X +5 pentru X =0.
Rezolvare:

0(0)=2-1" [ +5=

Exercitiu. Formulati regula de calcul al valorii numerice a unui polinom.

HEE APLICAM
Calculati valoarea numerica a polinomului:
a) P(X,Y,Z)=X>-Y*+Z" pentru X =0, Y=1, Z=-1;
b) O(X)=-2X"+X’ -1 pentru X =—1.
Rezolvare:
a) P(0,1,-1)=_*- *+| ’=
b) O(-)=-2] "+ °-1=

2.3. Adunarea si scaderea polinoamelor

*ﬁ@ INVESTIGAM
“ "« Fie polinoamele P(X)=-5X*+3X° —\2X +4 si O(X)=2X*~7X" + X.
Efectuati: a) P(X)+0O(X); b) P(X)—-0(X); c) —0(X).
Rezolvare:
2) P(X)+0(X)=(=5X"+3X° -\2X+4)+2X* —7X’ + X)=

=(-5X +2XH+CBX = TX )+ (—V2X + X)) +4=-3X* —4X’ +(1-2)X +4.
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b) P(X)—0(X)=(-5X*+3X° -\2X+4)-2X*-7X’+ X) =
=(5-DX +B+NX +(—V2 DX +4=—T7X* +10X° —(1+~/2)X +4.
0) —0(X)=—-QX*'-TX°+X)=2X'+7X’ - X.

* La adunarea (scdaderea) a doud polinoame se aduna (se scad) termenii asemenea.
* Polinomul —P(X) este opusul polinomului P(X).

Proprietati ale adundarii polinoamelor

1° Comutativitatea: P(X)+ QO(X)=0(X)+ P(X) pentru orice polinoame
PX), O(X).

2° Asociativitatea: (P(X)+QO(X))+R(X)=P(X)+(O(X)+ R(X)) pentru orice
polinoame P(X), O(X), R(X).

3° Polinomul nul este element neutru la adunarea polinoamelor:
P(X)+0=P(X) pentru orice polinom P(X).

4° Orice polinom P(X) are opusul sau —P(X): P(X)+(—P(X))=0.

2.4. inmultirea polinoamelor

%@ INVESTIGAM
"« Fie polinoamele P(X)=3X>-X +1, O(X)=X—1.
Efectuati:
a) —5X°- P(X); b) P(X)-O(X).
Rezolvare:

a) =5X°-P(X)==5X"-BX =X +1)=-5X>-3X>+(=5X°)-(=X) +(-5X°)-1=
(=5-3)X° X +[=5-(=1)]- X* - X +(=5-1)- X* =—15X° +5X* -5X°.

b) P(X)-O(X)=(BX> - X +)(X -1)=3X" (X -)-X - (X -D+1(X -1)=
3X - 3X - X+ X+ X —1=3X’—4X*+2X 1.

* La inmultirea unui monom cu un polinom se inmulteste acest monom cu fiecare
termen al polinomului dat. Suma produselor obtinute este polinomul produs.

* La inmultirea polinoamelor P(X) si O(X) se inmulteste fiecare termen al polinomului
P(X) cu fiecare termen al polinomului Q(X). Suma produselor obtinute reprezinta
polinomul produs (P(X) - Q(X)).

e grad (P(X)-Q(X))=grad P(X)+ grad O(X).
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Proprietati ale inmultirii polinoamelor

1° Comutativitatea: P(X)-O(X)=0(X) - P(X) pentru orice polinoame P(X),
0(X).

2° Asociativitatea: (P(X)-QO(X))-R(X)=P(X)-(O(X)-R(X)) pentru orice
polinoame P(X), O(X), R(X).

3° Produsul oricarui polinom cu polinomul nul este polinomul nul: P(X)-0=0
pentru orice polinom P(X).

4° Polinomul 1 este element neutru la inmultirea polinoamelor: P(X)-1=1-P(X)
pentru orice polinom P(X).

5° Inmultirea polinoamelor este distributivi fati de adunare (scidere):
P(X)QOX)ER(X))=P(X)-O(X)x P(X) -R(X) pentru orice polinoame
P(X), O(X), R(X).

Bl APLICAM
Fie polinoamele P(X)=X"+1, Q(X)=-2X", R(X)=X"-1.

Efectuati, scriind polinomul obtinut in forma canonica:
a) P(X)-(Q(X)—R(X));

b) P(X)-Q(X)—P(X)- R(X).

Comparati rezultatele obtinute.

Rezolvare:

a) P(X) (Q(X)=R(X)=(X"+D(2X" - X" +1)=

X =X X+ X =2 =X =X
b) P(X)-O(X)=P(X)-R(X)= (X" +1)-(2X") = (X" +D)- (X" =1 =
X (2XH)-2X"-X"+X -X'+1=] - X" -+ +
Concluzie: Polinoamele obtinute sint , deoarece au

2.5. Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili

%@ INVESTIGAM

* Descompuneti in factori ireductibili polinomul:
a) X'+4X?;, b) X’ =-3X°+3X-9; ¢) X°—1; d) 27X’ +1; e)2X’+X-3.
Rezolvare:
a) X'+4X =X X’ +4- X=X (X" +4);
b) X’ -3X°+3X-9=X-X"-3-X"+3-X-3-3=
=X (X =-3)+3(X =3)=(X -3)(X’ +3);
C) X' —1=(X-D)(X*+X +1);
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d) 27X’ +1=BX)’ +1=BX +1)(9X° =3X +1);
e) Aflam solutiile ecuatiei 2x” +x—3=0, asociate trinomului. Obtinem x, =1,

X, :_%, Atunci 2X*+ X -3 =2(X—1)(X+%). (Verificati!)

Deci, 2X° +X—3=(X—1)(2.X+2%)=(X—1)(2X+3).

Descompunerea in factori ireductibili a unui polinom consta in reprezentarea lui ca
produs de doua sau mai multe polinoame ireductibile de grad cel putin egal cu 1.
Polinomul este ireductibil daca nu poate fi descompus in factori.
Polinoamele pot fi descompuse in factori aplicind:
¢ metoda factorului comun: XY + XZ + XT =X(Y+Z+T7);
¢ metoda gruparii termenilor: XQ+Y0O+ XP+YP=(XQ+ XP)+(YO+YP)=
=X(Q+P)+Y(Q+P)=(Q+P)X+Y);
¢ formulele de calcul prescurtat:
- restringerea pitratului unei sume (diferente): X° +2XY +Y> =(X £Y)’,
- restringerea cubului unei sume (diferente): X° +3X°Y +3XY*+Y’ =(X 1Y),
- descompunerea diferentei patratelor: X —Y> =(X -Y)(X +7Y),
- descompunerea sumei (diferentei) cuburilor: X° +Y° =(X +Y)(X* F XY +Y?);
¢ descompunerea in factori a trinomului de gradul II:
aX’ +bX +c=a(X —x,)(X —x,), unde x,, x, sint solutiile ecuatiei de gradul IT
ax’ +bx+c=0, a#0, numitd ecuatie asociati trinomului de gradul II;

¢ metode combinate.

Observatie. Formulele de calcul prescurtat sint adevarate si pentru polinoame.

EE APLICAM

» Efectuati: a) (2X° +X)*; b) (1-5X)°.

Rezolvare:

a) X +X)Y =X +22X X+X =+ +X7;

b) (1-5X) =330 +3[ [ = -+ -

* Aplicind formulele si metodele studiate, descompuneti in factori ireductibili polinomul:
a) X°-16X"; b) X’ -5X°+3X-15; c) X' -1,
d) 64X° +1; e) (6X —5)"—(5X —4)*; f) 0,2X° - X -10.

Rezolvare:

a) X'—-16x*=""-1 -16-[ =Xx"- (" -1 )

b) X’ -5X*+3X-15= - X’-5-X*+3X-3.| =

=X -5+ -x-1)H=

b
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o) X'=1=(X"-D)(X*+)=(X =X +1)(X* +1);

d) 64X° +1=(4X) +1' =X +1)(16X* —4X +1);

e) (6X =5 =(5X =4)’ =[(6X =5)-(X - L)+ -] =001

f) Aflam solutiile ecuatiei 0,2x* —x —10 =0, asociate trinomului. Obtinem x, =-5,
x, =10. Atunci 0,2X*> - X -10=0,2-

Deci, 0,2X° — X —=10=0,2(X +5)(X —10).

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Fie polinoamele P(X)= X’ =3X> +2X +1§i O(X)=X* - X’ + X? = X +/5.
a) Enumerati coeficientii polinoamelor P(X) si O(X).

b) Stabiliti gradele monoamelor polinoamelor P(X) si O(X).

¢) Precizati gradele polinoamelor P(X) si Q(X).

d) Calculati valoarea numerica a polinomului P(X) pentru X = 2.
¢) Calculati valoarea numerica a polinomului O(X) pentru X =-2.

2. Fie polinoamele P(X)=-X"*-8X’+ X’ -3X si Q(X)=X’+5X".

1) Efectuati:

P(X)+0(X) =S5(X); P(X)-0(X)=D(X); O(X) = P(X)=R(X).
Calculati si comparati:
a) S(3) cu P(3)+0(03); b) D(-1)cu P(-1)—-Q(-1).

2) Precizati gradul fiecarui polinom: S(X), D(X), R(X).
3) Stabiliti o relatie Intre polinoamele D(X) si R(X).

3. Fie polinoamele P(X)=5X"—-1; O(X)=5X"+1; R(X)=X"+2X" +1.

Aflati:

a) P(X)+Q(X)—-R(X); b) P(X)-O(X); ¢) P(X)-R(X);

d) P(X)-O(X)—-R(X); e) P’(X); f) P*(X)-O*(X).
4. Completati pina la patratul unui binom:

a) 16 X° +..+1; b) 90X —...+25; c) X2 +10X +...; d) 3X° —..+64.
5. Aplicind metoda gruparii termenilor, descompuneti in factori ireductibili:

a) 7X'-9X°-7X*+9X; b)) X'+ X -X’-X; c) X’ =5X° +4X -20.

6. Restringeti:
a) 25X° 10X +1; b)025X°+X+1; ¢) X' —6X +12X -8 d) X +3X° +3X+1.
7. Aplicind formulele diferenta patratelor, suma (diferenta) cuburilor, descompuneti in factori
polinomul:
a) 0,64X° —1; b) 5X° —45; c) 125X° —64; d) 729X° +1.

8. Descompuneti in factori trinomul:
a) X*-2X-8; b) 4X* -3X—1; c) — X +X+2.
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9. Fie polinoamele P(X)=2X"-X si Q(X)=X"+1.

Bl B Formam capacitatile si aplicam
10.

11.

12.

13.

14.

Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream
15.

16.

17.

18.

19.

a) grad P(X) > grad O(X). |~
b) O*(X)=X*+2X" +1. @

) PX)+0(X)=2X"+ X - X +1.

Fie polinoamele P(X)=8X"—X*+10X =7 si O(X)=mX> +kX* + pX +n

(m, n, k,pe R).

a) Aflati valorile parametrilor reali m, n, k, p pentru care polinoamele P(X) si O(X) sint egale.
b) Precizati gradele polinoamelor P(X), O(X).

¢) Pentru care valori ale parametrilor reali m, n, k, p polinomul O(X) este nul?

d) Calculati: P(-1), P(0), O(-1), O(0).

Fie polinoamele P(X)= X’ —7kX* +2X —k si O(X)=-X"+ X’ -2X +k.

a) Efectuati: S(X)=P(X)+0(X), D(X)=P(X)-0(X).

b) Precizati gradele polinoamelor S(X), D(X).

c) Aflati valoarea parametrului real £ pentru care P(X) este binom, iar Q(X) — trinom.
d) Aflati valoarea parametrului real £ pentru care S(X) este un monom de gradul doi.

Aplicind formulele studiate, descompuneti in factori ireductibili polinomul:

a) (6X +3)° —(5X —4)%; b) 8X° — (X -5); ) 125X° +(X +1)°.
Descompuneti in factori ireductibili polinomul:

a) X' +2X* (X -2)-8; b) X°—4X° +4;

) X’ - X’ +5X7+5X; d) X' - X*+2X+2.

Descompuneti in factori trinomul:
a) 8X? +3X —0,5; b) —0,1X* — X - 20; ¢) X —5x-2.

Fie polinomul R(X)=aX’ +bX* +cX +d, a,b,c,deR.

a) Precizati gradul polinomului R(X) in functie de valorile parametrilor a, b, c, d.

b) Aflati valorile coeficientilor a, b, ¢, d, daca: R(0)=1, R(-1)=0, R(1)=-1, a=c.

Fie polinomul P(X)=aX"*+2X’+bX - X" +c, a,b,ceR.

a) Aflati valorile coeficientilor a, b, ¢, stiind ca forma canonica a polinomului P(X) este
5XY-X7+2X7-8.

b) Scrieti in forma canonica polinomul Q(X), stiind ca P(X)+ Q(X)=0.

Aflati valorile parametrilor reali a, b, ¢, d, e, stiind ca

—P(X) P(X)=aX"+bX’ +cX’+dX+e si B(X)=X"-1, B(X)=2X"—-X+5.
Determinati polinoamele P(X) de gradul doi cu coeficienti reali, astfel incit P(a’) = (P(cx))’
pentru orice a € R.

Descompuneti in factori ireductibili polinomul:
a) X*+3X% -4 b) X" 16, neN’; c) X -X, neN".
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§ 3. Impartirea polinoamelor

3.1. impartirea unui polinom la un polinom

*ﬁ@ INVESTIGAM

* Fie polinomul P(X)=4X"+24X si monomul 4X.

Efectuati P(X):(4X).

Rezolvare:

Descompunem in factori polinomul P(X) si obtinem P(X)=4X> +24X =4X - (X +6).
Atunci P(X):(4X)=[4X - (X +6)]:(4X)=X +6.
Se spune cd polinomul C(X)= X +6 este citul impértirii polinomului P(X)=4X" +24X
la monomul 4.X, deoarece P(X)=4X-C(X).

» Fie polinoamele P(X)=X"-5X"-X+55si Q(X)=X"-1.

Efectuati P(X):Q(X).

Rezolvare:

Descompunem polinomul P(X) in factori si obtinem:

P(X)=X'-5X’-X+5=X(X-5)—-(X-5)=(X-5)X’-D)=(X"-1)(X -5).

Deci, P(X)=0(X)- (X =5). Atunci P(X): O(X)=[0(X)- (X =-5)]:0(X)=X-5.

Astfel, polinomul C(X)=X-5 -este citul Iimpartirii polinomului
P(X)=X"-5X?—X+5 lapolinomul Q(X)= X" -1, deoarece P(X)=0Q(X)-C(X).

Constatam ca gradC(X)=grad P(X)—gradQ(X)=3-2=1.

I Observatie. Polinomul Q(X)= X’ —1 este, de asemenea, citul impartirii polinomului
P(X)=X’-5X*-X+5 lapolinomul C(X)=X —5, deoarece P(X)=C(X)-O(X).

3.2. Teorema impartirii cu rest. Algoritmul impartirii

*?Q INVESTIGAM
~+ Fie polinoamele P(X)=2X’-3X"+X +1 si O(X)=X?+1.
Determinati daca polinomul P(X) se imparte la polinomul Q(X).
Rezolvare:
Presupunem ca P(X) se imparte la Q(X), adica exista un polinom C(X), astfel incit
P(X)=0(X)-C(X). (1)
Citul C(X) ar trebui sa aiba gradul unu, deoarece
gradC(X)=grad P(X)—grad Q(X)=3-2=1.
Polinomul de gradul unu C(X) are forma aX +b, a, be R, a#0.
Atunci P(X)=2X"-3X’+X +1=0(X)-(aX +b)=(X’ +1)(aX +b)=
=X’-aX+X’-b+aX+b=aX’ +bX’ +aX +b.
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Folosind notiunea de egalitate a doud polinoame, obtinem sistemul a =2, b=-3,
a=1, b=1, care nu are solutii. Deci, presupunerea facutd este falsa, adicd nu exista
polinomul C(X) care verifica (1).

Observam ca P(X)=2X’-3X’+X +1=2X"+2X -3X’-3-X +4=
=2X(XP+1)=-3(X +D) =X +4=Q2X =-3)( X’ +1)+ (=X +4).

In acest caz se spune ci la impartirea polinomului P(X)=2X>-3X"+X+1 la
polinomul Q(X)=X’+1 am obtinut citul 2.X —3 sirestul —X +4.

Gradul restului —X +4 este 1 si este mai mic decit gradul impartitorului X* +1, care
este 2.

s Bfectuati (2X° -3X>+X +1):(X’* +1).

Rezolvare:

22X -3X0+ X411 X+
2X° +2X 2X-3

-3X - X+
-3x> -3
— X+4

Vom descrie algoritmul impadrtirii a doud polinoame folosind acest exercitiu.

v Impartim monomul 2.X” la monomul X si obtinem citul 2.X.

v Inmultim 2.X cu impartitorul X +1 si obtinem produsul partial 2X° +2.X, pe care-1
scadem din deimpartit.

v Coborim 1 si obtinem deimpértitul —3X > — X +1; impértim monomul —3X* lamonomul
X? si obtinem citul —3.

v Inmultim -3 cu impartitorul X>+1 si scadem produsul partial —3X* -3 din
“3X° - X +1.

v Am obtinut detmpartitul —X +4, insa nu putem continua impartirea, deoarece mono-
mul X nu poate fi impartit la monomul X’. Deci, citul este 2.X— 3, iar restul este
-X+4.

Raspuns: 2X° =3X7 + X +1=(X>+1)-(2X =3)+(—X +4).

Observatie. De reguld, se schimba semnul L X TS3XT+ X+ }ﬂ
2X-3

fiecarui produs partial, efectuindu-se adu- -2X° —-2X

nari ale delmpartitului cu opusul produsu- -3X7 - X +1

lui partial: +3X° +3
- X +4

Teorema 1 (teorema impartirii cu rest)

Fie polinoamele P(X) si O(X), Q(X) # 0, cu coeficienti numere reale. Atunci exista
polinoamele C(X) si R(X), astfel incit:

a) P(X)=0(X)-C(X)+R(X), unde R(X)=0 sau grad R(X) < grad O(X);
b) polinoamele C(X) si R(X) sint unic determinate.
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Il APLICAM

« Efectuati P(X):Q(X), stiind cd P(X)=X*+3X° - X>+5X +2,
O(X)=X>-5X—4.

Rezolvare:
+ X'+ 3X - X'+ 5X+ 2 |X*-5X-4
X'+ 55X’ + 4x? X+ X +4
N X'+ X'+ 5%
- X+ X'+ X
X+ X+ 2
+ 2
X +lx+
X+
Deci,

PX)=X"+3X" - X>+5X+2=(X"-5X—4)- (X +8X +43)+ 252X +174,unde
citul este C(X)=X"+8X +43, iar restul R(X)=252X +174.
gradQ(X) =2, grad R(X) =1, deci grad R(X) < grad Q(X).

Observatie. Daca restul R(X) al impartirii P(X):Q(X) este un polinom de gradul 0
(o constantd), vom nota R(X)=r.

3.3. impartirea unui polinom la binomul X -«

f?@ INVESTIGAM

"« Fie polinomul P(X)=X*-4X +9 sibinomul O(X)=X +1.
a) Efectuati P(X):0(X); b) Aflati P(-1).

Rezolvare:
a) N X —4X+9 | X+1
-X’- X X-5
+—5X +9
5X +5
14

Deci, C(X)=X -5 este citul, iar R(X) =14 — restul impartirii lui P(X) la O (X).
b) P(-1)=(-1)*—4-(-1)+9=14. Observim ¢ R(X)=P(-1)=14.

* Fie polinomul P(X) si binomul Q(X)=X —a.

Aflati daca este adevarata propozitia: ,,Restul impartirii polinomului P(X) la binomul
X —a este egal cu valoarea polinomului P(X) pentru X =¢, adica R(X)=P(x)”.

Rezolvare:

Sa impartim polinomul P(X) la binomul X —o. Conform teoremei mpartirii cu rest,
obtinem:

a) P(X)=(X-a)C(X)+R(X), unde C(X) este citul, iar R(X) — restul impartirii
polinomului P(X) la binomul X —a;
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b) grad R(X) < grad(X — ).
Insa grad(X —o)=1, deci grad R(X)=0, adica polinomul R(X) este o constanti:
R(X)=r.
Asadar, P(X)=(X-a)C(X)+r.
Pentru X =o obtinem P(a)=(x—-a)-C(a)+r < r=R(X)=P(x).
Deci, R(X)=P(x) este o propozitie adevarata. Astfel, am demonstrat

Teorema 2 (teorema lui Bézout')

Restul impartirii unui polinom P(X) la binomul X — o este egal cu valoarea numerica
a acestui polinom pentru X =¢, adicd R(X)= P().

Il APLICAM

» Aflati restul impartirii polinomului P(X)= X" +mX* + mX —1 la binomul X —m,
stiind cd la impartirea polinomului P(X) la binomul X —1 restul este —6.

Rezolvare:

Din conditia P(1)=-6 (conform teoremei lui Bézout) obtinem:
P4m-P+m-1-1=—6 < 2m=—-6 < m=-3.

Deci, polinomul P(X) are forma X*-3X° -3X —1.

Restul Impartirii polinomului P(X) la binomul X + 3 este, conform teoremei lui Bézout,
P(-3)=(-3)*-3-(-3)* =3-(-3)-1=62.

Raspuns: r=62.
I Observatie. Un polinom P(X) se Imparte exact (fara rest) la binomul X —o, daca

P(o)=0.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele
1. Aflati daca este adevarata propozitia P(X)=0(X)-C(X)+ R(X), unde:

a) P(X)=X"-7X-13, O(X)=X -4, C(X)=X+3, R(X)=-1.

]~
b) P(X)=X’—10X" - X —10, O(X)=X"—1, C(X)=X +10, R(X)=3. @
©) P(X)=2X*+ X’ +2X +1, O(X)=2X>+1, C(X)=X">-X, R(X)=X +3. <

2. Fie polinomul P(X)=X’+X*-5X-5.
Efectuati:
a) P(X):(X —1) si comparati restul cu P(1);
b) P(X):(X +1) si comparati restul cu P(-1);
¢) P(X):X sicomparatirestul cu P(0);
1

d) P(X):(2X +1) si comparati restul cu P(— 5)

Y Etienne Bézout (1730—1783) — matematician francez.

70 WILEZ



Polinoame si fractii algebrice

3. Folosind teorema lui Bézout, aflati restul impartirii polinomului P(X) la binomul O(X), daca:
a) P(X)=X"+2X +1, O(X)=X +1; b) P(X)=-3X>+X, Q(X)=X-5;
c) P(X)=8X+2, O(X)=X+3; d) P(X)=3X’-X+81, Q(X)=X-3;
e) PX)==2X"+ X +X°+2, 0(X)=X+1; ) P(X)=X"+X>—X+8, Q(X)=X+2.

Bl B Formam capacitatile si aplicam
4. Efectuati P(X):0(X), daca:
a) P(X)=X"-3X>+X-9, O(X)=X";
b) P(X)=2X"-X*+4, O(X)=X"-X;
©) P(X)=—=5X"+X*—X+4, O(X)=X+1;
d) PX)=X'-X'+X, O(X)=X>—1
e) P(X)=2X"+X"+5X+60, O(X)=X +3.

5. Determinati citul si restul impartirii polinomului P(X) la binomul Q(X), daca:
A PX)=X"+ X +X°+X, O X)=X+2;
b) P(X)=-5X"-X’+X*-2X -6, Q(X)=X-1;
C) P(X)=2X"-3X"+4X’+ X’ +2, O(X)=X -4,
d) POX)=X*+2X"+1, Q(X)=X +1;
) PX)=X'"+ X’ +X+1, 0(X)=X-3;
f) P(X)=X°—125, O(X)=X 5.

l Bl Dezvoltam capacitatile si cream

6. Aflati valorile parametrilor reali a, b, stiind ca exista binomul P(X), astfel incit:
(X' —aX®-bX +1):P(X)=X" - X +1.

7. Determinati polinomul P(X), daca se stie ca el satisface simultan conditiile:
a) restul impartirii lui P(X) la Q(X)= X’ —2 este egal cu pitratul citului acestor polinoame;
b) P(-2)+ P(2)+34=0.

8. Aflati valorile parametrului real a, astfel Incit 7 sa fie restul impartirii polinomului P(X) la bino-

mul O(X):

a) P(X)=X’+a’X* +3aX +1, Q(X)=X -1, r=12;
b) P(X)=X"+a’ X’ +3aX +1, Q(X)=X -1, r=6;
¢) P(X)=aX’ +a’ X’ +3a+1, Q(X)=X+1, r=0.

’ * Problemd pentru_campioni | 9. Impartind polinomul P(X)=X"—aX’+bX —1, pe
rind,la Q,(X)=X, Q,(X)=X+1, O,(X)=X -2, seobtine acelasi rest. Aflati restul Impartirii
lui P(X)la Q(X)=X*-3.
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§ 4. Radacinile polinoamelor

'?@ INVESTIGAM

i * Fie polinomul P(X)=X’-5X"+4X. Aflati numerele reale «, astfel incit
P(ox)=0.

Rezolvare:

Ecuatia x’ —5x” +4x =0 se numeste ecuatie asociati polinomului P(X). Rezolvim

ecuatia si obtinem solutiile x, =0, x, =1, x, =4. (Confirmati!)
Atunci P(0)=0, P(1)=0, P(4)=0. Numerele 0, 1, 4 sint raddcini ale polinomului P(X).

Definitie
Numarul real o se numeste radacina a polinomului P(X) daca valoarea numerica
a polinomului P(X) in o este egald cu 0, adica P(a) =0.

Observatie. Pentru a afla raddcinile unui polinom, aflam solutiile ecuatiei asociate
acestuia.

Il APLICAM
+ Aflati radacinile polinomului P(X) =X’ -3X -2.
Rezolvare:
Rezolvam ecuatia x’° —3x —2 =0, asociatd polinomului P(X)=X"-3X -2.
Obtinem x’ -3x-2=0 (¥’ —4x)+(x-2)=0 = x(x’ -+ (x-2)=0 <
& x=-2x(x+2)+1]=0= (x-2)(x*+2x+1)=0= (x-2)(x+1)’ =0 =
< x =2 sau x=-1. Prin urmare, radacinile polinomului P(X) sint 2 si—1.
Radacina o =2 este rdadacina simpla, iar radacina o =-1 este radacina dubla
pentru polinomul P(X)=X"-3X-2=(X -2)(X +1)°.
Definitii
¢ Numarul m, me N, se numeste ordinul de multiplicitate al radacinii o a
polinomului P(X) dacd P(X) se imparte la (X —a)" sinu se imparte la (X —o)"*".
¢ Daca m=1, atunci @ se numeste radiacina simpla; daca m>2, atunci o se
numeste radacina multipla de ordin m a polinomului P(X).

Rédacina unui polinom care are ordinul de multiplicitate 2 (respectiv 3) se numeste
raddcina dubla (respectiv tripla).

Exemplu

Numirul o =-2 este raddcina tripld a polinomului O(X)=(X +2)’(X ++/5),
deoarece Q(X) se imparte la (X +2)°, dar nu se imparte la (X +2)*.

Teorema 3

Fie P(X) un polinom nenul. Numarul real ¢/ este radacina a polinomului P(X) daca
si numai daca polinomul P(X) se imparte exact la binomul X —c.
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Demonstratie

Fie o o radacind a polinomului P(X), adicd P(cr) =0. Atunci din teorema impartirii cu
rest pentru polinoame rezultd ca restul Tmpartirii lui P(X) la X —o este zero si deci
polinomul P(X') se imparte exact la binomul X —o.

Reciproc, fie polinomul P(X ) se imparte exact la binomul X —o. Atunci exista un
polinom C(X), astfel incit P(X)=(X—-a)-C(X) si P(a)=(ox—o)C(xx)=0. Deci,
P(a)=0, adicd o este radacind a polinomului P(X). »

EN APLICAM
* Fie polinoamele P(X)=3X"-X -2 si Q(X)=X—1.
Determinati daca polinomul P(X) se imparte exact la binomul Q(X).

Rezolvare:
Numarul real 1 este radacina a polinomului P(X). Deoarece P(1) =0, conform teore-
mei 3, obtinem cé polinomul P(X) se imparte exact la binomul Q(X) =X —1.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Determinati care dintre numerele —1;—-0,5; 0; 2; 5 sint radacini ale polinomului:

a) P(X)=-3X"-X"+2; b) O(X)=5X"-3X"+2X7;
¢) R(X)=(X -5)(X -0,5)(X -2); d) HX)=X"-1.

2. Scrieti un polinom de gradul doi, astfel incit numerele:
a)—%si—%; b) V2 si 242; O)-1si5

sd fie radacinile acestuia.
3. Adevarat sau Fals?
a) o =—2 este ridicinid a polinomului P(X)=X" - X*+8X.
b) o =-3 este ridicini a polinomului Q(X)=-X’+6X" —81. L~
¢) oo =0 este ridicini a polinomului H(X)=X"-X"+ X —1. @
d) a= % este radicina a polinomului R(X)=2X*+3X> - X +5.
4. Fie polinoamele:
a) P(X)=3X"-X-25 O(X)=X-1; b) PX)=X’-X"+X 5i Q(X)=X;
¢) P(X)=—-02X"—X*>+4 i Q(X)=X+3.
Determinati daca polinomul P(X) se imparte exact la binomul Q(X).

H B Formam capacitatile si aplicam

5. Completati, astfel incit polinomul obtinut:

a) P(X)=4X’-4X+ ; b) P(X)= X’ -10X +25;
c) P(X)=3X"+ X+1; d P(X)=X"-  X-

Algebra £



6. Aflati radacinile reale ale polinomului:
a) P(X)=3X"-X"-2; b) P(X)=X’-5X"+6X;
c) P(X)=27X"-1; d) P(X)=16X"—64.
7. a) Scrieti un polinom de gradul doi care sa aiba o radacina dubla;
b) scrieti un polinom de gradul trei care sa aiba o radacina tripla;
8. Fiepolinoamele: a) P(X)=X"—-X>-X-1si Q(X)=X+1;
b) P(X)=X-X"-X-151 0(X)=X-1;
¢) P(X)=X*'-3X"-X>+95i Q(X)=X-3.
Determinati daca polinomul P(X) se imparte exact la binomul Q(X).
9. Determinati ordinul de multiplicitate al radacinii o =—5 a polinomului:

a) P(X)=X+10X +25; b) P(X)=X"+15X"+75X+125; c¢) P(X)=X"-625.
B B Dezvoltam capacitatile si cream
10. Fie polinomul P(X)=Ba+b)X* +6X(a—b)+11.

a) Determinati numerele reale a si b, astfel incit P(X)=-2X>-5X +11.

11. Aflati coeficientii reali a si b, dac se stie ca polinomul P(X)=X"-5X"+8X*+aX +b se
imparte fara rest la polinomul Q(X)= (X -1)°.

] * Problemd pentru campioni | 12. Fie polinomul P(X)=X"*+aX’ +bX+c, a, b, ceR.
Demonstrati ca nu existd numerele reale a, b, c, astfel incit polinomul P(X) sa se imparta exact la
polinomul Q(X)=X"—X.

§ 5. Operatii cu fractii algebrice.
Recapitulare si completari

5.1. Notiunea de fractie algebrica

"#Q INVESTIGAM

* Fie fractia algebrica

X1+ X)
(X+D)*(@X-X")
a) Aflati domeniul valorilor admisibile in R al fractiei algebrice.

b) Aflati valoarea fractiei algebrice pentru X = V3.

Rezolvare:
a) Aflam radacinile polinomului — numitorul fractiei algebrice, rezolvind ecuatia asociata
acestuia:
(x+1)*@x-x)=0= x(x+1)’4-x")=0= x(x+1)*(2-x)(2+x)=0.
Polinomul — numitorul fractiei algebrice are radacinile —2, —1, 0, 2. Prin urmare,
DVA in R al acestei fractii este R\{-2,-1, 0, 2}.
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b) Inlocuim in fractia algebrica X cu NE) si obtinem:
(/3)'(1+43) = W3 -3 - 3-(J3-1) =1,5(/3-1).
W3+’ [43-(B)] BEB+D B3+1 (B+DE3-D)

Definitie

Raportul a doud polinoame se numeste fractie algebrica sau fractie rationala.

Domeniul valorilor admisibile (se noteaza DVA) al unei fractii rationale cu o
nedeterminata intr-o multime data (N, Z, Q, R) este submultimea multimii date in
care numitorul fractiei nu se anuleaza.

Valoarea fractiei algebrice in x, este raportul valorilor numaratorului si numitorului
acesteia pentru X =x,.

5.2. Operatii cu fractii algebrice

5.2.1. Simplificarea si amplificarea fractiilor algebrice

'?Q INVESTIGAM

"« Fie polinoamele P(X)=X(1-X?) si O(X)=(X +1)(X —4X°).

a) Scrieti fractia algebrica 282
b) Aflati DVA al fractiei algebrice P(X).

e D e B e O
¢) Simplificati 0x)’ astfel Incit sd obtineti o fractie ireductibila de forma Q]] X))
d) Aflati DVA al fractiei algebrice Qll(( X))

P(X) o R(X)
o) ™ 0,(xXy

P(X
f) Amplificati pe DVA fractia algebrica 0 (( X)) cu polinomul R(X)=X"+1.
1

e) Comparati DVA al fractiilor algebrice

Rezolvare:
2) P(X)= X(1-X7%)
O(X) (X+D)(X-4X")
b) (x+1)(x—4x’)=0 < x+1=0 sau x(1—4x*)=0. Solutiile ecuatiilor sint x, =—1,
x,=0, x,=-0,5, x,=0,5. (Verificati.)
Deci, DVA al fractiei obtinute in a) este R\{-0,5; 0; 0,5; 1}.

9 P(X)  X1-X)1+X) "7 —(x-1) _ x-1 _ R(X)
0(X) X(X+D(1-4X?) C1-4X7 4xP-1 Q(X)
d) 4x* -1=0¢ x=-0,5 sau x=0,5. Pentru Qll((X)) DVA este R\{-0,5; 0,5}.
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P(X) : P (X)
e) Pentru DVA este R\{-0,5;0;0,5;1}, iar pentru
) 0(X) ¢ e PiX) pentit 5 (x)
R\ {-0,5; 0,5}. Deci, DVA al fractiilor i este diferit.
¢ ; filor 530 3 0,(X%)
B R(X) RX) "™ x-1 _ (X-DX'+) _ X'-X+Xx-1 .
0,(X) R(X) 4X2 -1 @X*-D)X°+]) 4X° -X’+4X*-1

DVA este

A simplifica (a amplifica) o fractie algebrica inseamna a mparti (a inmulti)
numaratorul si numitorul fractiei la (cu) acelasi polinom de grad cel putin egal cu 1.
Prin simplificarea (amplificarea) unei fractii algebrice se obtine o fractie egala cu
cea data in domeniul valorilor admisibile al celor doua fractii.

Prin simplificarea (amplificarea) unei fractii algebrice se poate modifica DVA.
Definitii

¢ Fractia algebrica care se poate simplifica se numeste reductibila.

¢ Fractia algebrica care nu se poate simplifica se numeste ireductibila.

Il APLICAM
3
Simplificati fractia algebrica 31_—{
X +X°+X
Rezolvare: )
3 3 _ _
DVA: R\{0}. 31—)5 _ 12—X _a X)(ZX +X+1) 1 X'
X' +X°+X XX +X+]) XX +X+1) X
. . 1-X°  1-X
Raspuns:

X +X+Xx X

5.2.2. Adunarea fractiilor algebrice

*?Q INVESTIGAM
b 4 . X 2 b 1 1
* Efectuati in DVA: a + ; + .
* )X2—4 4- X2 )3X+1 9X*-3X +1
Rezolvare:
a) DVA: R\{-2, 2}.
X .2 _ x .2 _ X 2 _Xx-2"7_ 1
X’—4 4-X> X’-4 —(X'-4) X’—-4 X'-4 X’—4 X+2
1 1 1 OX?>-3X+1+3X+1 9X*+2
DVA: R\{-=+ + = = :
b) { 3} 3X+1 9X%-3X+1 (BX+DOX>-3X+1) 27X°+1

care are numitorul egal cu numitorul fractiilor date si numaratorul egal cu suma

Rezultatul adunarii a doua fractii algebrice cu acelasi numitor este o fractie algebrica
algebrica a numaratorilor fractiilor algebrice.
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Pentru a aduna pe DVA doua fractii algebrice cu numitori diferiti, fractiile se aduc

la acelasi numitor, apoi rezultatele se aduna ca fractii cu acelasi numitor.

Daca rezultatul adunarii fractiilor algebrice este o fractie algebrica reductibila, atunci

se executa simplificari pina se obtine o fractie algebrica ireductibila.

5.2.3. Inmultirea si impartirea fractiilor algebrice. Puteri ale fractiilor
algebrice cu exponent intreg

*ﬁ@ INVESTIGAM
. 1) Aduceti la forma cea mai simpla:
o X¥3 X9 X' =22 X*+2X+2 C)(X_lj
X2 +6X+9 27-X° X —\3Xx+3 X433 X

2) Comparati domeniile valorilor admisibile ale expresiilor initiale cu domeniul valorilor
admisibile al produsului final.

Rezolvare:
1) a) DVA: R\{-3, 3}.

X+3 (X=X +3) (X +3)*(X —3) (o=
(X+3)> B-X)9+3X+X>) (X+3)>’GB-X)X’+3X+9)
=—2;. DVA al produsului este R.

X" +3X+9

b) DVA: R\{—/3}.

X-2V2  xX+2x+2_ X'-(2)  X'+(\B)y _
X =BX+3 X433 X -B3X+3 X*+2x+2
_ (X=X 42X +2) (X +43)(X* —VBX +3) _
- (X2 +2X +2)(X* —A3X +3) -
= X? +(\/3-42)X =/6. DVA al citului este R.

X—1)3:(X—1)3:X2—3X2+3X—1
C) Ty X’

(X =V2)(X +43)=

c) DVA: R\{0}. ( . DVA al rezultatului

obtinut este R\{0}.

2) Domeniile valorilor admisibile ale expresiilor initiale difera de domeniile valorilor
admisibile ale expresiilor finale in cazurile a), b) si nu difera in cazul c).

Pentru a afla produsul a doua fractii algebrice, se inmultesc numaratorii si numitorii
intre ei.

Pentru a imparti doua fractii algebrice, se inmulteste prima fractie cu inversa celei
de a doua fractii.

Deoarece produsul fractiilor algebrice este o fractie ireductibild, este posibil ca
expresia initiala si fractia finala sa aiba domenii ale valorilor admisibile diferite.
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Observatie. In multimea fractiilor algebrice, operatiile cu puteri cu exponenti intregi
se executa ca si operatiile cu puteri cu exponenti intregi in multimea numerelor rationale
reprezentate prin litere.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Aflati DVA al perechilor de fractii algebrice:
a)X+5 ; X6, b)LiL' 0 X-4 . 3X-1
a Mo x-3 %" x+3 3X46 0 XP42x
2. Scrieti fiecare suma de doua fractii algebrice din exercitiul 1 sub forma de fractie ireductibila.
3. Precizati DVA al fractiilor ireductibile obtinute in 2.

4. Calculati valoarea fractiei obtinute ca rezultat al adunarii fractiilor din exercitiul 1 ¢) pentru:
a) X =-1 b) X =0,25; c) X =2.

H B Formam capacitatile si aplicam
5. Efectuati pe DVA:

X+3  X-3 b (X+4)2+(X—4)2_ 3—X2+X+3,
DY X a-x ) X rax X —ax’ 99y Tx-3
-5 | X X’ X 2 1Y, X X+2
D 5x x5 9% 64 X8 X+8 f)(X—l) XX
6. Scrieti sub forma de fractie algebrica ireductibila pe DVA:
2X-6 X° gy _3XT Jax-2 X>-100 -X*
VYT w3 ) x> O Toxr X100
-2
) (X+2) (Y-5)" 3y° - XP-4)  X*+1
& (X =455 ) 3y 418 yio 36 N~ ¥z

Il B B Dezvoltam capacitatile si cream

7. Aduceti la forma cea mai simpla pe DVA:

3\ 20-x) )
a)(X_X—I)(6+2X—2X2}

3X 1 1 )

X-2 X-1 X*-3x+2/

8X°+1) 4x*- 2X+1

C) 2 ’ 2 _
8X7+1 4x

b) (X2—3X+2)X-(

((1-2X)%;

d) 4X° -1 4X2—4X+1. 1
8X +17(4X2—2X+1 2X+1]
. X +3X+2
8. Fie E(X) = -7

a) Scrieti expresia sub forma E(X)=aX +b+ XL—’ a,b,ce R. Determinati coeficientii a, b, c.
b) Determinati a € Z, astfel incit E(a)e Z.
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Polinoame si fractii algebrice

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele
1. Scrieti in forma canonica si determinati gradul polinomului:

a) P(X)=6X"-3-7X’-2X"+3; b) Q(Y)=7Y’ —8—6Y? +3Y +4Y* - 7Y’ +20.
2. Scrieti in forma canonica suma, diferenta si produsul polinoamelor P(X) si O(X):

a) P(X)=3X"; O(X)=2X"-10X +4; b) P(X)=—X"-1; O(X)=-3X’+6X +2.

3. Scrieti In forma canonica:

a) BX +2); b) (—\/§+ Y)’; ¢) (3Y —=1)(9Y’ +3Y +1); d) BX +1)(9X* -3X +1).
4. Determinati care dintre elementele multimii {-2,-1, 0, 1, 3, 5} sint radécini ale polinomului:

a) P(X)=X"-25X; b) P(X)=X’-2X"-X-2; ¢) P(X)=X’-4X*>+3X.

H B Formam capacitatile si aplicam
5. Descompuneti in factori polinomul:
a) 4X7+4X +1; b) 2> -Z+0,25; ) 9X° +42X +49; d) 9X* —6X +1.
6. Aplicind formulele studiate, descompuneti in factori ireductibili polinomul:
a) 16Y* —25(Y +4)*; b) (2X -9)* -81; ) 64X° +1; d) Z°-125.
7. Descompuneti in factori ireductibili grupind termenii polinomului:
A) XP—5X+X-5 b)2Y —4Y +Y-2; o) X' —X°—8X+8 d) X’ +X°+B3X+43.
8. Aflati citul si restul impartirii polinomului P(X) la binomul Q(X):
a) P(X)=X>+X-20, O(X)=X—-4; b) P(X)=6X"+X"-29X+20, Q(X)=2X-3.
9. Aplicind teorema lui Bézout, determinati restul impartirii polinomului P(X) la binomul
O(X)=X —-«, daca:

a) P(X)=2X"+4X+1, a=1; b) P(X)=-3X"-5X"+6X-21, o =-2.
10. Stabiliti dacd polinomul P(X) se imparte exact la polinomul Q(X):
a) P(X)=X"-64, O(X)=X +4; b) P(X)=2X"-5X+1, O(X)=(X =3)(X +1).

B B Dezvoltam capacitatile si cream
11. Aflati valorile parametrului real g, stiind ca polinomul P(X) se imparte exact la polinomul Q(X):
a) P(X)=2X"-5X"+aX+a, Q(X)=X-3;
b) P(X)=aX’+3X* +(a—1D)X -2, O(X)=(X -2)(X +2).

X*-3x X X-3

13. Fie X, si X, radacinile polinomului P(X ) =2X?-3X-5. Aﬂagi:
1 1 2 2 xl x2
a) : ) b) x; +x; c) , 1

]
12. Efectua;ipeDVA( I +L+ I ) .

14. Scrieti polinomul O(X) 1n forma canonica, stiind ca radécinile lui sint egale cu inversele radacinilor
polinomului P(X)=3X"+X —15.

’ ® Problema pentru campioni | 15. Fie P(X) un polinom cu coeficienti reali, cu gradul cel
mult egal cu 2, astfel incit P(a) =0 pentru a€ {1, 2, 3}. Demonstrati ca P(X) este polinomul

nul.
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Test sumativ

Varianta | |

1. Fie polinomul
P(X)=5X"—-(X'-4X’-X)-1.
a) Scrieti polinomul in forma canonica.
b) Completati caseta:

grad P(X) =

¢) Aflati restul impartirii polinomului P(X)
la binomul Q(X)=X -1 fara a efectua
impartirea.

d) Aflati radacinile polinomului
P(X) - 0(X).
e) Determinati C(X) si R(X), astfel incit
P(X)=(X*=1)-C(X)+R(X).
4 3
X248 XP+5
a) Indicati litera A daca propozitia este

2. Fie expresia E(X)=

adevdrata, sau litera F daca ea este falsa:
,»DVA al expresiei E(X) este R”.
A F
b) Aflati valorile reale ale lui X pentru care
E(X)=0.
c) Aduceti expresia E(X):(2X* +16)"'
la forma cea mai simpla.
d) Aflati E(cx), daca o este radacina pozi-
tivd a polinomului P(X)=X(X*—4).

1.

4p

4p

5p

. Fieexpresia E(X) =

Timp efectiv de lucru: | »

45 de minute //I i

Varianta Il |

Fie polinomul
P(X)=3X"—(X'+ X’ = X)+1.
a) Scrieti polinomul in forma canonica.
b) Completati caseta:
grad P(X) =

¢) Aflati restul impartirii polinomului P(X)
la binomul Q(X)=X+1 fara a efectua
impartirea.
d) Aflati radacinile polinomului
P(X)-Q(X).
e) Determinati C(X) si R(X), astfel incit
P(X)=(X*+1)-C(X)+R(X).

5 4
X*+6 X°-5
a) Indicati litera A daca propozitia este

adevarata, sau litera F daca ca este falsa:
,»DVA al expresiei E(X) este R”.
A F
b) Aflati valorile reale ale Iui X pentru care
E(X)=0.
¢) Aduceti expresia E(X):(2X*+12)"
la forma cea mai simpla.
d) Aflati E(c), daca o este radacina nega-
tiva a polinomului P(X)=X(X*-9).

Baremul de notare

Nota 10 7

6

5 4 3 2 1

30-29 | 28-26 | 25-23

Nr. puncte

22-18

17-14

13-9 4-3
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BN Capitolul s
Ecuatil.
Sisteme de ecuatii

§ 1. Ecuatii de forma ax+b5 =0, a,b € R.
Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de ecuatie cu o necunoscuta
* Rezolvati in R ecuatia:
a) 2x—3=5; b) x> +8=0; ¢) 0,25x(8x+4)+5=2(x>+0,5x+2) +1.
Rezolvare:
a) DVA: R. 2x-3=5o2x=8<x=4. S={4}.
b)DVA:R. X’ +8=0=x"=-8. S=0.
c) DVA: R. 0,25x(8x+4)+5=2(x"+0,5x+2)+1 <
PN = s xeR S=R

* Fie ecuatiile 2(x—3)(x+1)=0 si 2x* —4x—6=0.

Stabiliti daca ele sint echivalente.

Rezolvare:

DVA al ambelor ecuatii este R. 2(x—=3)(x+1)=0& x=3 sau x=-1. S, ={-1, 3}.
Multimea solutiilor ecuatiei 2x* —4x—6=0 este S, ={-1, 3}.

Deci, 2(x—3)(x+1) =0 ¢ 2x* —4x — 6 =0, deoarece multimile solutiilor lor sint egale:
S =8, ={-13}.

Definitie

Egalitatea de forma A(x)= B(x), unde A(x), B(x) sint expresii in care apare
necunoscuta x, se numeste ecuatie cu necunoscuta x.

Observatie. Ecuatia poate fi cu mai multe necunoscute. De exemplu, 5x—3y =3 este
o ecuatie cu doua necunoscute, 3u+2v—5¢=0 este o ecuatie cu trei necunoscute.

Definitie
Valoarea necunoscutei care transforma ecuatia intr-o propozitie adevarata se
numeste solutie a ecuatiei.

Multimea solutiilor ecuatiei se noteaza cu S.

Algebra K-}



Capitolul 4

A rezolva o ecuatie Inseamnad a determina multimea solutiilor ei.
O ecuatie poate avea o multime finitd sau infinitd de solutii sau poate sd nu aiba solutii.

Observatie. Rezolvarea unei ecuatii incepe, de reguld, cu determinarea domeniului
valorilor admisibile al acesteia.

Definitie

Multimea valorilor necunoscutei (necunoscutelor) pentru care au sens toate expresiile
din ecuatie se numeste domeniul valorilor admisibile (DVA) al ecuatiei.

Definitie
Doua ecuatii cu aceeasi necunoscuta (aceleasi necunoscute) se numesc echivalente
daca multimile solutiilor lor sint egale.

Intre ecuatiile echivalente se scrie simbolul ,, < .

Observatie. Ecuatiile echivalente ce se rezolva intr-o multime (de regula, in DVA al
ecuatiei initiale) se numesc echivalente in aceastd multime.

1.2. Ecuatii de gradul | cu o necunoscuta

* Aplicind urmatoarele relatii de echivalentd, bazate pe proprietati ale relatiei de ega-

litate Tn multimea numerelor reale, obtinem ecuatii echivalente:

1.
2.

A(x) = B(x) & B(x) = A(x).

A(x)=B(x) & A(x)xC(x)=B(x)£ C(x), unde expresia C(x) are sens pentru orice
xe DVA al ecuatiei initiale.

A(x)=B(x) & A(x)-C(x)=B(x)-C(x), unde expresia C(x) are sens si C(x)#0
pentru orice xe DVA al ecuatiei initiale.

A(x) _ B(x)
C(x) C(x)
xe DVA al ecuatiei initiale.

A(x)=B(x) & , unde expresia C(x) are sens si C(x)# 0 pentru orice

Schema rezolvarii ecuatiei de forma ax+b=0, a,beR

ax+b=0, a,be R

0-x+b=0 Ecuatie de gradul I

da nu S:{—é}
a

S=R S=0
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Ecuatii. Sisteme de ecuatii

Definitii

¢ Ecuatia de forma ax+b=0, a,be R, a#0, se numeste ecuatie de gradul I
cu 0 necunoscuta.

¢ a, b se numesc coeficientii ecuatiei.

. < , .. < b . b
Ecuatia de gradul I cu o necunoscuta are solutia unicd numarul ——. Deci, S = [
a

1.3. Ecuatii reductibile la ecuatia de gradul |
cu o necunoscuta

Unele ecuatii pot fi reduse la ecuatii de gradul I cu o necunoscuta cu ajutorul unor
substitutii sau aplicind relatiile de echivalenta.

Exemplu 5 5

Rezolvati in R ecuatia: a) x* —2x+3=x(x+2)-5; b) = =% _
x+3 x+3

Rezolvare:

a) DVA: . ‘

x*—2x+3=x(x+2)-5¢< ———> desfacem parantezele

\ o . . <
& x’-2x+3=x"+2x-5¢< ——> aplicdm relatia de echivalenta 2

S A4x=-8:(-4) < | > aplicam relatia de echivalenta 4

& x=2.
Raspuns: S =
b) DVA: R\ {-3}. Notind ﬁ =¢, obtinem ecuatia de gradul I

2t=5t-9<3t-9=0
cu necunoscuta ¢, care are solutia 3. Revenind la necunoscuta x, obtinem in DVA:

X = = = —
x+3—3<:>x—3(x+3)<:>x— 4.5.

Cercetam daca solutia obtinuta apartine DVA: —4,5¢€ R\ {-3}; deci, —4,5€ DVA.
Raspuns: S ={-4,5}.

1.4. Ecuatii de gradul | cu o necunoscuta, cu parametru
(optional)

Ecuatiile de gradul I cu o necunoscuti pot contine parametru. In acest caz, este
necesara o discutie asupra existentei solutiilor ecuatiei in functie de valorile parametrului.

Exemplu

Rezolvati in R ecuatia mx—3=2x+5m, unde m este un parametru real.

Rezolvare:

DVA: R. mx—-3=2x+5m & x(m—-2)=5m+3 < (m—-2)x=5m+3.

¢ Dacd m =2, ecuatia devine 0-x=13. Deci, ecuatia nu are solutii.

¢ Dacd m#2 (meR\{2}), obtinem x = 5m_+23'
Raspuns: Pentru m=2, S=J; pentru me R\ {2}, S:{5m+3}

m-—2
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Capitolul 4

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Recunoasteti ecuatiile de gradul I: 1

a) 2x—-1=0; b) 3(x—1)=35; c)xT=2; d) x> —x=0;

e) 3x=0; f) 6x=—4; 2) 2x+%+3=0; h) —/5x+2,5=0.
2. Determinati care dintre elementele multimii {-2; —1; 0; 1,5; 5} este solutie a ecuatiei:

a) 3x—2=x—6 b)xTﬂzl; ¢) (x+2)(x—5)=0;

d) x(x+15)=0; ¢) Zxx_‘zl =2, f) x(x+15)(x=5)=0.
3. Aflati DVA al ecuatiei:

a) 2(x—=5)—4=5x+1; b)xi—5=4; ¢) x(x+3)=0.
4. Rezolvati in R ecuatia:

a) 2x—-1=0; b) —%XZ%; ) 0,5x+4=0;

d) 3-2x=0; e) Ld+2x=0; f)_%x_%zo,

5. Aflati zeroul functiei f/: R - R:
a) f(x)=3x—1; b) f(x)=2-6x; ) f(x)=—19x; d) f(x)=5x-2+5.

a) P(X)=3X-0,5; b) P(X)=-8X ++/8; ¢) P(X)=—-03X—28.

H B Formam capacitatile si aplicam

7. Rezolvati in R ecuatia:

a) 2(x—1D)+3(x+2)=5x+4; b) 6-32-x)+4x=7—x;
¢) —L4G5-x)+2,52+x)=-3,6+x; d) 5+7(1-x)-5x=x-38.
8. Rezolvati in R ecuatia cu ajutorul unei substitutii:
2) 4 _q7_ 3 : b)_3(x+2):2(x+2)_’_5;
X— x=35 X X
56 1, 3t . 0,5a+15 _, a+3
RS s R L VI A
9. Completati, astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevarata:
a)3(x-1)-2x=4<2x+5= —-X; b) 4x+2(1-x)= & x—3(x+4)=5-2x.
10. Determinati legitatea si aflati numarul omis:
—3(1-z)=4z-8 @ 2z-3(4-2)=12+z
2 - 20_n- -
2,(5) =5+ =0 S@-0-4(61=6
11. Determinati legitatea si aflati numarul omis:
25-3x)+4x=T—x 8—(3—4x)—x=17
1,2
—_— —_ —_— = ‘7 —_— =
9(3+3x) 5x=28 14-2(x+5)+3x=6
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Ecuatii. Sisteme de ecuatii

12. Rezolvati in R ecuatiile si determinati cuvintul cifrat.

Ecuatia R A B o \%
3x=5=10 -5 % 5 3 _g
—X+65=x+0,5 3 7 0 % _%
12-x=3(x—4) 0 6 12 —6 -3
Sox=0 -3 2 1 V3 0
X =2=x(x—0_2) 2 02 ~10 10 1

Il Bl Dezvoltam capacitatile si cream

13. Rezolvati in R ecuatia: | 3 s
a) Bx—1)> —4(5x+6)=9(x> —x+1)+2; b) 5(1—5x)+4(x2 —4)—2 :§(2—)c)+4x2 -3x;

c) 2x° —x+3'=5(x+%x3 —-2)—4x; d) 3x(x* —x+1)—4x=5x" +2(1-x*)+3x —x;

e) (4x—D(4x+1)—5x=—4(x—4x>)—7(x+3).
14. Rezolvati in R ecuatia: 5 1

a) |x|=2x+1; b) |2—x|=-0,5x+4; c) [2x+1|=—x; d)§|5t—1|=§t+2.
15. Stiind ca m este un parametru real, rezolvati in R ecuatia:

a) mx—6=3x+4; b) 3—mx=2m(x+1)-1;

c) mx+m+3=x+4; d) 2(mx+x)-3(x+4)=5—-m.

16. Formulati un exercitiu asemanator cu exercitiul 12 si propuneti-1 colegilor.

§ 2. Ecuatii de gradul 1l cu o necunoscuta

2.1. Formula de rezolvare

E'l/f Un teren de forma unui triunghi dreptunghic trebuie ingradit. Se stie ca lungimea uneia
dintre catetele triunghiului este cu 5 m mai mica decit lungimea ipotenuzei, iar lungimea
celeilalte catete este cu 3 m mai mica decit lungimea primei catete. Aflati lungimea
gardului.

Rezolvare:

Fie x lungimea ipotenuzei. Atunci (x—5) este lungimea unei catete, iar (x—8) —
lungimea celeilalte catete. Conform conditiei problemei si teoremei lui Pitagora, obtinem
ecuatia (x—5)> +(x—8)> =x* & ¥’ —26x+89=0, cu solutiile x, =13—4+/5, x, =13+44/5.

Constatam ca numai 13 +4+/5 satisface conditia problemei. (Precizati de ce 13 —4+/5
nu satisface conditia problemei.) Deci, lungimea ipotenuzei este de (13 + 445 ) cm. Atunci
lungimile catetelor sint de (5+ 445 )m si (8+ 44/5 ) m. Deci, gardul are lungimea de
(26+124/5) m.

Raspuns: (26 + 12«/5) m.
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Capitolul 4

Ecuatia x* —26x+89=0 este o ecuatie de gradul II cu o necunoscuta.

il NE AMINTIM

Definitii

¢ Bcuatia de forma ax’ +bx+c=0, a,b,ceR, a#0, se numeste ecuatie de
gradul IT cu necunoscuta x.

¢ Numerele a, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei de gradul II; ¢ se mai numeste
termenul liber.

Multimea solutiilor ecuatiei se noteaza cu S.
A rezolva o ecuatie iInseamna a determina multimea solutiilor ei.

1. Cazuri particulare ale ecuatiei de gradul 11

1. a#0, b0, c=0 2. a#0,b=0, c#0 3.a#0, =0, c=0
ax’ +bx=0 ax2+c—0 ax’=0
ax’ +bx=0 & , dacd a-c¢>0; a’=0=x"=0s
< x(ax+b)=0. < x=0.
S:{O,—é}, :{ \/: \/:} daca a-c<0. S =1{0}.
a

Il APLICAM
* Rezolvati in R ecuatia:
a) —x +0,5x = 0; b) V2x* +1=0; ) —2x> +5=0; d) /53> =0.
Rezolvare:

a) x> +0,5x=0 x(x—0,5=0<x=0 sau x=0,5. Raspuns: S=1{0;0,5}.
b) «/Exz +1=0& \/Exz =—1. Raspuns: S =.

c) —2x*+5=0|-(-) & S x= sau x = . Raspuns: S =

d) «/gxz =0 x= . Raspuns: S =

Observatie. iImpartind coeficientii oricarei ecuatii de gradul IT ax® +bx+c¢=0, a #0,
la coeficientul a, obtinem ecuatia echivalentd x° + px+q =0, numitd ecuatie de

gradul 11, forma redusd, unde p =2, iar ¢ =§.
a

II. Cazul general: ax’ +bx+c=0, a#0
Existenta si numarul solutiilor reale ale ecuatiei de gradul II sau ale ecuatiei de ggadul 1L,

forma redusa, depind de semnul discriminantului A =5° —4ac, respectiv A, = pT -q.
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Ecuatii. Sisteme de ecuatii

ax’ +bx+c=0, a#0 X+ px+qg=0
2
A=b*—4ac A1=pT—q
A>O/ A<0 A=0 A]% A <ON_A, =0
_—b—\/Z Nu are —_P_ A Nu are
X = 2a .. b X = 2 \/_1 .. P
, «/Z solutii x:—z » solutii x=—5
—b+ A _ A
R in R. xz——?+\/A_1 in R.
[ [ [ [ [ [
_)=b¥VA _ _J_ b _l_r- _ _Jr
S—{ 5 } S=0 S—{ %} S—{ 3+JA_1} S=0 S—{ 5
Il APLICAM

* Rezolvati in R ecuatia:
a) 2x*=3x-2=0; b) x*—11x+30=0.
Rezolvare:

2
a) DVA: R. A=b* —4ac="25. b) DVA: R, A1=p7—q=%.
3-425 1 _3+JE_2
X, = ) ——5, XZ—T— . X, = — =, X, = + =
Raspuns: S ={-0,5; 2}. Raspuns: S ={5, 6}.

Observatie. In cazul in care coeficientul b este un numar par, adica »=2k, ke Z’,

ecuatia de gradul Il ia forma ax’ +2kx+c=0, a #0. Discriminantul acestei ecuatii

este
A=(2k)* —4ac=4(k* —ac)

—k —\Nk* —ac x_—k+\/k2—ac
a » '

a

si formulele de rezolvare devin: x, =

Il APLICAM

* Rezolvati in R ecuatia 2x*> —8x+3=0.

Rezolvare:
DVA: R. Stiindca a=2, ¢=3, b=—8=2-(—4), obtinem:
k=—-4, A, =k>—ac=16-6=10.

Atunci xlzwzz_ojsm’ x2:+“: +

Raspuns: S =1{2-0,5J10, 2+0,5+10}.
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2.2. Relatii intre solutii si coeficienti

-l NE AMINTIM

Teorema lui Viéte
Fie ecuatia ax’ +bx+c=0,a#0. (1)
Daca numerele reale x, si x, sint solu-
tiile ecuatiei (1), atunci:

X +x, =—=

’ 2)

X, x—c
1 2 a'

€)
Dacad numerele reale x, si x, sintsolu-
tiile ecuatiei (3), atunci:

{

Fie ecuatia x* + px+¢q=0.

X, +x,=-p,
X, X, =q.

“)

Folosind relatiile lui Viéte (2), (4), solutiile unor ecuatii de gradul II cu o necunoscuta
pot fi determinate fara a rezolva efectiv ecuatia.

Il APLICAM

* Rezolvati in R ecuatia: a) 2x* —3x —

Rezolvare:

a) Aflam doud numere reale x,, x,, astfel
I c . b_3
incit x,-x,=—=-1 1 x, +x, =——==.

1 2 a s 1 2 a 2
Prin incercari, obtinem x, = —%, x,=2.

Raspuns: S =1{-0,5; 2}.

2=0; b)x*—7x+12=0.

b) Aflam doud numere reale x,, x,, astfel
incit x,-x,=g=_ six+x,=—p=

Prin incercari, obtinem x, =3, x, =4.

Raspuns: S =1{3, 4}.

Al NE AMINTIM

Reciproca teoremei lui Viéte

tiei (1).

tiei (3).

Daca numerele reale x, si x, verifica relatiile (2), atunci x,, x, sint solutiile ecua-

Daca numerele reale x, si x, verificd relatiile (4), atunci x,, x, sint solutiile ecua-

Il APLICAM

poate fi formatd o ecuatie de gradul II

Observatie. Folosind reciproca teoremei lui Viete, daca se cunosc solutiile x, si x,,

Ccu 0 necunoscuta.

* Scrieti o ecuatie de gradul II cu o necunoscuta care are solutiile x, =-5, x, =2.

Rezolvare:
Cum —5+2=-3=—p si (-5)-2=-10

=¢, obtinem ecuatia x” +3x—10=0.
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2.3. Ecuatii reductibile la ecuatia de gradul Il
cu o necunoscuta

Unele ecuatii mai complicate pot fi reduse la ecuatii de gradul II prin introducerea unei
necunoscute auxiliare.

De exemplu, ecuatiile de forma ax* +bx* +c¢=0, a#0, numite ecuatii bipdtrate,
se rezolva efectuind substitutia x* =¢, unde ¢>0. In consecinti, obtinem ecuatia de
gradul 11 at’ +bt+c=0,a#0. Revenind apoi la necunoscuta x, obtinem solutiile
ecuatiei initiale.

Il APLICAM

* Rezolvati in R ecuatia:

a) 2x' —x>—=1=0; b) (x* =3x)" +3(x* —3x)—-28=0.

Rezolvare:

a) DVA: R. Fie x* =¢, t 2 0. Obtinem ecuatia 2¢* —¢—1=0, cusolutiile , =—=, 7, =1.

1
59
. 1 .. . .. .. N

Ecuatia x* = —7 nuare solutii reale, iar solutiile ecuatiei x* =1 sint x, =—1, x, =1.

Raspuns: S =1{-1,1}.

b) DVA: R. Notim x” —3x=_z. Obtinem ecuatia de gradul Il z* +3z-28=0, cu
solutiile z, =—7, z, =4. Revenind la necunoscuta x, obtinem ecuatiile x* —3x=-7 si
x?=3x=4.

Ecuatia x* —3x+7=0 nu are solutii reale.

Ecuatia x* —3x—4=0 are solutiile x, =1, x, =4.

Raspuns: S ={-1, 4}.

2.4. Descompunerea in factori a expresiilor de forma
ax’ +bx+c, a#0
NE AMINTIM
Dacd a#0 si A>0, atunci ax’ +bx+c=a(x—x,)(x—x,) (5), unde x; si x, sint
solutiile reale ale ecuatiei ax” +bx+c=0, a#0.

N APLICAM
* Descompuneti in factori expresia 2x” —3x —2.
Rezolvare:
Ecuatia 2x° —3x—2=0 are solutiile x, = —%, x, =2.

Prin urmare, 2x* —3x—2 = 2(x+%)(x—2) = (2x+1)(x-2).
2.5. Ecuatii de gradul Il cu o necunoscuta, cu parametru
(optional)

Ecuatiile de gradul II cu o necunoscutd pot contine parametru. In acest caz, este
necesara o discutie asupra existentei solutiei ecuatiei in functie de valorile parametrului.
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* Determinati valorile parametrului real m pentru care ecuatiile x* +mx+4=0 si
x> +4x+m=0 au o solutie reald comuna.

Rezolvare:

Fie x, solutia comun. Substituind x = x,, obtinem x; +mx, +4=0 si x7 +4x, + m=0.

Prin scadere, obtinem x,(m—4)+4-m=0& (m—4)x, =m—4.

Pentru m =4 ecuatiile devin identice: x; +4x, +4 = 0. Solutia lor comund este x, =—2.

Pentru m # 4 obtinem x, =1. Inlocuind x, =1 1nuna dintre ecuatii, obtinem m =-5.

Atunci ecuatiile devin x* =5x+4=0 si x’ +4x—5=0, cusolutiile x, =1, x, =4 si
respectiv x, =1, x, =-5.

Rdspuns: Pentru m = 4 ecuatiile au solutia comuna x =-2, iar pentru m = -5 solutia
lor comuna este x=1.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Fie ecuatiile:

a) 5x* —x*—2=0; b) 3.4x> —x+1-4/2=0; ) (1=3)x> +7x—3,5=0.
Gasiti numarul care lipseste:
a)5; ;=2 b)-3.4; —1; ; ¢) ;75 =35
2. Rezolvati in R ecuatia:
a) x> —16=0; b) 1> —25=0; ) 5x* +2x=0; d) 2x* —x=0;
\/_ 2 _0n 2 _0. I > _ 4. 2 _
e) V3x> +5=0; f) 2x> +14=0; g 33" =0; h) v/3x* =0.
3. Rezolvati in R ecuatia:
a) 4x° +4x+1=0; b) 5x> —7x+2=0; ¢) 3x* —2x+1=0;
d) —4x> +6x—5=0; e) 0,1x* —x—2,5=0; ) V5x> +42x+4=0.
4. Rezolvati in Z ecuatia de gradul II, forma redusa: |
a) x> —2x+1=0; b) x> —8x+12=0; ) x2+%x+€:O;
d) x2+1%x—%=0; e) x* —3x—4=0; f) x> —3x+6=0.
5. Fara arezolva ecuatia, determinati semnele solutiilor acesteia:
a) 3x —x—-2=0; b) x> +x—12=0; c) —t*+2t+8=0; d) v’ —10u+4=0.

Bl B Formam capacitatile si aplicam

6. Scrieti o ecuatie de gradul II cu solutiile:

a) lsi3; b)—4si5; c)—1si-2; d) % si %;

e)-35i3; )2,55i3,5; g) 2—+/3 si 2+4/3; h) —1-+/2 si —1+4/2.
7. Folosind teorema lui Viéte, rezolvati in R ecuatia:

a) x> —2x-15=0; b) 3x* —x-2=0; ¢) 2x* +x—1=0; d) x* —4x+5=0.
8. Descompuneti in factori expresia:

a) x* —2x-3; b) 2x* —x-3; c) 3x* +x—1;

d) 3x*—5x-2; €) —x° +3x+4; f) 2x* —=3x+1.
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9. Rezolvati in R ecuatia:

a) X “5x__4 . b) X =2x_ 1 0 3,5x2:4x+6.
x—-4 4-x’ -1 1-x x+2  2+x
10. Fie x; si x, solutiile ecuatiei:
1) 5x>+3x-9=0; 2) 3x’ —x+1=0; 3) 2,8x>+2x—-3,5=0.
Fara a rezolva ecuatia, calculati:
a) X, +x,; b) x, - x,; ¢) X, +x2; sl
x2 x]
11. Aflati doud numere pozitive, stiind cd media lor aritmetica este 12,5, iar media geometrica
este 10.

12. Suma unui numar real cu intreitul inversului acestuia este 4. Aflati numarul. Gasiti toate solutiile.

13. Rezolvati in Q ecuatia:
a) \/§x2+4x+\/§=0; b) \/§x2+2\/7x+\/§=0; ) 2x+1)* =(4x+1)*;

d) (1-3%)° =(x+2)’; €) 5x> —2y/5x+1=0; f) (x=+2)" = (2v2+3x)".
14. Rezolvati in R ecuatia bipatrata:

a) x*—5x*+4=0; b) x*+5x* +4=0; c)a'—-a’-2=0;

d) 2x* —3x> +1=0; ¢) %z4+%22—220; f) —* — 71 +8=0.

15. Rezolvind ecuatia, determinati legitatea si aflati numarul omis:

a) | x*+3x+2=0 b)| 362 +4t+1=0
¥ =342x+4=0 2 =3t -1=0

16. Calculati cu aproximatie de 0,01 solutiile ecuatiei:

Neled)

a) 2x* —x—-1=0; b) x(x—4)=6; c) x*=3x+1=0; d) 3x(x+1)-5=0.
17. Rezolvatiin Z ecuatia:

a) x(x—/7)=0; b) 4x* —4x+1=0; o) V11x* =0;

d) —3x"+x+4=0; e) x’—x-1=0; f) x> —x—20=0.

18. Rezolvati in R ecuatiile si ordonati cuvintele de mai jos in functie de solutiile nenegative ale
ecuatiilor respective (indicate in paranteze). Comentati rezultatul obtinut.
1) 2x> =2/ 2x+1=0; 2) 2x —x—1=0; 3) x> —3x—10=0;
4) —8x*=3x+0,5=0; 5) x(x++/15)=0.

culege (%J seamana (1) cine [g} vint (5) furtuna (0)

19. Determinati zerourile functiei f/: R ->R:
a) f(x)=3x-x" b) f(x)==3x"+x+2; ©) f(x)=0,(4Hx" -1 d) f(x)=45x"-2x~1.

a) P(X)=-2X>+X +3; b) P(X)=0,1X> - X —20;
¢) P(X)=2X*—X*1; d) P(X)=9X"* - X2.
B B Dezvoltam capacitatile si cream
21. Descompuneti in factori expresia: a) t* +1> —2; b) =1 -2.
22. Rezolvatiin R ecuatia: a) x(x—1)(x—2)(x—3)=3; b) (x+2)(x+3)(x+4)(x+5)=3.
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23. Folosind metoda substitutiei, rezolvati in R ecuatia:
a) 5x” +3|x|-9=0; b) 2x* —1=|x]| (x| -2).

24. Formulati exercitii asemanatoare cu exercitiile 15, 17 si propuneti-le colegilor.

25", Aflati valoarea parametrului real m, stiind ca ecuatiile 2x* —3x+1=0 si 3x* +m(x+2)+1=0
au o solutie comuna.

26*. Stiind cd m este un parametru real, rezolvati in R ecuatia:
a) mx’ =3x—1=0; b) (m—2)x* +x-4=0;
d) x> +(m—-3)x—5=0; e) mx’ —x—m=0;

27. Alcatuiti o problema care conduce la rezolvarea ecuatiei:
a) x* —8x-12=0; b) 3x* -5=0.

c) X’ —mx+4=0;
f) x* + mx+2m=0.

§ 3. Ecuatii rationale

3x _ _ox=1 _ 2x
b) 2x+ﬁ—x+1, C)l x2_4_ _x—2’

membrul sting i membrul drept sint expresii rationale, adica expresii formate din numere

In ecuatiile a) 3x—5=2(1-x),

si litere cu ajutorul operatiilor de adunare, scadere, inmultire si impartire. Astfel de ecuatii
sint numite ecuatii rationale. In ecuatiile b), ¢) necunoscuta apare atit la numaritorul, cit
si la numitorul raportului algebric respectiv. Atare ecuatii se mai numesc ecuatii ratio-
nale cu necunoscuta la numitor.

Il APLICAM

Ecuatia rationald cu necunos- * Rezolvati in R ecuatia
cuta la numitor se rezolva conform 2 _ 3x 1 ‘
urmétorului algoritm: =1 x=1 x+1

Rezolvare:

@ Se determina DVA al ecuatiei. | DVA: R\ {-1, 1}.
® Se trec toti termenii in membrul 22 _3x b 22 _3x Ll gl

sting al ecuatiei. -1 x=1 x4l w1 x-1 x4l
® Se aduce membrul sting la for- M =0.

ma 2 X -1

3

@ Se aplica regula egalarii cuzero | 3x* +2x—1=0 si x> —120.

a unui raport.
® Se rezolva ecuatia obtinuta Ecuatia 3x° +2x —1=0 are solutiile x, =—1, x, = %

(A4=0).

® Se verifica daca valorile obtinu-
te satisfac conditiile precizate,
inclusiv daca apartin DVA.

@ Se scrie raspunsul.

Deoarece x, =—1¢ DVA, aceasta valoare nu poate

fi solutie a ecuatiei date.

X, = %e DVA.

Raspuns: S = {%}
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Unele ecuatii rationale cu necunoscuta la numitor, mai complicate, pot fi reduse la
ecuatii mai simple prin diverse transformari sau prin introducerea unei necunoscute auxiliare.

Il APLICAM
2
* Rezolvati in R ecuatia 2x + 3% oo
x*=2x+1 x-1
Rezolvare:

DVA: R\ {1}, deoarece x’ —2x+1=0 (x—1)’ =0 < x =1 si ambele rapoarte din
membrul sting nu au sens pentru x =1.

2 2 2
2 (3% g2 3 2:0@2( x )+3( x )—2:0.

x> -2x+1 x-1 (x=1 x-1 x—1 x—1
Introducem necunoscuta auxiliard ¢. Fie ﬁ =¢. Obtinem ecuatia 2¢° +31—2=0,
cu solutiile ¢, =-2, ¢, :%' (Verificati!) Revenind la necunoscuta x, obtinem ecuatiile
X .X 1
—— =25 ——=—.
P R e )

Prima ecuatie are solutia x, =3 iar a doua — solutia x, =—1. (Verificati!)

Valorile x, :% si x, =—1 apartin DVA. Deci, ambele sint solutii ale ecuatiei date.

Raspuns: S = {— 1, %}

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Recunoasteti ecuatiile rationale cu necunoscuta la numitor:

2
a) x—1=3; b) x* —3x+4=0; ol*l t_1.
X 1 2 3 43 3 2
-—=0; =1 P-=-2=0.
9 ¥+2 ox e)t i+l b Dz =3
2. Precizati care dintre elementele multimii {-1, 0, 1, 5} sint solutii ale ecuatiei:
x- _2x-1, x(x+1)  x+1 . 3 ) ro_t
V5T s )1 el ) 3=*"3 DT
3. Rezolvatiin R ecuatia: 7 7
1_,. _2_ 1 VS s N2 _ 1
a);—Z, b) =3 c) 2x_2’5’ d) 7 =T
4. Rezolvatiin Q ecuatia:
2 3. . 2x _ 2, 3x+2 _ 1
RS b5 Tx"5 AT R
5. Rezolvatiin Z ecuatia:
2x-1_5x"—1, xX+2 2x-1. x(x=1)  x*+4x, x> 2x(x-3)
DT a1 D 9o o mer Y esT s
6. Rezolvatiin R ecuatia:
a)2_5_i. b)3=1—2‘ c)2x2=3x
2x-5 5-2x 7’ x-3 x-3 3-x’ x’—16 x+4’
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Hl B Formam capacitatile si aplicam

7. Rezolvatiin R ecuatia:

X _ 5x . x—1_ x |
2) X —6x+9 x-3’ b) x=2 1-x’
1 1 _ x+3. X _ 4x
s e Do el -1
8. Completati, astfel incit ecuatiile sa fie echivalente:
x° _2—3x 2 —0
a) P < 2x x+4=0;
4 1 2x _ _ _
b)x2—4_x—2 x+2<:>5(x )(2x )=0.
9. Rezolvati in Q ecuatia:
05 _ 2 y2 6 o 2x-1 _ 4x-2
x+3 4x+12° 2x-1  5-10x’ x*—8x+16 2(x—4)°"
10. Rezolvatiin R ecuatia:
g 3o x 10 by 16 6_ 21
x=5 x+1 (x+D)(x-5) x-2 x x+3’
X’ +x 3x-1 2 x+4 1
- . + = .
c) 1 +2x 1 +2; d) Y4 x(x+2) xx-2)

11. Aflati valorile reale ale lui ¢ pentru care:

6t+18 . 4t-26
3-1 ¥ 2045

t—1

a) suma rapoartelor algebrice este egala cu 4;

. I
b) diferenta rapoartelor algebrice 1= S
t+1 10

¢) suma rapoartelor algebrice 5 si 745 este egald cu produsul lor;

d) diferenta rapoartelor algebrice

1
este egala cu X

6 . 2 <
T Ui este egala cu produsul lor.

12. Stabiliti legitatea si determinati ecuatia omisa:

x+3  x-3 1 2 qp_ 2(-1) +3_ X+6 _

3) 3T 133 ¥ —=36=0 || b)| Zo3"+73=5 =5 0
Sx+7_ 2x+21_g2 ) 4 5 1 )
x=2 x+2 3 t+3 3—t t-3

13. Rezolvatiin R ecuatia:

a) (x’ —4)(2x+5)=0; b) (2-;x_1). (6x—5)=0; c) (2x2—3x+1)~(ﬁ+x)= 0;
2x 3 3 s ) 2x* 5x 3
d) (x+2+—x_2+2)-(x+1——x+2+8J—0, e) (5x —7x+8)-(x_1——x_1+4J—0.
B B Dezvoltam capacitatile si cream
14. Rezolvatiin R ecuatia:
7 1 2 x> +4 1 1 3x-2.
2) 2x  +4x  2x—4 4y’ b) x2—4+2—x+2+x_x2—4’
2
1 1 1 1 0: 3x"—12x+11 1 n 2 n 3

gt =6t iv6 148 D e oDa-2G-3) x—1 x—2 %3
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15. Stiind ¢ m este un parametru real, rezolvati in R ecuatia:

g) Xom__2m py mym=l_,
m xX—m X -1

X _m-1, LI} RS

C)Z—z—l_x, d) X+ 3‘ m—3
16. Aflati valorile cea mai mica si cea mai mare ale functiei /* D — R (D —domeniul de definitie):

X +x+1 X —x+1
== b ==
D= e ) S O)= e

§ 4. Sisteme de ecuatii

4.1. Notiunea de sistem de ecuatii

f‘l/f Intr-un chiosc erau 1305 ziare si reviste. Dupa ce s-au vindut

100 de ziare si 50 de reviste, ziare au rimas de doua ori mai multe m_‘:ld][
decit reviste. AN I—

Aflati cite reviste si cite ziare erau la Inceput.

Rezolvare:
Fie x numarul initial de ziare si y numarul initial de reviste. Atunci,
conform conditiei problemei, obtinem sistemul de ecuatii cu doua necunoscute

x+y=1305, ) ) )
x—100 = 2(y —50), CU solutia (870, 435). (Verificati!)

Raspuns: Initial, in chiosc erau 870 de ziare si 435 de reviste.

Hl GENERALIZAM

Fie ecuatiile 4,(x,y)=B,(x,y) si 4,(x,y)=B,(x,y). Dacd se pune problema sa se
afle solutiile lor comune, adica perechile ordonate de numere reale (a, b))e RxR care
satisfac ecuatia intii §i ecuatia a doua, atunci se spune ca este dat un sistem de doud
4,(x,y) = B,(x,y),

4,(x,y) = B,(x, ).

Un sistem poate fi de trei ecuatii cu trei necunoscute, de doua ecuatii cu trei necunos-
cute etc.

ecuatii cu doud necunoscute. El se noteaza: {

Definitie
Se numeste solutie a sistemului de doud ecuatii cu doud necunoscute perechea
ordonata de numere (a, b)e RXR care este solutie comuna pentru toate ecuatiile
acestuia.

A rezolva un sistem de ecuatii inseamna a determina multimea solutiilor lui.
Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii (notatd cu S) este intersectia multimilor
solutiilor ecuatiilor acestui sistem.
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Relatiile dintre numdrul de solutii si tipul sistemului de ecuatii

| Sistemul de ecuatii |

S=0 S0
S este o S este o
multime finita. multime infinita.
I |
Sistemul este Sistemul este Sistemul este
incompatibil. compatibil determinat. compatibil nedeterminat.

Rezolvarea sistemului de ecuatii incepe, de regula, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile al acestuia.

Domeniul valorilor admisibile (DVA) al unui sistem de ecuatii este intersectia
domeniilor valorilor admisibile ale ecuatiilor sistemului.

Definitie
Doua sisteme de ecuatii de aceleasi necunoscute se numesc echivalente daca
multimile de solutii ale acestora sint egale.

Intre sistemele de ecuatii echivalente se scrie simbolul ,, < ™.

Observatie. Sistemele echivalente ce se rezolva intr-o multime (de regula, in DVA al
sistemului initial) se numesc echivalente in aceastd multime.

Transformari care pot fi aplicate pentru a obtine sisteme echivalente:
Exemple

1. Schimbind ordinea ecuatiilor intr-un sistem, obti- {3)6 -y=4 {x +y=0,

nem un sistem echivalent cu cel dat: x+y=0 3x—y=4.

2. Inlocuind o ecuatie a unui sistem prin altd ecuatie,
echivalenti cu cea initiald, obtinem un sistem echi- {3x —y=4 4 {y =3x-4,

valent cu cel dat: 4x+7y=0 4x+7y=0.

3. Exprimind intr-o ecuatie a unui sistem o necunos-
cutd prin cealaltd necunoscuta si substituind aceasta y=3x—4 y=3x—4,
expresie in celelalte ecuatii ale sistemului, obtinem 8x+3x—4=0.
un sistem echivalent cu cel dat:

8x+y=0

4. Inlocuind o ecuatie a unui sistem cu alta ecuatie,
care se obtine adunind sau scazind doud ecuatii {3)‘ —y=4 {3x —y=4,
ale sistemului (inmultite, daca e cazul, cu un numar x+y=0 14x=4.

nenul), obtinem un sistem echivalent cu cel dat:

[*]s3 Algebra
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4.2. Metode de rezolvare a sistemelor de doua ecuatii

cu doua necunoscute

Sistemele de ecuatii pot fi rezolvate prin:

metoda substitutiei

x=3y=-4 x=3y—-4,
x=7y=5 3y—4-7y=5.

metoda reducerii

{2x+05y 2|

3x-2y=-1,
3x-2y=-1

11x=7.

metoda utilizarii necunoscutelor (ne-
cunoscutei) auxiliare

I _
x —F 3
3
45 + ——=-2.
YTy
Fie xzzu,%l:v. Atunci

bii . 1 u—v=3,
obtmem sistemu Ay +3v=-2.

¢ metoda graficd

x—y=2 y=x-2,
{3x+y=6 < {y=—3x+6.

=Y

S ={2}.

Algebra Ke¥4

<= Intr-o ecuatie a unui sistem o necunos-

cutd se exprima prin cealaltd necunos-
cutd si expresia obtinuta se substituie in
cealalta ecuatie a sistemului.

Se aduna (se scad) cele doua ecuatii ale
unui sistem, astfel incit sa se reduca una
dintre necunoscute.

Se introduc necunoscute auxiliare, notind
unele expresii cu aceste necunoscute,
pentru a obtine un sistem mai simplu.
Apoi se revine la necunoscutele initiale.

Se traseaza, in acelasi sistem de axe or-
togonale, graficele ecuatiilor sistemului
si se determind (daca existd) coordona-
tele punctelor de intersectie a acestora.
Daca graficele ecuatiilor sistemului nu
se intersecteaza, rezulta ca sistemul este
incompatibil, adica S = .

Observatie. Metoda substitutiei, metoda
reducerii, metoda utilizarii necunos-
cutelor (necunoscutei) auxiliare sint
metode algebrice, iar metoda grafica
este metoda geometrica.
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Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Precizati care dintre perechile ordonate (0, —2), (=1, 1), (0, 2), (=2, 2), (0, 3), (3, 0), (-3,2)
sint solutii ale sistemului:

Ix—y=-2, x+4y=3, 3x=-2(x+y),

2) {2x+3y:6; b) {x—y=—2; ©) 5x+2y=—4.

2. Rezolvati iIn RxR, prin metoda substitutiei, sistemul de ecuatii: 1
-3y=0, 2x—vp=1 — —x+y=2,
2) {%—i:—l- ®) {6§+§y=,0' ©) {g;ng;}ﬂ- 13
b b b b b gx — 3y — 10.
3. Rezolvati in RxR, prin metoda reducerii, sistemul de ecuatii: . 2 !
—3y=- —3x=4 2,2 =2 Sx—Zy=—
R PRl R (e lE N MRl R PR
X+Y=5; XTey=> X=Ay=-5 2x+2y=3.
4. Rezolvati in RxR, prin metoda grafica, sistemul de ecuatii:
y=2x, x+2y=3, y=3x=0, x+y=-2,

2) {x—2y=9; b) {y+2x:6; ©) 2x—y=—0; ) 2x—y=4,
y=3x+4, 2x+y=0, x+y=lI, y—x=2,

©) {6x—2y=12; f){y=2x+l; 813y 23-3x: W ar=12-40+1).

5. Completati cu un numar real, astfel incit sistemul s fie compatibil:

1) nedeterminat; 2) determinat.
2x— =—4, —x+2y=-3, 3x—y=-1,

) N os 20, DR DR N
10x -6y =-20; x—6y=09; 12x+4y=

H B Formam capacitatile si aplicam
6. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii:

) 3(x-2)=y-5, b) 0,5x-3,4(5-y)=4,7, 5 X —x=(x+1)>+y,
4x=3(y+1)=0; —4x+8y=12; =5x-2y=1;
u—2fv-al)=2l

d) 3 4’ o) 3x—\/§y=2\/§, f) u+v=6(u-v),
1 . Tx—y=10; 4,(5)u—0,(32)v=0.
“u+-v=2
4 2
7. Rezolvati in RXR, prin metoda grafica si cea algebrica, sistemul:
6—x=2y, (x=2)"=x"+y,
2) {2x+4y=0; b {y+3x=6;
o) x=3y=6, d) —x-3y=-7,
S(x=1)+6(y+2)=48; X +y=(x-17+2.
8. Determinati legitatea si aflati numarul omis:
6x—10y =11,
Sy+7x=19; 2,82

2x-3y=14,
{7;+5§=10.
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Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream

9. Explicitind modulele, rezolvati in RxR sistemul de ecuatii:
a){|x|+3|y|=55 b){3|x+3|+|y_4|=0,

|x=2]+2]y-1[=0; |x=6]+2]y|=5;
lal+2|b|=-3, 2|z=3|-|y+1]|=2,
) la> —2|+|b-4] =0; Mzl+vi==5.

10. Rezolvati in RxR, prin metoda utilizarii necunoscutelor auxiliare, sistemul de ecuatii:
23, N I
§+l=l- L_;=1' 4x2+i=_2
x y 2’ x=1 2(y-1) ~ y-1

11. Doua motonave, dupa intilnire, si-au continuat drumul, una spre sud, iar cealalta spre apus, si
peste 2 ore distanta dintre ele era de 60 km. Aflati viteza fiecarei motonave, daca se stie ca
viteza uneia dintre ele este cu 6 km/h mai mare decit a celeilalte.

12. Scrieti un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute, avind solutiile:
a) (1,5) si (5, D); b) (=1,0) si (1, 2); 0,0)si 3,2);  d)(2,-1) s (1,1

13. Unui luntras, care plutea in amonte, i-a cazut palaria in apa cind trecea pe sub un pod. Peste o
ora el a observat pierderea, a intors barca si a ajuns palaria la o distanta de 4 km de pod. Aflati
viteza apei.

| * Problemd pentru campioni | 14. Pentru care valori ale parametrului real @ sistemul

{2x—y=3
10x—ay=15

este compatibil nedeterminat?

§ 5. Rezolvarea problemelor cu ajutorul
ecuatiilor si/sau sistemelor de ecuatii

Diverse probleme din matematica, fizica, chimie,
economie si din alte domenii se rezolva cu ajutorul
ecuatiilor, sistemelor de ecuatii.

jE Intr-un camion s-au incircat 35 de saci cu faina
si cu zahar. Sacii cintaresc la un loc 2 t 500 kg.
Un sac cu faina cintareste 80 kg, iar un sac cu
zahar 50 kg.
Aflati citi saci cu faina si citi cu zahar s-au incar-
cat In camion.

Algebra [ele]
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Sa rezolvam aceasta problema cu ajutorul:

unei ecuatii.

Fie x numarul de saci cu faind. Atunci
(35 — x) este numarul de saci cu zahar.
Deoarece un sac cu faina cintareste 80 kg,
s-au incarcat in total 80x kg de faina. Cum
un sac cu zahar cintareste 50 kg, s-au Incar-
cat in total 50(35 — x) kg de zahar.

Conform conditiei problemei, obtinem
ecuatia

80x +50(35—x)=2500,
cu solutia x =25.

Asadar, in camion au fost Incarcati 25 de
saci cu faina si 10 saci cu zahar.

unui sistem de ecuatii.

Fie x numarul de saci cu faina, iar y —
numarul de saci cu zahar.

Stiind ca s-au incarcat in total 35 de saci,
obtinem prima ecuatie: x +y = 35.

Deoarece un sac cu faina cintareste 80 kg,
iar un sac cu zahar 50 kg si s-au incarcat in
total 2t 500 kg, obtinem a doua ecuatie:

80x + 50y = 2500 < 8x + 5y = 250.

Conform conditiei problemei, obtinem
x+y =35,

sistemul de ecuatii 8x+5y =250,

cu solutia (25, 10).

Raspuns: In camion s-au incarcat 25 de saci cu faina si 10 saci cu zahar.

Concluzie. Uneori, o problema poate fi rezolvata atit cu ajutorul unei ecuatii, cit si cu

ajutorul unui sistem de ecuatii.

Al NE AMINTIM

Pentru a rezolva o problema cu ajutorul ecuatiei (sistemului de ecuatii), se proce-

deaza astfel:

@ Se stabilesc datele cunoscute si cele necunoscute ale problemei.

® Se noteaza fiecare marime necunoscuta aleasa cu o litera.

® Se stabilesc relatiile dintre datele cunoscute si cele necunoscute si se scrie ecuatia

(sistemul de ecuatii).

@ Se rezolva ecuatia (sistemul de ecuatii).

® Se analizeaza rezultatele, se alege solutia si se scrie raspunsul.

Il APLICAM

E&?Un tractor ard un lot de pamint. Peste 4 ore, i se
alatura un alt tractor. Cele doud tractoare termina

de arat lotul in 8 ore.

Aflati in cite ore ar putea ara lotul fiecare tractor,
daca se stie ca primului tractor i-ar trebui cu 8 ore

mai mult decit tractorului al doilea.

Rezolvare:

Fie x numarul de ore in care primul tractor ar fi arat singur lotul de pamint, atunci

(x — 8) este numarul de ore in care al doilea tractor ar fi arat singur acest lot. In aceste

e . o . L (1 . .
conditii, productivitatea muncii primului tractor este — (; — partea din lot arata intr-o
X
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ord), iar cea a tractorului al doilea este

3 Stiind cd primul tractor a lucrat 12 ore
x —

(4 ore singur si 8 ore in comun), iar al doilea a lucrat 8 ore si tinind cont de productivitatea

muncii fiecdrui tractor, obtinem ecuatia:

E+ fgzl.
Sa aflam solutiile ei. v
DVA:xe R\{0, 8}.
2+ 8 =1<:>Q+ 8 _1:O<:12(x—8)+8x—x(x—8)ZO,{:>
x x-8 x x-8 x(x—28)
—x2+28x—9620@x2—28x+96:0 x*—28x+96=0,
x(x—8) x(x—=28) x(x—-8)#0.

Solutiile sistemului, deci si ale ecuatiei initiale, sint x, =24, x, = 4. (Verificati!)
x, =4 nu satisface conditia problemei. (Argumentati.)
Raspuns: Primul tractor va ara lotul de pamint in 24 de ore, al doilea — in 16 ore.

Exercitiu. Rezolvati problema "2'/’ cu ajutorul unui sistem de ecuatii.

3'// O solutie de alcool cu concentratia de 85% s-a amestecat cu o alta solutie si s-au
obtinut 10 / de solutie de alcool cu concentratia de 79%.

Aflati citi litri de fiecare solutie s-au amestecat, daca concentratia de alcool din solutia
a doua este cu 66% mai mare decit volumul in litri al acestei solutii.

Rezolvare:
Fie x volumul in litri al primei solutii. Atunci (10 — x) / este volumul solutiei a doua.
Prima solutie contine xlT%S litri de alcool, iar a doua are concentratia de alcool

(10— x+66)%.

Obtinem ecuatia 10=x)(76=x)  85x_10-79 2

100 100~ 100 & ¥ —x—30=0, cusolutiile x, =5,
x, = 6. (Verificati!) Constatdm ca valoarea x, =—5 nu satisface conditia problemei.

Raspuns: S-au amestecat 6 / de solutie de alcool cu concentratia de 85% cu 4 / de alta
solutie.
Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

Rezolvati problemele 1-4 cu ajutorul ecuatiei.
1. Suma a doud numere naturale este 12, iar produsul lor este 11. Aflati aceste numere.

2. Diferenta a doua numere intregi este 15, iar suma patratelor lor este 725. Aflati aceste numere.
Gasiti toate solutiile.

3. Determinati lungimea si latimea unui dreptunghi, stiind cé perimetrul lui este de 30 m, iar aria
lui — de 44 m’.

4. Una dintre laturile dreptunghiului este cu 3 cm mai mare decit cealalta. Aflati lungimea laturilor
dreptunghiului, dac aria lui este de 1720 cm’.
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Rezolvati problemele 5—6:
a) cu ajutorul ecuatiei; b) cu ajutorul sistemului de ecuatii.

5. Cu 6400 lei s-au cumparat doud bucdti de stofa de aceeasi lungime, dar de calitati diferite.
1 metru de stofa de calitatea intii si 1 metru de stofa de calitatea a doua costa in total 320 lei, iar
4 m de stofa de calitatea intli costa cit 6 m de calitatea a doua. Determinati cit costd 1 metru de
stofa de fiecare calitate si citi metri de stofa s-au cumparat.

6. Distanta dintre doua orase este de 280 km. Din aceste orase s-au pornit concomitent, unul spre

celalalt, doua trenuri: unul cu viteza de 80 km/h, celalalt cu viteza egald cu % din viteza primului.

Aflati citi kilometri a parcurs fiecare tren pind s-au intilnit.

B B Formam capacitatile si aplicam
Rezolvati problemele 7-13 cu ajutorul ecuatiei.

7. Suma patratelor cifrelor unui numar de doua cifre este 52. Daca din acest numar vom scadea 18,
vom obtine rasturnatul acestui numar. Aflati numarul.

8. Conform planului, o uzina trebuia si produca 360 de piese. In primele opt zile, uzina a depasit
planul zilnic cu 20%. In restul zilelor, uzina a depasit planul zilnic cu 25%. In consecinta, uzina
a produs cu 82 de piese mai mult decit prevedea planul. in cite zile uzina trebuia si realizeze
planul?

9. Aria unui triunghi dreptunghic este de 24 cm’. Daci una dintre catetele lui se micsoreazi cu
1 cm, iar cealaltd se mireste cu 3 cm, atunci se obtine un triunghi cu aria de 27,5 cm®. Determinati
lungimile catetelor triunghiului initial.

10. Doi muncitori au executat impreuna o lucrare in 12 ore. Daca primul muncitor ar fi executat
singur o jumatate din aceasta lucrare, apoi al doilea muncitor — a doua jumatate, atunci toata
lucrarea ar fi fost terminata 1n 25 de ore. Aflati in cite ore ar executa lucrarea fiecare muncitor.

11. Un vapor parcurge distanta pe un riu de la A la B in 3 ore, iar distanta de la B la A —in 4 ore.
In cite ore va parcurge distanta de la A la B o pluta?

12. Suma a doud numere este 8, iar suma inverselor acestor numere este 6. Aflati aceste numere.

13. Fie 736 ml de solutie de iod cu concentratia de 16%. Aflati citi mililitri de alcool trebuie
addugati pentru a obtine o solutie de iod cu concentratia de 10%.

Rezolvati problemele 14-15:
a) cu ajutorul ecuatiei; b) cu ajutorul sistemului de ecuatii.

14. Suma a doud numere este egald cu 122, iar raportul lor este % Aflati numerele.

15. 50 de maiouri si 75 de tricouri costa in total 4200 lei. Dupd reducerea cu 10% a pretului
maiourilor i cu 20% a pretului tricourilor, pentru acestea s-ar plati 3487,5 lei. Aflati pretul
initial al maiourilor si al tricourilor.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

16. Cite triunghiuri dreptunghice exista, stiind ca lungimile laturilor lor sint numere naturale, iar
lungimea unei catete este de 15 cm?

17. Aflati douad numere naturale, stiind ca diferenta patratelor lor este 45. Gasiti toate solutiile.
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18. Pentru a transporta 60 t de marfa, e necesar un numar de camioane. Din motiv ca drumul era
deteriorat, in fiecare camion s-au incarcat cu 0,5 t mai putin decit se prevedea initial si, in
consecintd, au fost repartizate suplimentar 4 camioane. Determinati cite camioane au fost
planificate initial.

19. Un agricultor are doua feluri de ingrasaminte chimice de azot: cu concentratia de 15% si 21%.
Aflati ce cantitate de ingragaminte de fiecare fel trebuie sa amestece pentru a obtine 1 tona de
ingrasamint de azot cu concentratia de 18%.

| * Problema pentru campioni | 20.Un ciine, fiind in punctul A, urmireste o vulpe, care
este In avans cu 30 m fata de el. Lungimea saltului clinelui este de 2 m, iar al vulpii—de I m. Lace
distanta de la punctul A ciinele va ajunge vulpea, dacé in timp ce clinele face doua salturi, vulpea
face trei?

Exercitii si probleme recapitulative
B Fixam cunostintele

1. Rezolvatiin R ecuatia:

a) 2x—3,5(x—4)=6; b) 0,5(x—2)+23x=5x—4;
) %(x+3)—§=%x+4; d)2,4(x-3)—4x=1-x.
2. Rezolvatiin Z ecuatia:
a) Sx’ —4x—1=0; b) —1,2x* —=7x=0; c) l6x* —1=0;
d) 36x* —12x+1=0; e) x’ =3x—4=0; f) 3x* +4=0.
3. Folosind teorema lui Viéte, rezolvati in R ecuatia:
a) x> —x—30=0; b) x> +x-30=0; ¢) x> —2x-120=0;
d) x> -3x-180=0; e) x> +5x—-150=0; f) x> +4x-32=0.
4. Descompuneti in factori trinomul:
a) 3X* -2X—1; b) —2X*+5X +3; ¢) 16X° +8X +1.
5. Rezolvatiin Q ecuatia:
Sx 2, 2x—-1  5x _ 4.
i1 xi2 DT T
2 3x Sx 1
4- = ; -3= .
O F T2 9 x> -9 x+3
6. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii: -
a) X3y =4 p) {27 73¥=6, 5) );+ .
S5x-2y=-1; 8y—2x=-3; —+Zy=4
4 3
d) {3x—y=—2, 5 {x+y=3, f ﬁx—y:&
0.5(x=2)+y=8; 4x=3y=-2 22x+3y=—-9.
7. Rezolvatiin R ecuatia:
a) (2x” =5x)(Tx+1)=0; b) (L_z)(l_x):o;
—Xx X
3x% +2x—1)(x* —16) = 0; o241 > _y_1)=0.
c) 3x x—1)(x ) ) o5 1.3 (6x—x—1)=0

103



Capitolul 4

8. Intr-un bloc sint 64 de apartamente — cu 2 camere si cu 4 camere. Stiind ci blocul are in total
160 de camere, aflati cite apartamente sint cu 2 camere si cite cu 4 camere.

9. Diferenta a doud numere este egald cu 84, iar raportul lor este % Aflati numerele.

10. S-au amestecat 6 kg de bomboane de 33 lei kilogramul cu 12 kg de bomboane de 30 lei kilogramul.
Determinati cit costd 1 kg de bomboane asortate.

H B Formam capacitatile si aplicam

11. Rezolvatiin R ecuatia:

3x° S5x 5¢° t
o +2=0; - +——+4=0;
2) x*=2x+1 x-1 b) (t42)> 1+2
c) z'+4z2 -5=0; d) 4x° +5x+1=0;
) 2x 3 _ 5-x. f) 3 4x
VY16 x+4 x-4 -1 xt2
12. Fara arezolva ecuatia, determinati semnele solutiilor ei:
a) x> —8x+3=0; b) x*+12x+8=0; ) X’ —14x—+/7 =0;
d) 63> —17x-23=0; e) 26> —19t +1=0; f) x* +/5x+18=0.
13. Fari arezolva ecuatia x* —8x+12 =0, aflati:
1 1 P 2 3,03 X%
a) P b) x; +x;; c) x; +x5; d) . +x1 ,

unde x,, x, sintsolutiile ecuatiei date.

14. Descompuneti in factori expresia:
a) x? =2x° +1; b) 2x-1)*=3(2x-1)" +2;
¢)32-x)" -2(x-2)" -1; d) ' -4 +4.

15. Fie x, si x, solutiile ecuatiei x* —8x+6 =0. Scrieti o ecuatie de gradul II cu solutiile:

. X . X
a) ¢, =2x, i t, =2x,; b)t, =L sit,="2.
X X
16. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii:

){3(x—1)+4=5y» b) {—(x+y)+4y=3, 0 {x2—4(y+2):(x—5)2,
x—=8(y+0,5)=2; 5x—4(02—y)=-2; 3x—y=0.

17. Rezolvati, prin metoda grafica, sistemul de ecuatii:
1
2) {2yi+5_)z_79, b) 127 x+1, o) {32;_)1)_,2_'_
Xx=y==5 y—2x=-2; ey

18. Pe o distantd de 210 km, un tren a mers la inceput cu viteza de 60 km/h, apoi, din cauza drumului
deteriorat, si-a micsorat viteza pind la 20 km/h. Toata distanta a fost parcursa in 6 ore. Aflati
lungimea drumului deteriorat.

19. Se amesteca 2 / de solutie de apa cu sare avind concentratia de 20% cu 8 / de solutie de apa cu
sare avind concentratia de 30%. Determinati concentratia amestecului.

20. Suma pitratelor a doua numere este 36. impirtind cele doua numere, se obtine citul 5 si res-
tul 3. Aflati numerele. Gasiti toate solutiile.
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21.

22.

23.

24,

25.

B B Dezvoltam capacitatile si cream
24.

25.

26.

27.

28.

Stabiliti legitatea si determinati ecuatia omisa:

B
B s
Stabiliti legitatea si aflati numarul omis:

{z;-—y y=2 5= 15
{;——y y=2 _:321

Aflati zerourile functiei f/: R > R:
a) f(x)=-3x" —x—4 b) f(x)=-3x"+x+4; ¢) f(x)=x"—x>-20.

Doi ciclisti au pornit concomitent din localitatile A si B unul spre celalalt. Peste 1 ora, ei
s-au intilnit si, fara sa se opreasca, si-au continuat drumul. Ciclistul care a pornit din A a ajuns
in B cu 95 de minute mai devreme decit celalalt a ajuns in A. Determinati vitezele ciclistilor,
daca distanta dintre A si B este de 28 km.

Doi turisti au pornit concomitent din localitatile A si B unul spre celalalt. Fiecare se deplasa cu
o viteza constanta si, ajungind in punctul respectiv, s-a intors imediat inapoi. Cind s-au
reintilnit, s-a constatat cd un turist a parcurs cu 4 km mai mult decit celalalt si a ajuns in A peste
1 ord dupa reintilnire. Celalalt turist a ajuns in B peste 2 ore 30 de minute dupa reintilnire. Care
este viteza fiecarui turist?

Determinati semnele solutiilor ecuatiei de gradul II in functie de valorile parametrului real m:

a) x> =3x+m—-1=0; b) x> +(m+2)x—m+1=0;
¢) 2x° —mx+3(m+1)=0; d) 3x* —(m—-1)x+4m=0.
Rezolvati in R ecuatia:
a) |2x* —x=2|=1; b) |x*+x-2|=1-x; ¢) |—x*+5x—6|=x".
Rezolvati in RxR sistemul de ecuatii:
{(x—3y)2=16, by 31131 21=—4,
Vet -y =4 4x* —4|y+2|=5;
0 xX+y+xy=8, d) x—y=5,
x*+y* +xy=10; x> +y? =3xy-1.

Mama, tatal si fiul au impreuna 84 de ani. Fiul impreuna cu mama au 45 de ani, iar fiul impreuna
cu tatdl au 52 de ani. Aflati virsta fiecaruia.
Compuneti o problema care sa se rezolve cu ajutorul:

. . . . Jx+2y=3,
a) ecuatiei 2x” ~3x—5=0; b) sistemului de ecuatii {;Cx _J): 5
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Varianta | I

t+4=0.

a) Completati cu un numar real, astfel incit
multimea solutiilor ecuatiei sa contind doua
elemente.

1. Fie ecuatia 3t* —

b) Rezolvati in R ecuatia obtinuta in a).
¢) Scrieti polinomul de gradul doi ale céarui
radacini sint opusele solutiilor obtinute
inb).

. Rezolvati problema cu ajutorul sistemului
de ecuatii:
Raportul dintre numarul de baieti si numa-
rul de fete din clasa a IX-a este %

a) Aflati cite fete sint in clasa, dacd se stie
ca baieti sint cu 6 mai putini decit fete.

b) Aflati citi elevi invata in clasa a [X-a.

. Fiefunctia /: R—> R, f(x)=ax+b,
a,beR.
a) Determinati valorile a si b pentru care
punctele A(1, 4) si B(-2,8) apartin gra-
ficului functiei f.
b) Rezolvati pentru a=2 si b=3 in N

Capitolul 4

Test sumativ

1.

Timp efectiv de lucru: | »

45 de minute //]

Varianta II I

Fie ecuatia 22°+ | z—5=0.

a) Completati cu un numar real, astfel incit
multimea solutiilor ecuatiei sa contind doua
elemente.

b) Rezolvati in R ecuatia obtinuta in a).

c) Scrieti polinomul de gradul doi ale carui

radacini sint opusele solutiilor obtinute
inb).

. Rezolvati problema cu ajutorul sistemului

de ecuatii:

Raportul dintre numarul de manuale si
numarul de carti de literaturd artistica din
biblioteca scolii este %

a) Aflati cite manuale sint in biblioteca,
dacd se stie ca manuale sint cu 350 mai
putine decit carti de literatura artistica.

b) Aflati cite carti sint in total in biblioteca

scolii.

. Fie functia g¢: R—> R, g(x)=mx+n,

m, ne R.

a) Determinati valorile m si n pentru care
punctele A(-2,1) si B(3,11) apartin gra-
ficului functiei g.

b) Rezolvati pentru m=3 si n=-1 in N
2

ecuatia & +x=5. ecuatia k=3
Tox-l g
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |26-24|23-22|21-2019-16 | 15-12| 11-8 | 7-6 5-4 3-2 1-0
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BN Capitolul s
Inecuatii.
Sisteme de inecuatii

§ 1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul |
Cu 0 necunoscuta.
Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de inecuatie cu o necunoscuta

1 /5 Doua firme confectioneaza carnete de elevi la co-
manda. Firma ,,BMR” cere 200 lei pentru comanda
si cite 10 lei pentru fiecare carnet, iar firma ,,CAR”
cere 50 lei pentru comanda si cite 15 lei pentru
fiecare carnet.

Aflati numarul minim de carnete care face mai
avantajoasa oferta firmei ,,BMR”.

Rezolvare:

Fie x numarul de carnete care trebuie confectionate.
Conform conditiei problemei, firma ,,BMR” va executa
comanda pentru (200+10x) lei, iar firma ,,CAR” —
pentru (50 +15x) lei.

Pentru a raspunde la intrebarea problemei, trebuie
sa rezolvam 1n multimea N inecuatia 200 +10x <50 +15x si sa determinam din multimea
solutiilor ei solutia cea mai mica.

Inecuatia 200 +10x <50 +15x este un exemplu de inecuatie cu o necunoscuta.

Definitie
Numarul @ se numeste solutie a inecuatiei cu o necunoscuta, daca el transforma
inecuatia intr-o inegalitate adevarata.

A rezolva o inecuatie Inseamnd a determina multimea solutiilor ei.
Multimea solutiilor inecuatiei se noteaza cu S.

Doua inecuatii cu o necunoscuta se numesc echivalente daca multimile solutiilor
lor sint egale.

2

Intre doud inecuatii echivalente se scrie simbolul ,, &
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Aplicind urmatoarele relatii de echivalenta, bazate pe proprietati ale relatiei de inega-
litate a numerelor reale, obtinem inecuatii echivalente:

Exemple
I. f(x)>gx)e — daca permutdm membrii unei inecuatii,
& g(x)< f(x) se obtine o inecuatie de sens opus, x+3>2x &
echivalenta cu prima: S 2x<x+3
2. fx)>glx) e — daca la ambii membri ai unei inecuatii
& f()+a>g(x)+a adunam acelasi numar real, se obtine
o inecuatie de acelasi sens, echivalen- 2x+5>7 <
td cu cea initiala: S2x>7-5
3. f()>gx) = — daca inmultim (impartim) ambii mem-
S af (x)>ag(x) bri ai unei inecuatii cu (la) acelasi nu-
pentru orice mar real pozitiv, se obtine o inecuatie
aceR, a>0 de acelasi sens, echivalenta cu cea 3x>27T<
initiala: &S x>27:3
4. f()>gx) = — dacd inmultim (impartim) ambii mem-
S af (x)<ag(x) bri ai unei inecuatii cu (la) acelasi nu-
pentru orice mar real negativ, se obtine o inecua-
aeR,a<0 tie de sens opus, echivalentd cu cea —3x<8le
initiala: < x>81:(-3)
1.2. Intervale de numere reale
Fie a,be R si a<b.
) Intervalul de numere reale
Multimea
Se noteaza Reprezentarea pe axa
{x|xeR,asx<bh} [a, b] —‘—Z—P
a
{x|xeR,a<x<b} [a, b) _;—l?»
{x|xeR,a<x<b} (a, b] _E—Z—V
{x|xeR,a<x<b} (a, b) _O—Z?—V
a
{x|xeR, x>a} (a, +oo) —2—»
{x|xeR, x>a} [a, +e°) ° »
{x|xeR, x<b} (—eo, b) —;)3—>
{x|xeR, x<b} (=0, b] ; >
R (_005 +oo) >
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

1.3. Inecuatii de forma ax+b2>0 (5, >, <), a,be R

Fie a, be R. Inecuatia ax+b >0 cu necunoscuta xe R poate fi rezolvata astfel:
ax+b>20& ax>-b.

Sa examinam cazurile a #0 si a =0.

1) Cazul a#0

a) Dacd a >0, atunci axZ—b<:>x2—%. Deci, Sz[—g, +c><>).

b) Daca a <0, atunci axZ—b@xS—% Deci, Sz(—oo, —g .

2) Cazul a=0
a) Daca a=0 si b>0, atunci S=R.
b) Daca a=0 si b=0, atunci S=R.
c) Daca a=0 si h<0, atunci S=4.

Exercitiu. Rezolvati in mod analog inecuatiile de forma ax+b<0 (>, <), a,be R.
Definitie

Inecuatiile de forma ax+5<0, ax+b>0, ax+b<0,ax+b>0,a,beR, a#0, se
numesc inecuatii de gradul I cu o necunoscuta.

Sd rezolvam inecuatia problemei Ey
200+10x <50+15x & 15x—10x >200-50 < 5x > 150 < x > 30.

Raspuns: Numarul minim de carnete care face mai avantajoasa oferta firmei ,,BMR”
este 31.

Exercitiu. Precizati proprietatile inegalitatilor numerelor reale, folosite la rezolvarea acestei
inecuatii.
Il APLICAM

* Rezolvati in R inecuatia:

a) x—5<15x-2(x+3); b) <4x+3; c)

d) [2x—-1]<3; e) [x—4|=1.

12x-1 2—3x>5—2x,

3 2 7

Rezolvare:
a) X—=5515x-2(x+3) & x-5<515x-2x-6 = x—15x+2x<-6+5 &

S-12x<-1x2 % Deci,

.
>

Sl—e

. 1
R S ==, oo |
aspuns: S [12, )

<A4x+312x-1<12x+9 < 12x-12x<9+1 < 0-x<10.

12x -1
b) 3

Raspuns: S =R.
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2-3x _5-2x
)37
Inecuatia nu are solutii.
Raspuns: S =0.
d) [2x-1|£3e 3<2x-153-2<2x<4-1<x<2.
Raspuns: S =[-1, 2].
e) [x—4|>lex—4>1 sau x—4<-1< x>5 sau x<3.
Raspuns: S = (—eo, 3)UJ (5, +0).

I Observatie. Inecuatiile de gradul I pot fi rezolvate studiindu-se semnul functiei res-

S4-6x>15-6x=6x—6x>15-4<0-x>11.

pective. y
* Rezolvati in R inecuatia 2x+8 < 0. 8
Rezolvare:

Fie 1 R—>R, f(x)=2x+8.
Aflam zeroul functiei f: 2x+8=0< x=—-4.
Tabelul de variatie a semnului functiei f este:

X —oo —4 +o0
fx |- - 0 + +
4 0] X
Deci, f(x)<0 pentru xe (—eo, —4) (fig. 1)
Raspuns: S =(—eo, —4). Fig. 1

1.4. Sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

:@Pentru a prepara la cantina scolii 20 de portii de felul
intli, sint necesare 0,5 kg de carne si 1 kg de orez, iar
pentru a prepara o portie de felul doi, este nevoie de
0,1 kg de carne si 0,15 kg de orez. Pentru citi elevi a
fost pregatita masa, daca se stie ca s-au folosit mai
mult de 11 kg de carne si mai putin de 18 kg de orez?

Rezolvare: 4 &/.Q a
Fie x numarul de elevi pentru care au fost pregatite bucatele. Atunci s-au folosit

(Oi)x +0,1x) kg de carne si (%0+0,15x) kg de orez. Conform conditiei problemei,
. . .. 5x LoX

le = —

obtinem inecuatiile 20 +0,lx>11 s1 20 ‘
mea N solutiile comune ale inecuatiei intii §i ale inecuatiei a doua. In acest caz, se spune

ca trebuie sd rezolvam un sistem de doua inecuatii de gradul I cu o necunoscuta:

+0,15x <18. Astfel, se cere sa se afle in multi-

0,5x
20 +091x>“® {x+4x>440<:> {5x>440<:> {x>88,
%+0,15x<18 x+3x<360 4x <360 x<90.
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

In multimea N acest sistem de inecuatii are solutia unica 89.

Raspuns: Au fost pregatite bucate pentru 89 de elevi.

In caz general, un sistem de doud inecuatii de gradul I cu o necunoscutd se noteaza:
ax+b >0, a,eR’, b eR,
a,x+b,20, a,eR", b,e R.

Definitie

Se numeste solutie a unui sistem de inecuatii de gradul I cu o necunoscuta orice
valoare a necunoscutei care transforma fiecare inecuatie a sistemului intr-o
inegalitate adevarata.

Observatii. 1. Un sistem de inecuatii poate fi format din inecuatii cu oricare dintre
> ,,‘

5 99 —

semnele ,, <7, , <7, >7

2 9 —
2. Exista sisteme de doud, de trei sau de mai multe inecuatii.
A rezolva un sistem de inecuatii lnseamna a determina multimea solutiilor lui.
Multimea solutiilor unui sistem de inecuatii (notata cu S) este intersectia multimilor
solutiilor inecuatiilor acestui sistem.

Definitie

Doua sisteme de inecuatii se numesc echivalente daca multimile solutiilor lor sint
egale.

Intre sistemele de inecuatii echivalente se scrie simbolul ,, < ™.

Observatie. Sistemele echivalente de inecuatii ce se rezolva pe o multime se numesc
echivalente in aceastd multime.

HEN APLICAM
-N<
* Rezolvati in R sistemul de inecuatii 3(x-1)<2(x+2),
i o 2x—=1>5.
Rezolvare:
3(x-1)<2x+2) | [3x-3<2x+4 _ [x<7, ~
2x—-1>5 2x>6 x>3. 3 7 X
xe (3,7]

Raspuns: S =(3,7].

* Rezolvati in R inecuatia dubla —2 <2x+1<35.
Rezolvare:

Inecuatia poate fi scrisa sub forma de sistem de inecuatii:
2x+1>-2 {2x >-3 {x >-15,
2x+1<5 2x<4 x<2. 15 b

Raspuns: S =(-1,5; 2). xe (-15;2)

—2<2x+1<5¢${

o /
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Exercitii si
B Fixam cunostintele

probleme

1. Precizati care desen este reprezentarea pe axa a intervalului (=3, 2]:

a) > b) —o——eo—>
) -3 2 X ) 3 7 X
c —0——e—)p d) —e—o—»
) -3 2 X ) -3 2 X
2. Reprezentati pe axa numerelor si scrieti sub forma de interval de numere reale multimea solutiilor
inecuatiei:
a) -3<x<-2; b) 6,5<x<1L5; c) 2<x<4; d) x>-2; e) x<6.
3. Rezolvati in R inecuatia:
a) 7x—5,3<8,7; b) 1-3x>7; ¢) 30+5x<18-"7x;
d) S(r=1)+7>1-3(x+2):; e)x—2x2+3SxT_1.

. Rezolvati in N inecuatia:
a) 5,6(x—-3)—3,2(2-x) <20,8;

. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
{Zx +1>0,
a)

x—3<0;
c){

x—-0,52>0,
2x—-520;
. Completati tabelul folosind modelul din linia 1:

b) 4,8(x—4)—3,7(2—x) < 24,4.

b){
d){

1-x<0,
3x+2<0;

1,2x-6<0,
4x-3<0.

1 | x mai mic sau egal cu sapte x<7

(_°°a 7]

=V

@

x mai mare sau egal cu doi

-3<x<5

x mai mic decit 5,4

(_'\/57 +°°)

H B Formam capacitatile si aplicam

7. Aflati ce costd mai mult: 7 pixuri sau 10 blocnotesuri, dacd se stie ca 2 pixuri costd mai mult decit

3 blocnotesuri.

8. Rezolvati in R inecuatia:
a) (x=3)(x+2)—(x—3)> >15x—10;

0) 5(x—2)—3s@—3(2x—4);
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

9. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:

2) 17x-2>12x-1, ) x—5<15-3x,
3-Ox<1l-x; 1—4x>22-3x;
x—1
9 d-xz75, g [e+D 233+,
Tx-1 > 6 22x-1) < 7(x+1).
10. Determinati domeniul de definitie al functiei f: D — R:
3 1
a =+/24x-48; b = ; c) f(x)=+10—-x+ .
11. Rezolvati in R inecuatia dubla:
a) -5<3-2x<1; b) 1<3x-2<7,
c) —2<4-3x<10; d) 3x-2<4x+1<3x+5.

12. Peun raft sint cu 5 carti mai multe decit pe altul. Se stie ca pe raftul al doilea sint mai putin de
11 carti, iar pe ambele rafturi sint nu mai putin de 25 de carti. Cite carti sint pe ambele rafturi?

13. Segmentele de lungimi 5, 8 si x sint laturile unui triunghi. Aflati valorile posibile ale ne-
cunoscutei x.

14. Un autobuz a facut intr-o zi 8 curse si a transportat mai mult de 187 de pasageri, astfel incit
toate locurile au fost ocupate si numai intr-o cursi doi pasageri au calatorit in picioare. in ziua
urmitoare, acelasi autobuz a facut 15 curse si a transportat mai putin de 367 de pasageri. In
total, in aceastd zi, numai trei locuri n-au fost ocupate. Aflati cite locuri are autobuzul.

15. Determinati legitatea si aflati numarul omis:

3x—125(x+2)-3
2(x+3) 2 6x+4,5

l B W Dezvoltam capacitatile si cream

16. Rezolvati in R inecuatia:

a) |3x+2|>1; b) |6-9x|2>18; c)|3x+7|<5.
17. Aflati valorile parametrului real a pentru care sistemul de inecuatii are cel putin o solutie reala:
x<2, x<3, x <=3, x=5,
2) {x>a; b) {x>a; ©) {xZa; d) {xSa.
18. Determinati valorile parametrului real a, astfel incit sistemul de inecuatii sa nu aiba solutii:
x<3, x<2, x<5, x=>-2,
2) {x>a; b) {x>a; ©) {xZa; d) {xSa.

19. Aflati valorile parametrului real a pentru care sistemul de inecuatii
{2(a—3x)<l—x

5_x>3+3(x—gq) Aein R cel putin o solutie reala.

20. Determinati valorile parametrului real «, astfel incit inecuatia dubla —5 < x < g sd aibd multimea
solutiilor: a) S ={-5}; b) §=; c) S=[-5al].
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§ 2. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta.
Metoda intervalelor

2.1. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta

Atelier. 1. Trasati in diferite sisteme de coordonate graficele functiilor:
fTR>R, f(x)=x>—-4x+3;
g R->R, gx)=x"+4x+4;
h:R—>R, h(x)=-x"+2x-5.
2. Aflati semnele fiecarei functii f, g, /.

3. Comparati si comentati rezultatele.

"?@ INVESTIGAM

J1
Rezolvati in R inecuatia x* —x—6>0.
Rezolvare:
Fie functia f: R—R, f(x)=x>-x—6.
Aflam zerourile functiei f-
x'—x—-6=0¢& x=-2 sau x=3.
Reprezentam schematic graficul functiei f (parabola) intr-un sistem de axe ortogonale

(fig. 2).
Y A

Fig.2
Folosind graficul, determindm valorile lui x pentru care f(x) > 0. Obtinem x < -2 sau
x>3.

Raspuns: S =(—c, =2)U (3, +oo).
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

Definitie

Inecuatiile de forma ax’+bx+c>0, ax’+bx+c>0, ax’+bx+c<0,
ax’ +bx+c¢<0, a,b,ceR, a#0, se numesc inecuatii de gradul II cu o
necunoscuta.

Numarul m este o solutie a unei inecuatii cu o necunoscuta, daca prin substituirea
necunoscutei cu m in aceasta inecuatie se obtine o propozitie adevarata.

Inecuatii echivalente se obtin aplicind proprietati ale inegalitatilor numerelor reale.

Algoritmul de rezolvare a inecuatiei de gradul 11
@ Prin transformari echivalente, reprezentam inecuatia sub forma
ax’ +bx+c¢>0 (ax’ +bx+c<0, ax’ +bx+c¢ =0, ax’ +bx+c¢<0), a #0.
@ Examindm functia f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a#0.
® Aflam zerourile functiei f prin rezolvarea ecuatiei ax” +bx+c=0, a #0.
@ Trasam schematic graficul functiei f.
® Determinam valorile lui x pentru care f(x)>0 (f(x)<0, f(x)=0, f(x)<0).

® Scriem raspunsul sub forma de interval numeric.

Il APLICAM
* Rezolvati in R inecuatia —4x” +4x—1>0.
Rezolvare:
Cercetam functia
f: R->R, f(x)=—4x" +4x-1.
Aflam zerourile functiei f:

4 +hx—1=0 & (2x—1)’ :0<:>x:%.
Reprezentam 1intr-un sistem de axe ortogonale graficul
functiei f (fig. 3). Cu ajutorul acestui grafic, stabilim ca

f(x)=0 numai pentru x = %
Raspuns: S = {%}

Acest mod de rezolvare a inecuatiilor de gradul II cu o necunoscutd se bazeaza pe
proprietati ale functiei de gradul II.
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Studiul inecuatiilor ax’ +bx+c¢>0, a#0, $i ax’ +bx+c>0, a#0

Valorile lui | g ele functiei Multimea Multimea
F(x)=ax’+bx+c, solutiilor inecuatiei solutiilor inecuatiei
a A |a#0 ax’ +bx+c>0,a#0 ax’* +bx+c>0,a#0
A>0 S =(—co, XI)U(XZ, +o0) S=(—ce, x1]U[x2’ +o0)
b b
= =|—co, — |U[ -5, += =
a>0/A=0 S ( ; 2a)U( 2% ) S=R
A>0 S=(x,, x,) S=[x, x,]
b
a<0|A=0 §=0 =—5-
2a
0 X
A<O0| — -\ - S=0 S=0

Observatie. Inecuatiile de forma ax® +bx+¢<0, ax’ +bx+c<0, a#0, se reduc,
prin Tnmultirea coeficientilor lor cu —I, la inecuatii de forma celor prezentate in tabel.
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

2.2. Metoda intervalelor

"ﬁ@ INVESTIGAM

. Rezolvati in R inecuatia x* —2x—15<0.

Rezolvare:

Descompunem in factori membrul sting al inecuatiei: x° —2x—15=(x—5)(x +3).
Fie functiile f:R—>R, f(x)=x-5, si gt R—>R, g(x)=x+3. Alcatuim tabelul de

variatie a semnelor functiilor f si g: X —o =3 5 +o0
fx) - - - 0

g(x) - 0 + + +
S(x)-gx) |+ 0 - 0

Din tabel rezulta ca pe fiecare dintre intervalele (—eo, —3), (=3,5) si (5, +o) func-
tia f - g 1si pastreazd semnul. Se spune ca functia f - g, trecind prin punctele —3 si 5, isi
schimba semnul, si anume:

Astfel, am obtinut cd x* —2x—15<0 pentru xe (-3, 5).
Raspuns: S =(=3,5).

Il GENERALIZAM

Fie functia / R—>R, f(x)=(x—x,)(x—x,)...(x—x,), unde x, x,, ..., x, sint nu-
mere reale distincte.

Zerourile x,, x,, ..., x, ale functiei f impart domeniul ei de definitie in intervale, astfel
incit pe fiecare dintre aceste intervale functia f 1si pastreazd semnul, iar trecind prin
punctele x,, x,, ..., x,, aceasta functie isi schimba semnul.

Schimbarea semnului functiei f se reprezinta grafic prin ,,curba semnelor”:

. N Tt
N~ ~

1 2

Aceasta reprezentare se interpreteaza astfel: pe intervalele unde ,,curba semnelor” e
situatd deasupra axei numerelor este adevarata inegalitatea f(x)>0, iar pe intervalele
unde ,,curba semnelor” e situatd sub axa numerelor este adevarata inegalitatea f(x)<0.

Aceastd metodad de rezolvare a inecuatiilor este numita metoda intervalelor.

I APLICAM

* Rezolvati in R inecuatia (x—2)(x+1)(x+3)>0.

Rezolvare:
Fie functia /: R—> R, f(x)=(x-2)(x+1)(x+3).
Aflam zerourile functiei f: f(x)=0 pentru x, =-3, x, =—1, x, =2.
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Reprezentam pe axa numerelor zerourile functiei f:

-3 -1 2 X
Determinam semnul functiei f pe (2, 4+o0). Pentru aceasta, luaim un punct arbitrar
din intervalul dat si aflam semnul functiei f in punctul ales:
4e (2, +o0), f(4)=2-5-7=70>0.
Prin urmare, f(x)>0 pentru xe (2, +oo).
Procedam similar pentru celelalte intervale si construim ,,curba semnelor”:

N +
_/E) -1 — 2 X

Asadar, f(x)>0 pentru xe (=3, —1)U (2, +o0).
Raspuns: S =(=3,-1)U (2, +).

* Rezolvati in R inecuatia x(6—x)(x+2) <0.
Rezolvare:
Fie functia /: R >R, f(x)=x(6-x)(x+2). Aflam zerourile functiei f:

f(x)=0 pentru x, =-2, x, =0, x, =6.
Construim ,,curba semnelor”: %’0@?}
_ 6 < X
Asadar, f(x)<0 pentru xe[-2, 0]JU[6, +eo).

Raspuns: S =[-2, 0JU[6, +oo).

2.3. Inecuatii rationale

'%@ INVESTIGAM

Rezolvati in R inecuatia

2x+6

1 <0.

Rezolvare:

2;‘:’16 <0 (2x+6)(x—1)<0.

Fie functia gt R—> R, g(x)=(2x+6)(x—1). Avem g(x)=0 pentru x, =-3, x, =1.
Construim ,,curba semnelor”:
+\

+
-3 — 1 X

Obtinem g(x) <0 pentru xe (-3, 1).

Raspuns: S =(-3,1).

Definitie

PO o, PO 50, PO o PO 2 ynde

O(x) 0(x) 0(x) 0(x)

P(X), O(X) sint polinoame corespunzatoare numaratorului P(x) si respectiv numi-
torului O(x), se numesc inecuatii rationale cu o necunoscuta.
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

Observatie. Inecuatia 2;j16 <0 poate fi rezolvata si fara a fi Inlocuitd cu inecuatia
(2x+6)(x—1)<0, echivalentd ei. Pentru aceasta, cercetam functia f: R\{l} - R,

fl=220

fractiei algebrice corespunzatoare si le reprezentam pe axa numerelor. Apoi construim

aflam zerourile ei (zerourile numaratorului) si zerourile numitorului

»curba semnelor” si selectam intervalele respective.
La rezolvarea prin metoda intervalelor a inecuatiilor rationale cu o necunoscuta la
numitor poate fi aplicat urmatorul algoritm:

- - L . P(x
@® Efectuam transformarile necesare si scriem inecuatia sub forma % >0 (2, <, %),
X

unde P(X) si Q(X) sint polinoame corespunzatoare numaratorului P(x) si respectiv
numitorului O(x).

@ Aflam multimea D care se obtine excluzind din R solutiile ecuatiei Q(x)=0.

@ Definim functia f: D >R, f(x)= gg; .

@ Aflam zerourile functiei, adica zerourile numaratorului, rezolvind ecuatia P(x)=0.

® Reprezentam pe axa numerelor domeniul D si zerourile functiei f.
® Construim ,,curba semnelor”.
® Selectam intervalele corespunzatoare semnului functiei f.

Scriem raspunsul.

I APLICAM

» Rezolvati in R inecuatia S—X >0.
’ T 2x+2

Rezolvare:
2x+2=0=x=—-1. D=R\{-1}.

Fie functia f: R\ {-1} >R, f(x)=

5—-x .

. Avem f(x)=0 pentru x=5. Tinem cont
2= Avem f(x)=0p |
ca 5 este solutie, iar —1 nu este solutie a inecuatiei.

Construim ,,curba semnelor”: m .
Asadar, f(x)=0 pentru xe (-1, 5]. — 5 N x

Raspuns: S =(-1,5].

Observatii. 1. Valorile pentru care functia f nu este definitd (zerourile numitorului)
nu se includ Tn multimea solutiilor inecuatiei initiale (grafic, pe axa ele se reprezinta
prin cerculete necolorate).

2. Zerourile functiei f (zerourile numaratorului) nu apartin multimii solutiilor inecuatiei
date, daca aceasta inecuatie contine semnul ,, > ” sau ,, < . Zerourile functiei f
apartin multimii solutiilor, daca inecuatia initiald contine semnul ,, > sau ,, < (grafic,
pe axa ele se reprezintd prin cerculete colorate).
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Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Precizati dacd sint echivalente inecuatiile:
a) x’ <1si x<I; b) X’ >4 5i x>2; ¢) (x+3)°20 si (x+5)>>0.

2. Functia /: R—>R, f(x)=ax’ +bx+c, a#0, a,b, ce R, este definita de graficul ei. Deter-
minati, cu ajutorul graficului, multimile solutiilor inecuatiilor f(x)>0, f(x)=0, f(x)<0,

f(x)<0.
a) Y by Y c) Y d Y
O X
-1/0O 2 X
Ol 1 3 X

0] 2 X
3. Rezolvati in R inecuatia:
a) 6x> —7x+2>0; b) —x* —2x+48<0; ¢) 8x’+10x-3<0; d) 25x° —10x+1>0;

) 49x° —28x+4<0; ) 4x’—4x+15>0; g) Tx<x’; h) 4x* —x<5;

i) x* >16; D 9—x">0; k) 16x* +1< 8x; 1) 3x* +27>0.
4. Folosind metoda intervalelor, rezolvati in R inecuatia:

_ . <0 x—=5 .. x+1 o0 2x-1g

a) (x+8)(x—=5)>0; b) x(x+2)<0; c) x+6<0’ d) x+4_0’ e) 1—3x_0'
Bl B Formam capacitatile si aplicam
5. Rezolvati in R inecuatia:

a) x(x+5)—-2>4x; b) (x+4)(x+5)—-x<5;

c) Sx+1D)(Bx—-1)>@x-1)(x+2); d) 2x(Bx—1)=4x” +5x+9.

6. Compuneti o inecuatie de gradul II cu multimea solutiilor:
) S=R;  b) =0, ) S=[2.3 ) S=(=e, DU, +=); ) S={}.

7. Rezolvati in R inecuatia:

a) 3x” +4<10—x(x—2); b) 3x—2)* =3x(x—1);
9= o 91
X" +x-20 X" +5x+7

8. Determinati domeniul de definitie al functiei f: D - R:

a) f()=A1-x—2¢; 2

b) f(x) ===
V3x® +12x
9. Rezolvati in R inecuatia:
a) x(x+2)(x-3)<0; b) 2x+D)(B3—-x)(x+5)=0; ¢) (x=D(x* =5x+6)<0;
2 2
d) (P == 4P +20) >0, o) EXFDO=D) 5 X Zx=2 0 X —x=05

5 =

X +4 X x—1
B B Dezvoltam capacitatile si cream

10. Poate fi decupat dintr-o foaie de hirtie cu dimensiunile de 10 cm i 3 cm un dreptunghi care are
latimea cu 4 cm mai mica decit lungimea si aria mai mare de 21 cm??
4x—-2

11. Rezolvati in R inecuatia: a)
3x+5

+4<0; b)3—x>—1— o) x+253 d)
2—x X

Tx—5 .-
X

+1
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Inecuatii. Sisteme de inecuatii

X' —Tx+6
12. Rezolvati in Z sistemul de inecuatii { 3x> — x +1
x* <36.
13. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
2 {3x—12>0, b) {x2+5x30, ){x2+4x—5>0,
x> 4+3x+4>0; T+x>0; X’ —2x-8<0.

<0,

14. Determinati domeniul de definitie al functiei f/: D — R:

a) f(x)=v—x +x+30 +ﬁ; b) f(x)=x —x—42 +4100—»*.

15. Rezolvati in R inecuatia dubla: a) —4<x’ —5x+2<-2; b) —1<x*+2x<3.

16. Aflati valorile parametrului real m, astfel incit inecuatia sa fie adevarata pentru orice x real:
a) Sx’ —x+m>0; b) mx* —10x-5<0.

17. Determinati valorile parametrului real a pentru care inecuatia nu are solutii:
a) X’ +ax+1<0; b) ax’ +4ax+5<0.

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele
1. Determinati cea mai mare solutie intreaga a inecuatiei:

a) x+2225x—1; by x- XA 3l
2. Aflati cel mai mic numar natural ce apartine multimii solutiilor inecuatiei 3x—2 <1,5x +4.
3. Rezolvati in R inecuatia: a) x* +3x+2 > 0; b) 2x<x’; c) 4x* <1;
_ > () 2 _ . x=5 <
d) (x=3)(x+7)=0; e) x —x+3>0; f)3x+3_0.

Bl B Formam capacitatile si aplicam

x—4>5-2x,
3-2x<T7+x;

4. Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a) { 2 2 3x_1

10x—2>4x+1,
b)

372 2
5. Aflati cel mai mic numar intreg care apartine domeniului de definitie al functiei definite prin

formula f(x)=1/4+x+%

6. Rezolvati in R inecuatia: ~ a) (x—4)" +12>(3x—2)%; b) 3x(x +4/3) < (x +/3)%;
(x=2)(x"+4) _ Tx o
© 3x+1 =0 9 3x—4_1'

7. Pentru care valori ale lui x valoarea functiei f/: R =R, f(x)=-2x"—14x+ 20, este mai mare
decit valorile corespunzitoare ale functiei g: R >R, g(x)=x"—-2x-16?

8. Determinati legitatea si aflati numarul omis: | x> —6x+8 >0 ) 4
x=5 7
x+3 0
10x—x" =16~ )
Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream
_ _x=3 x—2]>6,
9. Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a) {* 2>35x 2 {i ¥—5 || <3

[3x+2|<10;
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Tx-2
2x+1

10. Rezolvati in R inecuatia dubla 1< <3.

N;” >0.
x +4x-12
12. Aflati valorile parametrului real @ pentru care inecuatia ax’ —8ax +3a + 7 >0 nu are solutii in R.

11. Rezolvatiin R inecuatia

13. Determinati valorile parametrului real a, astfel incit orice xe R sa fie solutie a inecuatiei

(@ =D)x* +2(1-a)x+2>0.

Test sumativ

Varianta | I

Timp efectiv de lucru: / | »

45 de minute I

Varianta Il I

1. Fie expresiile £, =223 si E, :—M. 1. Fie expresiile M, :% siM, :ﬂ.
a) Aflati valorile reale ale Iui x, astfel incit £l a) Aflati valorile reale ale Iui x, astfel incit
E <E,. M <M,.

b) Aflati valorile reale ale lui x pentru care [ b) Aflati valorile reale ale lui x pentru care
suma expresiilor £, si E, este un numar diferenta M, —M, este un numar ne-
nenegativ. negativ.

¢) Rezolvati in R sistemul {glz Z(())’ 5p ¢) Rezolvati in R sistemul {Z‘z i%’

2. Sirul (a,) este definit prin formula 239 2. Sirul (b,) este definit prin formula
a,=Tn+2. b,=-3n+1.

Aratati cd sirul (a,) este crescator. Aratati ca sirul (b,) este descrescator.

3. Fie functiile /: R—R, f(x)=-2x"+x-3, 3. Fie functiile /: R—>R, f(x)=-x+6, si
si gt R>R, g(x)=x+5. g R—>R, g(x)=3x>-8x-3.

a) Indicati litera A dacd propozitia este P a) Indicati litera A daca propozitia este
adevarata, sau litera F daca ca este falsa: adevarata, sau litera F daca ca este falsa:
»functia g ia valori pozitive ,Functia f ia valori negative
pentru xe (5, +o0)”. pentru xe (6, +o0) .
A F A F
b) Aflati xe R pentru care S >0. b) Aflati xe R pentru care S <0.
g(x) E g(x)

4. La o piscina, costul este de 20 lei pe ora, iar [&4 4. Compania ,,Moldnet” propune conectarea
consumatia minima este de 40 lei. La o alta la internet la pretul de 240 lei pentru instala-
piscina, costul este de 15 lei pe ora, iar re si taxa lunara de 150 lei. Compania ,,Super-
consumatia minima este de 60 lei. Deter- net”, oferind aceeasi viteza a internetului,
minati dupa cite ore a doua piscina este propune conectarea la pretul de 300 lei
mai avantajoasa decit prima. pentru instalare si taxa lunara de 140 lei.

Determinati dupa cite luni oferta companiei
,,Moldnet” devine mai convenabila.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |32-30|29-27 | 26—24 |23-20 | 19-15|14-10| 9-7 | 64 | 3—2 | 1-0
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laterala apotema




N Capitolul s

Recapitulare
si completari

§1. Puncte, linii, plane, unghiuri

1.1. Pozitii relative in plan

v' Doud puncte

Puncte confundate | Puncte distincte
A °B A . B
Notam: A=B. Notam: A+# B.

Punctul este cea mai simpla figura geometrica. Toate celelalte figuri geometrice
sint compuse din puncte.

O figura geometrica este o multime de puncte.

Portiunea dreptei AB cuprinsa Intre punctele 4 si B se numeste segment deschis si
se noteazd (AB). Punctele 4 si B se numesc extremitdtile (sau capetele)
segmentului.

Segmentul inchis AB se noteaza [ AB] si este format din (A4B) si punctele 4, B.

v Un punct $i o dreaptdi

Punctul apartine dreptei. | Punctul nu apartine dreptei.
« 7 o
Notam: Aed. Notam: Ae d.

Trei sau mai multe puncte ale unei drepte se numesc puncte coliniare.
Daca punctul 4 apartine dreptei d, atunci dreapta d
este impartitd de acest punct in doua semidrepte
complementare (sau opuse).

In desen, punctul A este originea semidreptelor complementare (AM si (AN.
Semidreapta ce nu contine originea ei se numeste deschisd. Semidreapta [AM
este inchisd, iar semidreapta (AM — deschisa.

A

N
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Recapitulare si completari

v' Doua drepte

Drepte confundate Drepte concurente Drepte paralele
a b
M /
Notam: a=b. Notam: a(\b={M}. Notam: a||b.

v' Doua drepte paralele intersectate de o secantd

Dreptele paralele a si b formeaza cu secanta ¢ urmatoarele perechi de unghiuri (fig. 1):

a) congruente:
Z3, £6

- alterne interne <
/4, /5

/1, £8
- alterne externe < o 7

A1, £5
L2, £6
£3, Z7
Z4, /8

- corespondente

b) suplementare (adica avind suma masurilor lor egald cu 180°):
£3, 45

- interne de aceeasi parte a secantei <
Z4, £6

£, /7
- externe de aceeasi parte a secantel < 22 /8

Pentru a afirma ca doud drepte intersectate de o secantd sint paralele, este suficient
sa ne convingem ca unghiurile unei perechi dintre cele mentionate poseda proprie-
tatea respectiva (sint congruente sau suplementare).

Exercitiu. Dreptele d| si d, din figura 2
sint paralele. Aflati masurile necunoscute
ale unghiurilor (x, y, z, ¢, u, v, w).
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1.2. Pozitii relative in spatiu b
v' Doua drepte

| Doua drepte |

i
/ \ 1
//
a 7
| concurente | | paralele |

Fig.3

Doua drepte care nu pot fi situate 1n acelasi plan sint necoplanare. HH

In figura 3, dreptele a si b (care contin doua muchii ale diferitor fete ale cubului) sint
necoplanare.

v' Un punct si un plan

Punctul apartine planului. Punctul nu apartine planului.
°A
A
o o
Notam: A€ o Notam: A& o

v' O dreapta si un plan

Dreapta este paralela Dreapta intersecteaza Dreapta apartine
cu planul. planul. planului.
d
\d
\1
\\ N
o o N o
S
Notam: d||a sau dNa=. Notam: d No ={A4}. Notam: d c a.
Definitie

O dreapta se numeste paraleld cu un plan daca ea nu are puncte comune cu
planul.

v' Doud plane

Planele coincid (sint Planele Planele sint
confundate). se intersecteaza. paralele.
[ /e /
: e [
Notam: o = f. Notam: o () B = 1. Notam: o || B.
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Recapitulare si completari

Definitie
Doua plane se numesc plane paralele dacd ele nu au niciun punct comun.

Observam ca intersectia a doua plane este o dreapta. Astfel, doud plane nu pot avea
doar un punct comun, doar doud puncte comune, doar trei puncte comune etc.

Teorema

Daca un punct apartine planelor diferite o¢ si [, atunci ele au o unica dreapta
comuna.

* Ce forma va avea in fiecare caz linia de tdiere (fig. 4), daca dintr-o loviturd aplicata
de fiecare cutit sub un unghi de 45° vom ,,perfora” planul «? Justificati.

T

o
Fig.4
1.3. Unghiuri
v Un unghi
Unghi ascutit Unghi drept Unghi obt Unghi alungit Unghi nul
& W & p & uz (intins) ghinu
4| i
| 4 4
i i A 0] B |o B
1 B
(0] 0] B 0
Notam: Notam: Notam: Notam: Notam:
m(£LAOB) <90°.| m(£LAOB)=90°.| m(£LAOB)>90°.| m(£LAOB)=180°.| m(LAOB)=0°.

Unghiurile alungite si cele nule se numesc unghiuri improprii, celelalte unghiuri
se numesc unghiuri proprii.

Douad unghiuri proprii se numesc unghiuri adi- ¢
acente daca au acelasi virf, o latura comuna,

iar celelalte doua laturi sint situate de parti diferite

ale laturii comune.

Unghiurile 4OB si BOC din figura 5 sint adiacente. Fig. 5

B
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v' Doua unghiuri cu acelasi virf (cazuri speciale)

Unghiuri adiacente Unghiuri adiacente Unghiuri opuse
complementare suplementare la virf
o
- y C A
0
© ¢ 4 ZAOB = £COD

v' Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele

A A
A4, y
1
B Yy
5, =

o
/( B, B
0, 0,
ZLAOB = ZA,0,B, ZAOB = ZA,0,B, m(£AOB)+m(£A4,0,B,) =180°
Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele
1. Cititi:
a) Ae b, Mz c, {N}=bNc; b)dc B, [MN]ca, aNb={K};
¢c) MN> 4B, A¢a, | Ca; d)d||l, ABLlm, {4, B, C}c B.
2. Realizati cite un desen pentru fiecare din cazurile a)—d) ale exercitiului 1.
3. Selectati propozitiile matematice si stabiliti valoarea lor de adevar:
a) ,,Marul este leguma.” b) ,,Compasul este o figura geometrica.”
¢),,0 lectie dureaza 45 min.” d) ,,Oricare ar fi dreapta, exista puncte ce-i apartin.”
e) ,,Doua segmente congruente au lungimi egale.”
4. Formulati negatia fiecareia dintre propozitiile exercitiului 3.
5. Unul dintre cele 4 unghiuri formate de doua drepte concurente are masura de 36°. Aflati masurile
celorlalte unghiuri.
6. Aflati masurile a doud unghiuri:

a) opuse la virf si complementare;

b) suplementare, stiind cd masura unui unghi este cu 30° mai mica decit a celuilalt;

¢) complementare, stiind ca masura unui unghi este de 9 ori mai mare decit a celuilalt;

d) congruente si adiacente, stiind cd masura unghiului format de bisectoarele lor este de 70°.
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Recapitulare si completari

7. Dreptele a si b din desen sint paralele. a /@‘
Aflati masurile unghiurilor formate de secanta c cu dreptele /
asib, daca: b B
a) o =41° b) B =108° ) B —a=32°. A

8. Formati cu ajutorul expresiilor de pe fisii propozitii adevarate de forma: ,,Daca..., atunci...”.

% doua unghiuri sint opuse la virf S doug drepte coplanare ny sip ”

concurente

cle sint paralele

doui drepte sint berpendiculare
be a treia (coplanars ¢y ele)

acuo
doud drepte formeaza © e
secantd O pereche de unime
alterne intern® congru

% ele sint congruente S

doua Unghjy
paralele cu o secanta sint corespondente 'au Masyr; egale

; doua unghiuri formate de doua drepte

% ele sint concurente S

ele sint suplementare % doud unghiuri sint drepte

9. Examinati desenul. Se stie ca £1=15°, £3="75°, iar unghiul 2 are
masura de 2 ori mai mare decit a unghiului 4.
Aflati masura unghiului 4.

distanta dintre doua drepte
diferite este 0

H B Formam capacitatile si aplicam
10. Punctele 4, B, C sint situate, 1n aceastd ordine, pe o dreapta si AB:BC =5:3. Aflati:

AB AC

RVTeE ® Bc-
11. Examinati desenul si calculati raportul lungimilor segmentelor:

a) AB si CD; b) AC 51 AD; ¢) BCsi BD; d) AD si 4B.

A B c D
12. Punctul C apartine segmentului 4B, astfel incit g—g = % Calculati raportul:
AB . BC. AB . AB- AC
RATek ®) %5’ ) 4B-BC" Y B BC

13. Calculati:
a) MN, daca raportul lungimilor segmentelor MN si KP este egal cu 2,4 si KP =4 cm;
b) KP, daca raportul lungimilor segmentelor MN si KP este egal cu 4,2 si MN =21 cm;
¢) raportul lungimilor segmentelor MN si KP, daca [MN] este de 3 ori mai scurt decit [KP].
14. Impartiti un segment de 12 cm in 3 segmente ale ciror lungimi sint proportionale cu numerele
1,2,3.

15. Impartiti un segment de 13,5 cm in 3 segmente ale ciror lungimi sint proportionale cu numerele
2,4,3.
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16. Formulati reciprocele propozitiilor obtinute la rezolvarea exercitiului 14. Stabiliti valoarea lor
adevar.

17. Pe o dreapta au fost marcate la distante egale unul de altul 10 puncte, astfel incit primul si
ultimul determina un segment de lungime x. Pe alta dreapta au fost marcate similar (la aceeasi
distantd) 100 de puncte, astfel incit primul i ultimul formeaza un segment de lungime y. De cite
ori x este mai mic decit y?

18. Se poate construi figura din desen fara a ridica creionul si fara a
redesena vreun segment?

19. Demonstrati prin contraexemple cd urmatoarele propozitii sint false:
a) ,,Orice numar de forma \/Z , unde ae N, este irational.”

b) ,,Citul oricaror doua numere irationale este un numar irational.”

¢) ,,Daca o secanta formeaza cu dreptele a si b patru unghiuri de

70° si alte 4 unghiuri de 110°, atunci dreptele a si b sint paralele.”

d) ,,Orice numar rational poate fi scris sub forma de fractie in mod

univoc.”

l B B Dezvoltam capacitatile si cream

0 cm, 2 cm si 5 cm. Cum se poate construi cu

20. Perigla din desen sint indicate doar notatiile
e . | s
ajutorul ei un segment cu lungimea de 6 cm?

21. Cum se poate taia, fara instrumente de masurat, dintr-un cablu cu lungimea de % m o bucata
de 50 cm?

22. Tmpértiti un patrat in doua:
a) patrulatere congruente, fiecare cu orice 2 laturi necongruente;
b) pentagoane congruente;
c) hexagoane congruente.

§2. Poligoane
2.1. Elementele triunghiului. Clasificarea triunghiurilor

* Observati figurile 68 si completati casetele, astfel Incit sa obtineti propozitii adevarate.
a) Laturile triunghiului XYZ sint .
b) [YB] este bisectoarea triunghiului XYZ, de- Y

oarece

c) [YH] este Tndltimea triunghiului XYZ, deoarece

d) Segmentul este triun- HBM Z E

ghiului XYZ, deoarece XM =MZ. i
Fig. 6
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Recapitulare si completari

e) Triunghiul XYZ este , decarece XY#YZ, XZ#YZ, XY+ XZ.
Triunghiul XYZ este , deoarece toate unghiurile lui sint ascutite.
f) Unghiul YZE este un unghi al triunghiului XYZ si
m(LYZE) =m(LX) +
g) Triunghiul /SO este , deoarece IS = SO.
Prin urmare, unghiurile sint congruente.
Triunghiul SO este , deoarece
m(£S)>90°.
h) Triunghiul /SO are mediana , bisectoarea
si inaltimea S7.
i) Triunghiul dreptunghic DRE are catetele R
si DR® = -
J) [AC] este linie mijlocie a triunghiului DRE, deoarece 4 ¢
=AD si RC =
Prin urmare, 2A4C = si AC || . D Fig. 8 E

2.2. Congruenta si asemanarea triunghiurilor

Definitie
Doua triunghiuri se numesc congruente daca au laturile respectiv congruente si
unghiurile respectiv congruente.

Notatia AABC = ADEF se citeste ,, Triunghiurile 4BC si DEF sint congruente”.

Exercitiu. Triunghiurile TR/ si UNG sint congruente. Completati: [/7]= ,
[UN]= , =[NG], =/R, ZT= , =

Criteriile de congruenta a triunghiurilor

Daca doua laturi si unghiul dintre ele ale unui triunghi sint respectiv congruente cu
doua laturi si unghiul dintre ele ale altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sint
congruente.

LUL

Daca o latura si unghiurile alaturate ei ale unui triunghi sint respectiv congruente
cu o latura si unghiurile aldturate ei ale altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sint
congruente.

ULU

aceste triunghiuri sint congruente.

Daca laturile unui triunghi sint respectiv congruente cu laturile altui triunghi, atunci
-
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Problema. Examinati figura 9.
Aplicind criteriile de congruenta, gasiti y ] F
perechi de triunghiuri congruente, daca:

AB=DC, AD =BC, F

AC=FE, AF =CE,

/HAC= /GEF,

Z/BCF = Z/GFC, C E

ZACB = LEFG. P Fig.9

o

Definitie
Doua triunghiuri se numesc asemenea daca ele au unghiurile corespunzatoare
congruente, iar laturile corespunzatoare sint proportionale.

Notatia AABC ~ ADEF se citeste ,, Triunghiurile ABC si DEF sint asemenea”.

Exercitiu. Triunghiurile 7RI si UNG sint asemenea. Completati:
TR Tl _

— LT = s = /R,

N

Criteriile de asemanare a triunghiurilor

Daca doua unghiuri ale unui triunghi sint congruente cu doua unghiuri ale altui
triunghi, atunci aceste triunghiuri sint asemenea.

Daca doua laturi ale unui triunghi sint proportionale cu doua laturi ale altui triunghi
si unghiurile formate de aceste laturi sint congruente, atunci aceste triunghiuri
sint asemenea.

Daca laturile unui triunghi sint proportionale cu laturile altui triunghi, atunci aceste
triunghiuri sint asemenea.

Exercitiu. Formulati criteriile de asemanare pentru doud triunghiuri dreptunghice.

c

Problema. Examinati figura 10. B D
Aplicind criteriile de asemanare, gasiti perechi
de triunghiuri asemenea, daca:

BC BD  AB _ AF
BF||CE, —==—=, —~—F=7=
ICE, E6=THF DF - DE’ A= F E
LA=LEDF, ZBCD = ZHGF.

Fig. 10
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Recapitulare si completari

Teorema lui Thales

Daca o dreapta care nu contine niciunul din virfurile unui
triunghi este paraleld cu o laturd a triunghiului, atunci
segmentele determinate de aceastd dreapta pe dreptele
suport ale celorlalte doua laturi sint proportionale (fig. 11):

A4ABC
d|| AC 44 CC
dNAB={4} ~ 4B CB’
dNBC={C}
—~—
M
Exercitiu. Formulati teorema lui Thales
pentru triunghiul 7R/ din figura 12, daca /|| T1.
N

Fig. 11

I Fig. 12

Problema. Reciproca teoremei lui Thales de asemenea este teorema. Formulati reci-

proca teoremei lui Thales.

2.3. Relatii intre elementele triunghiului

Teoreme despre elementele triunghiului dreptunghic

Teorema inaltimii

Patratul Tnaltimii coborite din virful unghiului drept al

unui triunghi dreptunghic este egal cu produsul dintre

lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuza (fig. 13):
AD? =BD-DC.

Teorema catetei

Patratul lungimii oricdrei catete a unui triunghi drept-

unghic este egal cu produsul dintre lungimile ipotenuzei

si proiectiei acestei catete pe ipotenuza (fig. 13):
AB*=BC-BD,  AC*=BC-CD.

Teorema lui Pitagora

Patratul lungimii ipotenuzei unui triunghi dreptunghic

este egal cu suma patratelor lungimilor catetelor (fig. 13):
BC* = A4B*+ AC.
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Probleme. Aplicind teoreme despre triunghiul dreptunghic, calculati distantele
necunoscute (fig. 14).

a) b) B
A
?cm
?7cm
'D
S &
Q G
ST
A
A|<—?cm—> C

Fig. 14

Teorema bisectoarei (optional) B M
Orice bisectoare a triunghiului Tmparte latura opusa c
virfului din care este construitd in segmente proportio-
nale cu celelalte laturi ale triunghiului (fig. 15):

BM _ MC

"AB ~ AC’ A Fig. 15

Al—"7cm —] 8cm > B
Problema. Aplicind teorema bisectoarei, 4\ D /v\
calculati AD.

2.4. Patrulatere

E‘l/f Observati figura 16 si completati casetele, astfel incit sa obtineti propozitii adevarate.
a) Laturile patrulaterului PATR sint

b) Unghiurile patrulaterului PATR sint

¢) Suma masurilor unghiurilor patrulaterului PATR este
egald cu

d) Daca perimetrul patrulaterului PATR este de 49 cm,

PA+TR =21 cm silatura PR este cu 2 cm mai lunga
decit latura AT, atunci AT = cm.

e) Dacd PA| TR, iar AT} PR, atunci PATR este
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Recapitulare si completari

j& Observati diagrama si completati casetele, astfel incit sa obtineti propozitii adevarate.

/ Paralelogram /

* Laturile opuse sint paralele si congruente.

» Unghiurile opuse sint congruente.

* Punctul de intersectie a diagonalelor este
mijlocul lor.

* Punctul de intersectie a diagonalelor este

centru de simetrie al figurii.

Inaltimile sint
congruente.

Dreptunghi

* Laturile sint congruente.
* Diagonalele sint perpendiculare.
 Diagonalele sint continute de

bisectoarele unghiurilor.

Unghiurile sint drepte.
Diagonalele sint
congruente.

Patrat

a) Rombul este un paralelogram

b) Patratul este un romb

c) Patratul este un dreptunghi :

d) este un paralelogram cu unghiuri drepte.

e) este un patrulater cu unghiuri drepte.

Problumé ole WM""'VW'P{L

Sa construim doar cu ajutorul riglei (negradate) mediatoarea unui segment
U7 dat 4B.
Rezolvare:
@ Fie segmentul 45.
Fixam rigla astfel, incit marginile ei sa atinga capetele
segmentului 4B si construim dreptele paralele a si b.

@ Fixam rigla in alta pozitie, astfel incit iarasi sa atingem
capetele segmentului 4B si construim dreptele paralele
csid.

Notam {M}=ad si {N}=b(c.
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oM
@ Patrulaterul AMBN este un romb (inaltimile lui sint congruente, B
fiind egale cu latimea riglei). Prin urmare, [MN] L [AB] si 1 B
punctul lor de intersectie este mijlocul lor. Deci, MN este
mediatoarea segmentului 4B (fig. 17). W
Fig. 17

Observatie. Algoritmul este valabil pentru orice segment 4B cu lungimea mai mare
decit latimea riglei si mai mica decit lungimea ei. De ce?

Exercitiu. Luind in consideratie faptul cd diagonalele rombului sint continute de bi-
sectoarele lui, construiti doar cu ajutorul riglei negradate bisectoarea unui unghi ascutit dat.

2.5. Poligoane cu n (n > 4) laturi. Poligoane regulate

Daca orice doud puncte din interiorul unui poligon determina un segment care apartine
interiorului poligonului, atunci poligonul este convex, altfel — poligonul este concav (fig. 18).

Poligon convex Poligon concav
a) Fig. 18 b)

* Copiati si completati tabelul:

Denumirea | Numrul Numarul diagonalelor Numarul | Suma rr}ésprilor
; . . | ce pornesc dintr-un virf | total de unghiurilor
i | @l al poligonului diagonale poligonului
Pentagon 5
6 720°
Heptagon 14
Octagon
Nonagon
Decagon 10
voxcun atri| n-3
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B Fixam cunostintele
1.

wn

L 3 &

Recapitulare si completari

* Un poligon convex cu laturile congruente si unghiurile
congruente se numeste poligon regulat.

* Oricarui poligon regulat i se poate circumscrie un cerc.

« In orice poligon regulat poate fi inscris un cerc. Raza
acestui cerc se numeste apotema poligonului regulat.

Astfel, triunghiul echilateral si patratul sint poligoane regulate.

Exercitii si probleme

Stabiliti dacd urmatoarele trei numere pot reprezenta lungimile laturilor unui triunghi (exprimate
in aceeasi unitate de masura):

a)9, 10, 16; b) 8, 12, 20; ) V5, V6, J11; d) V6, V7, J14.

. Realizati un desen corespunzator situatiei:

a) punctul M este mijlocul bazei triunghiului obtuzunghic isoscel ABC;
b) triunghiurile ABC si CMB sint isoscele si AM (1 BC = {Dj};

¢) triunghiurile ABF si GDE sint echilaterale si Ge [AF'], F € [GE];

d) ABAE = ADEA, [BE]N AD = {C}.

. Segmentele A4,, BB, si CC, sint mediane ale triunghiului ABC. Aflati perimetrul triunghiului

ABC, daca:
a)BC,=9cm, BA,=10cm, AB,=12cm;
b) B4, =3y/5 cm, AC, =+/125 cm, CB, =220 cm.

. Fie triunghiul 4BC. Masura unghiului 4 este de 2 ori mai mare decit masura unghiului B si de

3 ori mai mica decit masura unghiului C. Aflati masurile unghiurilor triunghiului.

. Construiti un triunghi cu laturile de 6 cm, 7 cm, 8 cm.
. Construiti un triunghi cu doua laturi de 8 cm si 9 cm si unghiul format de ele de 45°.
. Construiti un triunghi cu o laturd de 10 cm si unghiurile alaturate ei de 30° si 80°.

. Calculati perimetrul unui triunghi:

a) isoscel cu o laturd de 7 cm si alta de 15 cm; b) echilateral cu linia mijlocie de 12 cm;
c) scalen ale carui laturi au lungimile numere naturale consecutive pare, cea mai lunga fiind de
28 cm.

. Calculati:
a) 31°4029” +46°24'37", b) 118°27'35” +36°27'18”,
¢) 90°-17°55'56", d) 142°-72°34'56".

10. Punctele M, N, K, P sint mijloacele laturilor patrulaterului ABCD. Aflati lungimile laturilor

patrulaterului MNKP, daca AC =20 cm, BD =24 cm.

11. Punctul M, este proiectia ortogonald a punctului M (a, b) pe axa absciselor a unui sistem de

axe ortogonale. Aflati coordonatele punctului M,, daca:
a)a=3, b=—8; b)a=-0,4, b=24/5.
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12. Punctul M apartine bisectoarei unghiului 4OB. Aflati distanta de la punctul M la semidreapta
[OA, daca distanta de la punctul M la semidreapta [OB este de:

a)\ﬁ—3|cm; b)|3\/5—2\/§|cm.

13. Fie trapezul ABCD cu baza mare AD. Punctele X si Y sint mijloacele laturilor laterale ale trapezului.

Aflati:

a) XY, daca AD =18 cm, BC=12 cm; b) BC,daca AD =20 cm, XY= 14 cm.
14. Calculati masurile unghiurilor exterioare ale unui triunghi:

a) dreptunghic cu un unghi de 40°; b) isoscel cu un unghi de 110°;

¢) cu un unghi de 30° si altul de 80°.
15. Medianele AM si BN ale triunghiului ABC se intersecteaza in punctul P. Determinati:
a) PM si PN, daca AP =24 cm, BP=30cm,;
b) AP si BP, daca PM =+/6 cm, PN =/7 cm.
16. Un unghi al paralelogramului are masura de 55°. Aflati masurile celorlalte unghiuri ale
paralelogramului.

17. Ununghi al rombului are masura cu 40° mai mare decit a altui unghi al acestui romb. Determinati
masurile unghiurilor rombului.

18. Aflati masurile unghiurilor trapezului isoscel ABCD cu baza mare AD, daca:

a) m(£A4)+m(£D)=150°, b) m(£B)+m(£LC)=210°.
19. Aflati masurile unghiurilor trapezului dreptunghic ABCD cu baza mare AD, daca:
a) BAL AD, m(£A4)+m(«£D)=150°; b) CD L AD, m(£B)+m(£LC)=200°.
20. intre care siruri de numere existi o proportionalitate directd?
a)1,2,3,45i5,6,7,8; b)2,3,4,55i4,6,8,10;
©) /5, V6, \7 55,6, 7; d)%, % %512,5;2;1.
21. Completati, astfel incit numerele din prima linie sa fie direct proportionale cu numerele din linia
a doua:
a) 4| 6| 10| 12| b) 02 | | 18 | | 32 |
|18| | |27 |5|9|10| |12

22. Aflati numarul total de diagonale ale unui poligon regulat:
a) cu 13 laturi; b) cu 15 laturi.

H B Formam capacitatile si aplicam

23. Calculati perimetrul unui triunghi echilateral cu linia mijlocie de % cm.

24. Aflati masura unghiurilor formate la intersectia:
a) a doud mediane ale triunghiului echilateral;
b) a trei indltimi ale triunghiului echilateral.

25. Inaltimea unui triunghi echilateral cu laturile tangente la un cerc este cu 10 cm mai mare decit
raza acestui cerc. Determinati indltimea triunghiului.

26. Mediana unui triunghi echilateral cu laturile tangente la un cerc este cu 12 cm mai mare decit
raza acestui cerc. Aflati mediana triunghiului.
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27.

28.
29.

30.

31.

32.
33.

34.

36.

l B B Dezvoltam capacitatile si cream
37.

38.

39.
40.
41.

42.

Recapitulare si completari

Pe prelungirea laturii AC a triunghiului echilateral ABC se ia punctul D, astfel incit AC = CD.
Stiindca 4B = 43 cm, aflati:
a) unghiurile triunghiului BCD; b) BD.

Aflati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic cu virfurile pe un cerc, daca raza acestui
cerc este cu 17 cm mai mica decit lungimea ipotenuzei.

Daca marim cu 8 cm latimea unui dreptunghi obtinem un patrat cu perimetrul de 96 cm. Aflati
perimetrul dreptunghiului.

Aflati coordonatele celui de-al patrulea virf al paralelogramului ABCD, daca:
a) 4 (=2;3), B(6;4), C(5;-3); b) 4 (1; 1), B(-3;3), C(-2;-1).

[CM] si [CH] sint respectiv o mediana si o Tnaltime B
a triunghiului ABC cu m(£C)=90°.
5 CM _5

Aﬂat1 —_— d CH =7 6cm

Examinati desenul. Aflati 4B, AH, BH, CH.

Virfurile unui triunghi cu laturile de 6 cm, 8 cm si C A
10 cm apartin unui cerc. Aflati raza cercului.

Examinati desenul. Aflati AB si AC.

. Diagonala unui trapez isoscel injumatéteste unghiul

obtuz al trapezului. Aflati lungimea bazei mari si
inaltimea trapezului dacd baza mica este de 3 cm, iar 300 18cm
perimetrul trapezului este egal cu 42 cm. A D

Fie trapezul isoscel ABCD cu baza mare AD. Aflati masurile unghiurilor trapezului, daca [ AC
este bisectoarea unghiului BAD si AD =2BC.

Fie O punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului ABCD. Aflati AB si BC, daca
perimetrul paralelogramului este egal cu 80 m, iar perimetrul triunghiului AOD este cu 10 m mai
mare decit perimetrul triunghiului DOC.

Diagonala unui trapez isoscel imparte unghiul obtuz in jumatate. Aflati perimetrul trapezului
daca el este cu 18 cm mai mare decit lungimea bazei mari, iar linia mijlocie a trapezului este de
Scm.

Laturile unui triunghi sint tangente la un cerc. Aflati raza cercului daca laturile triunghiului au
lungimile egale cu 5 cm, 12 cm, 13 cm.

Fie ABC un triunghi isoscel cu [ AB]=[BC]. Punctele M si N apartin exteriorului triunghiului
ABC, astfel incit triunghiurile ABM si BCN sint echilaterale. Demonstrati ca MN || AC.

Suma distantelor de la virfurile triunghiului ABC la dreapta d este egala cu 30 cm. Aflati suma
distantelor de la mijloacele laturilor triunghiului ABC la dreapta d.

Punctul O apartine interiorului patratului ABCD.
Demonstrati cd dacd m(£LOCD) =m(£LODC) =15°, atunci triunghiul 4OB este echilateral.
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Test sumativ

Varianta |

1. a) Realizati un desen corespunzator si-

tuatiei: AACD, m(£A)=90° Be[AC],
Ee[DC], AB=BC=3cm,
CE=ED=5cm.

b) Aflati BE.

¢) Completati: AACD ~

d) Aflati AD.

. Un turist s-a pornit din punctul 4 si a mers
spre est 480 m pina in punctul B, apoi spre
sud 200 m si a ajuns 1n punctul C.

a) La ce distanta de la punctul 4 se afla
turistul?

b) Determinati aria triunghiului 4ABC.

c¢) Aflati distanta dintre punctul B si dreap-
ta AC.

d) Cit timp va parcurge el distanta CA4 daca
se va misca cu viteza de 5,4 km/h?

. Aflati numarul total de diagonale ale unui
poligon regulat cu 12 laturi.

. Fie trapezul dreptunghic ABCD cu
m(Z£A)=45°. Baza mare a trapezului este
de 8 cm, iar latura laterald cea mai lunga
este de 4+/2 cm. Aflati perimetrul trape-
zului.

1.

Timp efectiv de lucru: l\,
45 de minute == | '
»

Varianta II

a) Realizati un desen corespunzator si-
tuatiei: AMNK, m(£M)=90°, Pe [MN],
Re[NK], MN =2PN =8 cm,

NK =2NR =10 cm.

b) Aflati PR.

c) Completati: APNR ~

d) Aflati MK.

. Un turist s-a pornit din punctul M si a mers

spre nord 600 m pina in punctul N, apoi
spre vest 450 m si a ajuns in punctul K.

a) La ce distanta de la punctul M se afla
turistul?

b) Determinati aria triunghiului MNK.

c) Aflati distanta dintre punctul N si dreap-
ta MK.

d) Cit timp va parcurge el distanta KM daca
se va misca cu viteza de 5,4 km/h?

. Aflati numarul total de diagonale ale unui

poligon regulat cu 14 laturi.

. Fie trapezul isoscel 4BCD cu baza mi-

cd BC de 24/3 cm, 1naltimea BK de 1 cm,
m(£A4) =30°. Aflati perimetrul trapezului.

Baremul de notare

Nota

10 7

6

5

26-25|24-22|21-19 | 18-16

Nr. puncte

15-14

13-10| 9-7
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BN Capitolul s

Cercul

§&1. Recapitulare si completari

1.1. Elementele cercului. Proprietati de baza

—ll NE AMINTIM
E‘E Stabiliti ce figura defineste multimea:
a) punctelor egal departate de extremitatile unui segment dat;
b) punctelor situate la distanta de 5 cm de un punct dat.

Definitii

¢ Fie r un numar real pozitiv si O un punct din plan. Cercul de centru O si raza r
este multimea punctelor din plan situate la distanta » de punctul O (fig. 1).
Notam: € (O,r).

¢ Fie Ae €(0,r). De asemenea, numim raza seg-
mentul ce uneste centrul cercului cu un punct al lui.

¢ Segmentul ale carui extremitati sint puncte ale cer-
cului se numeste coarda. Coarda care contine
centrul cercului se numeste diametru al cercului.

¢ Punctele 4 si B se numesc diametral opuse, daca
[AB] este diametru. Fig, 1

* Amintiti-va definitia figurilor congruente si stabiliti care dintre urmatoarele cercuri
sint congruente: €, (A,r =3 cm), €,(B,r =4 cm), €,(A4,r =4 cm), €,(B,r =3 cm).

32/£ Examinati desenul (fig. 2, O este centrul cercului)
si numiti punctele situate de centrul cercului la
distanta:
a) egald cu raza cercului;
b) mai mica decit raza cercului;
¢) mai mare decit raza cercului.
Care dintre aceste puncte apartin interiorului
cercului?
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Definitii

¢ Fie €(0,r). Multimea punctelor M din plan pentru care OM < r se numeste
interiorul cercului. Notam: Int €(O,r).

¢ Multimea punctelor N din plan pentru care ON >r se numeste exteriorul
cercului. Notam: Ext €(O,r).

¢ Reuniunea €(0,r)si a interiorului lui este discul de centru O si raza r.
Notam: 9(O,r).
Prin urmare, 9(0,r)=%¢(0,r)U Int €(O,r)={M |OM <r}.

5 C. . e .
@ Examinati desenul (fig. 3) si demonstrati cé orice 3 punc-
te diferite ale unui cerc sint necoliniare.

Indicatie. Demonstrati prin metoda reducerii la absurd
ca Cg 4B, unde 4, B, C sint trei puncte arbitrare diferite
de pe cerc. Presupunind ca C e AB, cercetati triunghiurile
dreptunghice ODB si ODC.

* Cite puncte comune, cel mult, pot avea o dreapta si un
cerc?

%@ INVESTIGAM

:@Examina‘;i desenul (fig. 4, O este centrul cercului). 0
Ce se poate spune despre segmentul OM si triunghiul AOB,
dacéd: a) OM 1 A4B;
b) M este mijlocul segmentului 4B?
Trageti concluzia. Fig. 4

A M B

Teorema 1

Daca diametrul cercului contine mijlocul unei coarde, atunci el este perpendicular pe ea.

» Formulati reciproca teoremei 1, care de asemenea este teorema.

* Demonstrati teorema 1 si reciproca ei.

Teorema 2

Dacd doua coarde ale unui cerc sint congruente,
atunci ele sint egal departate de centrul cercului.

*Sa demonstram teorema 2.
Ipoteza: {4,B,C,D} c €(0,r), [AB]=[CD].
Concluzie: d(O,[AB])=d(0,[CD)).
Demonstratie:

® AAOB = ACOD (Criteriul LLL). Fie M, N mijloacele
segmentelor 4B si respectiv CD (fig. 5).

* Optional
(VA Geometrie




@ [OM ]si [ON] sint mediane si indltimi ale triunghiurilor AOB si respectiv COD.
Conform @, [OM |=[ON].
® d(0,[4B])=0M =ON =d(0, [CD])), cctd. P>

* Reciproca teoremei 2 de asemenea este teorema.
Formulati si demonstrati reciproca teoremei 2.

» Reformulati intr-o singura teorema de forma ,,/poteza daca si numai daca Concluzia™:
a) teorema 1 si reciproca ei; b) teorema 2 si reciproca ei.

* Aplicind teorema 1, explicati cum poate fi gasit centrul necunoscut al unui cerc dat.

1.2. Pozitiile relative ale unei drepte fata de un cerc
—ll NE AMINTIM

EE Examinati desenele (fig. 6, O este centrul cercului). Observati cum se numeste dreap

ta [ In fiecare caz.

[

dreapta exterioara dreaptd tangenta la cerc; dreaptd secanta
cercului M — punct de tangenta la cerc

Fig. 6

* Fie d distanta de la centrul cercului €(O,r) la dreapta /. Completati adecvat:
a) Dreapta [ este cercului ‘€(O,r) daca si numai daca d > r.
b) Dreapta / este tangenta la cerc daca si numai daca

c¢) Dreapta / este daca si numai daca d <

Teorema 3
Daca o dreapta este tangentd la un cerc, atunci ea este perpendiculard pe raza
dusa 1n punctul de tangenta.

*Sa demonstram teorema 3.

Ipoteza: €(O,r)\1={M}.

Concluzie: OM L 1.

Demonstratie:

Aplicdim metoda reducerii la absurd.
@ Presupunem contrariul: OM k1.

* Optional
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Fie ca perpendiculara pe / construitd din
punctul O intersecteaza / in punctul 4 (fig. 7).
@ Fie Bel, astfel incit [AB]=[AM].

@ AOAB =AOAM (Criteriul CC).
@ Conform @), [OB]=[0OM], adica [OB] este
raza. Prin urmare, Be €(O,r).

Am obtinut ca dreapta / are doua puncte
comune (M si B) cu cercul — contradictie.

Deci, presupunerea OM X[ este gresita,
adica OM L1. B

. . . Fig.7
Reciproca teoremei 3 de asemenea este teorema.

» Formulati si demonstrati reciproca teoremei 3.

'Pf*’uuﬁ ol m.dfvw,h, (optional) M

% Fie M un punct al cercului ‘€¢(0,r) (fig. 8).
0 Sa construim o dreapta tangenta la cerc, astfel incit M sa

fie punctul de tangenta.

A Y4
z

Rezolvare:

@® Construim raza OM (fig. 9).
@ Construim perpendiculara AB pe dreapta OM:
- construim O, € OM, astfel Incit [O,M |=[OM ];
- construim €,(0,r,) si €,(0,,r,),unde r, >r;
- €NC = {4,B}.
® Conform reciprocei teoremei 3, deoarece 4B 1. OM -
si M e €(0,r), rezultd ca AB este tangenta la cerc
in punctul M.

Fig.9

Prin orice punct al cercului se poate construi o unica dreapta tangentd la cerc in
acest punct.

Problema. Examinati desenul (fig. 10) si demonstrati ca:
a) [AM]=[BM];
b) [MO este bisectoarea unghiului AMB.

¢ Doua tangente la acelasi cerc, duse dintr-un punct ex-
terior cercului, determind cu punctele de tangentd doua
segmente congruente.

e Semidreapta cu originea intr-un punct exterior si care
contine centrul cercului este bisectoarea unghiului for-
mat de tangentele din acest punct la cerc.

V:V/9 Geometrie




Cercul

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Construiti si notati un cerc:
a) de centru 4 siraza 4 cm; b) de centru B siraza 6 cm.

2. Examinati desenul (O este centrul cercului) si numiti: razele; coardele; diametrele; punctele
interioare cercului; punctele exterioare cercului; punctele diametral opuse.
a) B b) D

°F X

3. Stabiliti pozitia punctului 4 fatd de ¢(O, r = 6cm), daca distanta de la 4 la O este de:
a) 6 cm; b) 35 cm; ¢) 6,(6) cm; d) (\/g + \/3) cm.
4. Coardele AB si CD ale unui cerc sint situate la aceeasi distanta de la centrul cercului. Aflati 4B,
daca:
a) CD=8cm; b) AB+CD=14cm; c¢) AB+2CD=6410 cm; d) 5AB+CD=12 cm.
5. Diametrul 4B intersecteaza coarda MN a aceluiasi cerc de raza R sub un unghi drept in punc-

tul £. Aflati distanta de la centrul cercului la MN, daca:
a) ME=9 cm, R=15cm; b) ME=12cm, R=13 cm; c) 4NE=2R-2cm=32 cm.

6. Fie d distanta dintre dreapta /i centrul cercului € (O, r). Determinati pozitia dreptei / fata de

cerc, daca:
a) d=3cm, r=4cm; b)d:6,3cm,r:3\/5_cm;
c)d=r=27cm; d)dzOcm,rzicm;

9

e)d:\/3—\/§cm,r:3 2\/5 cm.
| o3 - L0
7. Aflati raza cercului i lungimea segmentelor AC si BM din desen,
unde M este mijlocul segmentului AC.

8. Din punctul M exterior cercului au fost duse tangentele la cerc. Fie 4
si B punctele de tangenta. Aflati BM, daca:
a) AM =13,7cm;
b) AM —2BM =-3,(4)cm;
c) AB =8 cm, m(LAMB) =60°.

9. Mediatoarea segmentului nenul AB trece prin centrul cercului €(O, r). Stabiliti pozitia dreptei

AB fata de cerc, daca:
a) OA=5cm, r=6cm; b) OA:r:%cm;
c) OA=14 cm, r=12% cm si AB=12cm; d) OA=15cm, r=12cm si AB=18 cm.
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10. Fie €(O, r). Aflati distanta de la centrul cercului la coarda 4B, daca:
a) AB=8cm, r=5cm; b) AB=24cm, r=13cm; c) AB=a, r=».

11. Fie [AB] o coarda a cercului ¢(O, r), iar d — distanta de la centrul cercului pind la aceasta
coarda. Determinati », daca:
a) AB=12cm, d =8cm; b) AB=d =+3cm.

12. Care este masura unghiului format de tangentele la un cerc, duse dintr-un punct aflat la o
distanta de cerc egala cu raza cercului?

13. Construiti un cerc, stiind ca orice coarda a lui are cel mult 10 cm.

14. Fie cercul €(O, r =8 cm) si AB o coarda a lui. Folosind doar echerul, construiti mijlocul
lui [4B].

15. Distanta dintre centrul O al cercului si o coarda AB este de doud ori mai mica decit raza.
Determinati m(£A4BO).

16. Intr-un cerc, la distanta de 6 cm de centru, este dusi o coarda de 124/3 cm. Aflati raza cercului.
17. Stabiliti pozitia punctului M fata de €(O, r) daca:

a) OMZ%F; b) 0M=\2—\/5_\r; c) OM:%.

H B Formam capacitatile si aplicam

18. Din punctul 4, aflat la distanta de 29 cm de la centrul cercului €(O, r), a fost dusa tangenta
AB la cerc (B este punctul de tangentd). Determinati raza cercului, dacd 4B =21cm.

19. Fie Ae Ext €(O, r=5cm) si Ce €(0, r), astfel incit 4C este tangenta la cerc. Aflati OA4, daca
m(£LOAC) =30°.

20. Fie M e Ext€(O,r=3,5cm) si Ae €(O, r), astfel incit AM este tangenta la cerc. Aflati OM,
daca m(LAMO)=30°.

21. Fie M € Ext €(O, r) si Ae €(O, r), astfel incit AM este tangenta la cerc. Aflati raza cercului,
dacd m(LAMO)=45° si AM =17,5 cm.

22. Fie M e Ext €(O, r= V15 cm) si Ae €(0, r), astfel incit AM este tangentd la cerc. Fie N
mijlocul segmentului OM. Determinati AN, dacd m(£L4AOM) = 60°.

23. Matematica in viatd. Mihai a construit un cerc si a sters centrul. Cum construim centrul cu
ajutorul riglei si compasului?
Indicatie. Folositi teorema 1 (pag. 142) si proprietatea mediatoarei unui segment.

24. Fie AM tangenta la €(O, R) in punctul 4. Aflati distanta de la punctul O la punctul M, daca:
a) AM =0,8, r =0,6; b) AM =24, r=18; c) AM =x,r=y.
25. Demonstrati ca mijloacele coardelor de aceeasi lungime ale unui cerc sint puncte conciclice

(apartin aceluiasi cerc).
Indicatie. Utilizati teorema 2 (pag. 142).
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26. Cercurile €(O,r) si €(O,,r) se intersecteaza in punctele M si N. Aflati OO,, daca
MO=13cm, MO, =6 cm, MN =10cm.

Indicatie. Pentru a construi [4B] folositi teorema 1ndltimii si relatia (\/E )’ =3-5.

277. Construiti un cerc de raza r ce trece prin punctele 4 si B date, daca:
a) AB=5cm, r=6cm;
b) 4B= V15 cm, r=5cm. Indicatie. Pentru a construi [4B] folositi teorema inaltimii si
relatia (\/E)2 =3-5.

28. Fie cercul €(O, r=8cm). Construiti un triunghi 4ABC inscris in acest cerc, astfel incit
AB=2BC =10cm.

29. Utilizind doar rigla si compasul, construiti un unghi de:
a) 45°; b) 22°30’; ¢) 157°30".

Hl B B Dezvoltam capacitatile si cream

30. €(0,, R) si €(0,, r) sint exterioare, adicd 0,0, > R+r. Dreapta / este tangentd ambelor
cercuri in punctele 4 si respectiv B. Calculati 0,0,, dacd m(£40,0,)=60°, R=15cm,
r=5cm. Cercetati toate cazurile posibile.

31. Intr-un triunghi dreptunghic un punct de tangenta al cercului inscris in acest triunghi imparte
ipotenuza in segmente cu lungimea de 5 cm si 12 cm. Aflati lungimile catetelor triunghiului.

32. Intr-un cerc cu raza de 25 cm sint duse, de aceeasi parte a centrului, doua coarde paralele, cu
lungimile de 40 cm si 30 cm. Determinati distanta dintre aceste coarde.

33. Fie dreapta [ si punctele M si N. Construiti un cerc care contine punctele M si N si al carui
centru apartine dreptei /. In ce situatie problema:
a) are o singurd solutie;
b) are o infinitate de solutii;
¢) nu are nicio solutie?

34. Fie cercul €(0, r) sipunctul M exterior cercului. Construiti prin M o dreapta care taie cercul
dupa o coarda de lungime x, unde:
a) r=10cm, MO=15cm, x=8 cm;
b) r=8cm, MO=12 cm, x=10 cm.
Indicatie. Utilizati teorema: Doud coarde ale unui cerc sint congruente daca i numai daca
sint egal departate de centrul cercului.

Matematicd distractivg
35. Tmpartiti cu ajutorul a doar trei taieturi rectilinii un disc in:
a) 4 parti; b) 5 parti; c) 6 parti; d) 7 parti.

36. Dintr-un punct al cercului este coborita o perpendiculara pe o raza a lui, astfel incit aceasta
raza este Impartita in doud segmente proportionale cu 8 si 9, considerind de la centru. Aflati
lungimea perpendicularei, daca raza cercului este de 68 cm.
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§2. Unghiuri inscrise in cerc

2.1. Unghi la centru. Arce de cerc
— Il NE AMINTIM

?‘I}Care este masura unghiului descris de minutarul unui ceas timp de 10 min?

Definitii

¢ Un unghi cu virful in centrul unui cerc se numeste unghi la centru.

¢ Intersectia cercului cu interiorul unghiului la centru se numeste arc mic al cercului.
Notam: _ AB, unde A4 si B sint punctele de intersectie a unghiului la centru cu
cercul. 4

¢ Intersectia cercului cu exteriorul unghiului la centru c
se numeste arc mare al cercului. Notam: _ ACB,
unde C apartine cercului, dar nu apartine arcului mic.

arC Marg
Q
>

¢ Punctele 4 si B se numesc capetele arcelor. Arcele
AB si ACB se numesc arce complementare.
In afard de faptul ca punctele 4 si B determina doua
arce, ele mai determina coarda AB. Se spune ,,coarda Fig. 12
AB subintinde arcul 4B

¢ Misura unui arc mic este masura unghiului la centru corespunzator arcului.

¢ Misura unui arc mare este egald cu 360° minus masura arcului complemen-
tar lui.

¢ Doua arce ale aceluiasi cerc (sau a doud cercuri congruente) sint congruente
daca au masuri egale. Notatia _ AB=_ CD se citeste: arcele 4B si CD sint
congruente.

¢ Capetele unui diametru determind doud arce congruente, numite semicercuri,
fiecare cu masura de 180°.

\»’g@ INVESTIGAM

g Examinati desenul (fig. 13, O este centrul cercului).
Utilizind datele din desen si luind 1n consideratie ca G
ZAOB = ZCOD si [AG]|=[EF], determinati:
a) CD; F
b) m(LFOE).
Rezolvare:

AAOB = ACOD (Criteriul LUL).

Fig. 13
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Prin urmare, CD = cm.

AAOG = (Criteriul LLL).
m(LFOE)=m(L )= °.

Raspuns: CD = cm, m(LFOE)= °.
Teorema 4

Daca doua coarde ale aceluiasi cerc (sau a doua cercuri congruente) sint congru-
ente, atunci arcele pe care le subintind sint congruente.

Reciproca teoremei 4 de asemenea este teorema.

* Demonstrati teorema 4 si reciproca ei.
@ W ol m\dﬂ/wj& (optional)

Cum se poate construi un cerc, stiind ca o
coarda de 3 cm subintinde in acest cerc un arc
de 70°?

Rezolvare:

@ Pentru a construi cercul, trebuie sa construim un seg-
ment de lungimea razei (fig. 14).

@ Consideram constructia realizata (vezi desenul).

@ Fie [OM] inaltime a triunghiului isoscel AOB.
AOMB este dreptunghic, m(£B) =55°, Fig. 14
BM =1,5 cm.

Prin urmare, conform criteriului CU, triunghiul OMB (in particular, ipotenuza OB)
poate fi construit in mod univoc.

@ Constructia poate fi realizata in modul urmator:
construim segmentul 48 de 3 cm;

construim mediatoarea MM, a segmentului 4B, unde M este mijlocul segmentu-
lui AB;

construim [BB,, astfel incit m(LMBB,) =55°%;

[MM, N[BB, ={0};

construim cercul €(O,OB).

« Utilizind proprietatile triunghiurilor si ale unghiurilor obtinute la intersectia a doua
drepte paralele de o secanta poate fi demonstrata:
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Teorema 5

B C D
Doua arce ale aceluiasi cerc / \ ‘
cuprinse intre doua coarde - 0 D 4 C
paralele sint congruente U

(fig. 15). p

AD||BC= _AB=_CD
Fig. 15

2.2. Unghiuri inscrise in cerc

'?Q INVESTIGAM
) &

. Examinati desenele (fig. 16) si aflati m(£LA4ABC).

A
A
50°
C > B B ¥ > B
C
a) b)
Fig. 16
Rezolvare:

a) Examindm AAOB: [AO]=[0OB], deci LB = ZA.
ZAOC este unghi exterior pentru LZAOB, deci m(£LAOC)=m(LA)+ m(LB).
m(AB):%m(Z )= e,

b) Ca i in cazul a) m(ZABB,)= %m(AAOBI), 1)

m(£B,BC) = %m(é ). @)
Adunind relatiile (1) si (2), obtinem

m(£ABB,)+m(£B,BC) = m(LABC) = %m([ )= e
¢) Similar cazurilor a) si b), obtinem:
m(LABC) = %m([ )=,

Teorema 6

Masura unui unghi inscris 1n cerc este egala cu
jumatate din masura arcului cuprins intre laturile
unghiului (fig. 17).

Fig. 17
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Cercul

Consecinta 1 Consecinta 2
Unghiurile Inscrise in acelasi arc de cerc | Unghiurile Inscrise intr-un semicerc sint
sint congruente (fig. 18). drepte (fig. 19).

N
NS —\
N

Fig. 18 Fig. 19

Exercitiu. Desenul din figura 20 sugereaza
un algoritm de construire a tangentelor la un cerc
de centru O dintr-un punct M dat, exterior
cercului. Luind in consideratie consecinta 2,

explicati acest algoritm.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Desenati si notati un unghi la centru de masura ¢ al cercului €(O, ), unde:

a) a=60° r=4cm; b) ¢ =90°, r=6 cm; c)a=120°,r=\/§cm.
2. Punctele 4, B, C apartin unui cerc §i Be — AC.

a) Aflati m(— BC), daca m(— 4C)=120°, m(— 4B)="75°.

b) Aflati m(— AC), dacd m(— A4B)=35°, m(— BC)=55°.

¢) Aflati m(— AB), dacd m(— AC)=150°, m(— AC)+m(— BC)=175°.

3. Comparati MN si KL din urmatoarele figuri (O este centrul cercului):

b) c)
NK
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4. Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

a) 7 b s ©) a d)
A @,
A

5. Cite grade are unghiul la centru corespunzator arcului:

1 .. 1 .. 1.
a) de 3 din cerc; b) 3 din cerc; c) T0 din cerc;
1 1 1
1. ) 1 . . 1. o
d) B din cerc; e) 3 din semicerc; f) B din semicerc?

6. Construiti unghiul 4BC format de secanta AC si tangenta AB ale aceluiasi cerc, astfel incit:
a) m(£LABC) =40°; b) m(LABC) =175°%; ¢) m(£LABC)=350°.
7. Construiti unghiul ABC cu virful B in interiorul cercului, astfel incit:
a) m(LABC) =25°; b) m(LABC)=115%, ¢) m(LABC)=210°.
8. Construiti unghiul ABC cu virful B in exteriorul cercului, astfel incit:
a) m(LABC)=170% b) m(£LABC)=127°; c) m(£LABC)=165°.
9. Aflati diametrul cercului in care este inscris triunghiul 4BC cu unghiul drept B si:
a) AC=8cm, BC =4cm; b) AB=20cm, BC =2lcm.

10. Fara a masura, stabiliti tipul (ascutitunghic, dreptunghic, optuzunghic) triunghiului ABC
(O este centrul cercului) din desen.

TN L0 NG
= =
N

A
11. Punctele 4, B, C, D sint situate, in aceasta ordine, pe un cerc. [AC] si [BD] sint diametre
perpendiculare. Determinati tipul patrulaterului ABCD.

12. Punctele 4, B, C, D sint situate, in aceasta ordine, pe un cerc. [AC] si [BD] sint diametre
neperpendiculare. Determinati tipul patrulaterului ABCD.

13. Punctele 4, B, C, D sint situate, in aceasta ordine, pe un cerc de centru O si AB || CD. Aflati:
a) m(£LAOD), daca m(£LBOC) =50
b) m(£LBOC), daca m(LDAO) =70
¢) m(£A4ADO), daca m(£LBCO) =65°.
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14. Domnul Albu a vopsit o portiune din bordura ce imprejmuieste

15.

H B Formam capacitatile si aplicam

16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.
23.
24.

25.

B B Dezvoltam capacitatile si cream
26.

27.

Cercul

un razor de flori in 10 minute (vezi desenul). In cite minute va
reusi sa vopseasca portiunea ramasa a bordurii?

Fie ABC un unghi format de secanta 4B si tangenta AC
(4 este punctul de tangenta) la un cerc de centru O. Aflati
m(£BAC), dacda m(£L40B)=80°.

Punctele 4, B, C, D, E sint situate, In aceasta ordine, pe un cerc. Aflati masurile arcelor AB, BC,
CD, DEA, daca ele sint direct proportionale cu numerele 3, 4, 2, 3.

Punctele 4, B, C, D, E sint situate, in aceasta ordine, pe un cerc. Aflati masurile arcelor AB, BC,
CD, DEA, daca ele sint invers proportionale cu numerele 1, 2, 3, 6.

Dintr-un punct al cercului sint duse doud coarde perpendiculare cu lungimile de 35 cm si
12 cm. Determinati raza cercului.

Cite arce si cite coarde exista cu capetele:
a) in 3 puncte ale unui cerc; b) in 7 puncte ale unui cerc; ¢) in n puncte ale unui cerc?

Impartiti un cerc in sase arce, astfel incit masurile lor sa fie proportionale cu numerele 1, 3, 6, 7,
8 11.

Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

2) l b) o) ‘ d)
‘
</
Za\ ,r
Bris: Vi N>,

Care este masura arcului descris de minutarul unui ceas la un interval de:
a) 20 de minute; b) 25 de minute; ¢) 4 minute; d) 35 de minute?

Punctele 4 si B apartin unui cerc, astfel Incit m(— AB)=120°. Aflati raza cercului, daca
AB=6y3cm.

Coardele AB si AC ale unui cerc sint congruente si au fiecare lungimea de 16 cm. Aflati raza
cercului, dacd m(— BC)=120°.

Fie AB o coarda a unui cerc. Prin punctul 4 se duce tangenta AC la cerc, iar prin punctul B —
o coardd BD. Determinati m(£BAC), dacd m(£LBDA) =80°.

Laturile unui unghi cu masura de 60° sint tangente la un cerc de raza 20 cm. Aflati distanta
dintre punctele de tangenta.

Laturile unui triunghi dreptunghic sint tangente la un cerc. Unul dintre punctele de tangenta
imparte o cateta in segmente de lungimi de 3 cm si 5 cm. Determinati lungimea ipotenuzei.
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Capitolul 2

28. Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

k)
SN

29. Folosind rigla si compasul, construiti un arc de:
a) 60°; b)30%  ¢)120°% d) 15°.

30. Se cunoaste un unghi de 19°. Construiti (doar cu rigla si compasul) un unghi de:
a) 9°. Indicatie. 180°=19°-9+9°. b) 5°; c) 1°.

31. Se da un unghi de 25°. Construiti, folosind rigla si compasul, un unghi de:
a) 10°. Indicatie. 100°=25°-4=90°+10°. b) 5°; c) 20°.

32. Fie €(O, r =4 cm) si punctul 4 exterior lui. Construiti tangentele AM si AN ale cercului.

33. O coarda a unui cerc are lungimea de 30 cm. Printr-o extremitate a acestei coarde este dusa o
tangenta la cerc, iar prin cealalta extremitate este dusa o coarda cu lungimea de 36 cm, paralela
cu tangenta. Aflati raza cercului.

34. Intr-un cerc de raza 2 cm este construitd o coarda de 1 cm. Printr-o extremitate a acestei coarde
este dusa o tangenta la cerc, iar prin cealaltad extremitate este dusa o coarda paraleld cu
tangenta. Determinati lungimea acestei coarde.

§3. Cercuri inscrise.
Cercuri circumscrise

3.1. Cercuri inscrise

f?@ INVESTIGAM

L
2 12 Cum poate fi construit un punct M pe
latura AB a triunghiului ABC, egal
departat de celelalte doua laturi (fig. 21)? A

AN AN

Rezolvare:

@® Multimea punctelor egal departate de semi-
dreptele [CA si [CB este bisectoarea unghiu-
lui C. Prin urmare, {M}=[A4B]N[CC,, unde
[CC, este bisectoarea unghiului C.

Fig.21
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@ Constructia bisectoarei unghiului C se realizeaza
astfel (fig. 22):

- construim €(C,r), [ACIN€(C,r)=1{0,},
[BCIN€(C,r)=10,};

. o
- construim € (O,,r,) , €,(0,,r,), unde 1, > ]2 =
€(0,,1)NC,(0,,r)={C,,C,},
unde C, apartine interiorului unghiului C.
- [CC, este bisectoarea unghiului C. Proprietatea bisectoarei

Orice punct al bisectoarei unui unghi
este egal departat de laturile acestuia.

Exercitii. 1. Explicati cum se construieste ——m
in interiorul unui triunghi un punct egal
departat de laturile triunghiului. Prin ce mai
este semnificativ acest punct?

2. Examinati desenul (fig. 23) si explicati
de ce in interiorul patrulaterului ABCD nu se
poate construi un punct egal departat de
laturile patrulaterului.

Definitii

¢ Un cerc se numeste inscris intr-un poligon con-
vex daca laturile poligonului sint tangente la acest
cerc. In acest caz, poligonul se numeste poligon
circumscris cercului (fig. 24).

¢ Daca intr-un poligon convex poate fi inscris un
cerc, atunci poligonul se numeste poligon
circumscriptibil.

I Observatie. Centrul cercului inscris intr-un poligon este egal departat de laturile

poligonului.

* Aplicind proprietatea bisectoarei unui unghi,
demonstrati urmatoarea teorema.

Teorema 7

In orice triunghi poate fi inscris un cerc. Centrul
acestui cerc este punctul de intersectie a bi-
sectoarelor triunghiului (fig. 25).
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:Zin patrulaterul ABCD este inscris un cerc. Utilizind
datele din figura 26, aflati DC.
Rezolvare:
Fie 7, T,, T;, T, punctele de tangenta (fig. 27),
unde T, e[4B], T,e[BC], T,e[CD], T,e[A4D].
Conform proprietatii tangentelor duse din acelasi punct
exterior cercului:

(AT ]=[A4T,], [BT ]=[BT,], [CT,]= ) =[DT,].
Prin urmare, AB+ DC =
=AT, +T,B+CT,+T,D, = AT, + BT, + CT, + =

=(AT, + )+ (BT, +CT,) = +BC. (¥)
Din (*) rezultd ca DC = +BC—-A4B.
DC = cm +9cm—10cm = cm.
Raspuns: cm.
Fig.27
Teorema 8

Daca sumele lungimilor laturilor opuse ale unui patrulater convex sint egale, atunci
in acest patrulater poate fi inscris un cerc.

» Formulati si demonstrati reciproca teoremei 8, care de asemenea este teorema.

3.2. Cercuri circumscrise
q@ INVESTIGAM
A&

E‘l/f Care dintre urmatoarele poligoane pot fi

Focul trebuie sa
fie egal departat
de corturi. /

construite intr-un cerc dat, astfel incit virfu- § )
rile poligonului sa apartind cercului: ,"3
a) triunghi isoscel; e) dreptunghi;

b) triunghi echilateral; f) romb arbitrar;

¢) triunghi scalen; g) trapez arbitrar;

d) patrat; h) trapez isoscel?

Definitii / \
¢ Un cerc se numeste circumscris unui poligon convex

daca virfurile poligonului apartin cercului. In acest caz,
poligonul se numeste poligon inscris in cerc (fig. 28).

¢ Daca unui poligon i se poate circumscrie un cerc, atunci
poligonul se numeste poligon inscriptibil. Fig. 28
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Observatie. Centrul cercului circumscris unui poligon este egal departat de virfurile
poligonului.
Proprietatea mediatoarei

* Aplicind proprietatea punctelor media- Punctele mediatoarei unui seg-

toarei unui segment, demonstrati urmatoa- ment sint egal dep?'lrtate de
rea teoremi capetele segmentului.

B
Teorema 9
Oricarui triunghi i se poate circumscrie un cerc. Centrul % X
acestui cerc este punctul de intersectie a mediatoarelor
triunghiului (fig. 29). A \J C

Problema. Depinde oare de tipul triunghiului pozitia

y o . . . . Fig. 29
fata de triunghi a centrului cercului circumscris acestui

triunghi?

E& Examinati desenul (fig. 30) si aflati masurile unghiurilor B si C.

‘ o4°

°0

Rezolvare:
@® Cercetam arcele — BD si — BAD:
m(— BAD)=360°—-m(.— BD), deoarece — BAD este A

arc mare complementar arcului mic — BD.

® m(— BD)=2m(£LA), deoarece — BD este cuprins intre
laturile unghiului 4.

D
m(— BD)=2-64°=128°. Fig. 30
® 1
® m(— BAD)=360°—- °= °. m(LC)zEm(v BAD) = °=180°—64°.
@ In mod similar obtinem cd m(£B) = °=180°— °=180°-m(L ).
Raspuns: m(£B) = % m(LC)= °.

Teorema 10

Daca unghiurile opuse ale unui patrulater sint suplementare, atunci acestui patrulater
1 se poate circumscrie un cerc.

» Formulati reciproca teoremei 10, care de asemenea este teorema.
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,_3)5 Examinati si comentati schema:
inscris /\ circumscris
Cercul
cu 4 laturi cudlaturi  /\nui

(patrulater) (patrulater) poligon
convex

cu 3 laturi
(triunghi)

cu 3 laturi
(triunghi)

intr-un
poligon
convex

cu sumele cu un-
are t:l]el(;tr]:llt - luneimilor ghiurile are centrul — punc-
punctul de inter- latun'glnolrno - opuse suple- tul de intersectie a
sectie a bisec- e alg mentare mediatoarelor latu-
toarelor unghiu- g rilor poligonului

rilor poligonului

v

nu poate fi construit

« Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei:

a) In orice triunghi poate fi inscris un cerc.

b) In orice patrulater convex poate fi inscris un cerc.

¢) Oricarui triunghi i se poate circumscrie un cerc.

d) Oricarui patrulater convex i se poate circumscrie un cerc.

e) Suma masurilor unghiurilor opuse ale unui patrulater inscriptibil este egalad cu 180°.
f) Sumele lungimilor laturilor opuse ale unui patrulater circumsecris unui cerc sint egale.

Wm Daca a este latura unui triunghi echilateral, iar R si r razele

.. . A [N . . . . a
cercului circumscris, respectiv inscris in acest triunghi, atunci R = a+/3, iar r = T
24/3

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. In care dintre urmatoarele figuri geometrice putem inscrie un cerc:

a) triunghi scalen; b) triunghi isoscel; ¢) triunghi echilateral,
d) patrulater convex oarecare; e) paralelogram oarecare; f) romb oarecare;
g) dreptunghi oarecare; h) patrat?
2. Fie €(O, r =5 cm). Construiti:
a) un triunghi scalen inscris in cerc; b) un triunghi dreptunghic inscris in cerc;
¢) un triunghi obtuzunghic inscris in cerc;  d) un dreptunghi inscris in cerc;

) un patrat Inscris 1n cerc.

3. Fie M, N, K punctele de tangentd ale unui cerc cu laturile triunghiului ABC, astfel incit
M e [AB], Ne[BC], K € [AC]. Aflati perimetrul triunghiului 4ABC, daca:
a) AB=12 cm, KC =6 cm; b) BN =12 cm, AC =15 cm.
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Cercul

4. Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

@

. Fie M, N, K punctele de tangenta ale laturilor triunghiului ABC cu cercul inscris in triunghi.
Aflati masurile unghiurilor triunghiului MNK, daca:
a) m(A4)=76° m(LB)=48° b) m(A4)=110°, m(LC)=40°.

wn

6. Calculati lungimile segmentelor determinate de virfurile unui triunghi si punctele de tangenta
ale cercului inscris in triunghi, daca lungimile laturilor triunghiului sint de:
a) 12 cm, 8 cm, 9 cm; b) 17 cm, 13 cm, 14 cm.

7. Virfurile triunghiului ABC apartin cercului €(O, r). Stabiliti tipul triunghiului (ascutitunghic,
obtuzunghic, dreptunghic), daca:
a) Oe IntAABC; b) Oe ExtAABC, c) O€ 4B, d) Oe 4C.

8. Cercul inscris in triunghiul isoscel ABC atinge laturile laterale AB si AC in punctele M si respec-
tiv V, iar baza — 1n punctul K. Aflati AM si BK, dacda AB=25cm, BC =14cm.

9. Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

l B Formam capacitatile si aplicam
10. Construiti un triunghi cu laturile de 8 cm, 9 cm, 10 cm si cercul circumscris acestuia.

11. Construiti un triunghi cu laturile de 8 cm, 9 cm, 12 cm si cercul inscris in acest triunghi.

12. Reproduceti desenul. Stabiliti daca patrulaterul este inscriptibil si construiti cercul circumscris
lui:
d)

13. inidltimea unui triunghi dreptunghic corespunzitoare ipotenuzei imparte ipotenuza in doui
segmente cu lungimile de 9 cm si 16 cm.

14. Fie M, N, K punctele de tangenta ale laturilor triunghiului ABC cu cercul inscris in triunghi.
Aflati masurile unghiurilor triunghiului MNK, daca:
a) m(£A4)=30° m(£B)=75°% b) m(£B)=44°, m(£LC)=52° c) m(£L4)=106°, m(£LC)=38&".
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15. Construiti triunghiul ABC cu laturile de:

a) 10cm, 10 cm, 8 cm; b)6cm, 8 cm, 10 cm; c)12cm, 8cm, 5cm.
Construiti cercul circumscris triunghiului ABC. Stabiliti cu ajutorul riglei daca proiectiile
ortogonale ale punctului arbitrar M de pe cerc pe laturile triunghiului sint sau nu coliniare.
Trageti concluzia.

16. Fie M, N, K punctele de tangenta ale laturilor triunghiului ABC cu cercul nscris in triunghi.
Aflati masura unghiurilor triunghiului 4BC, daca: a) m(ZLMNK) = 40°, m(LMKN) =80°;

b) m(LMNK) = 65°, m(LKMN) =48°; ¢) m(LMKN)=44°, m(LKMN)=52°.

17. Raza cercului circumscris unui triunghi isoscel este de 3,125 cm, iar raza cercului inscris in
acest triunghi —de 1,5 cm. Aflati lungimile laturilor triunghiului, stiind c&, exprimate in centimetri,
ele reprezinta numere Intregi.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

18. Demonstrati ca un trapez este inscriptibil dacd este trapez isoscel.

19. Fie ABCD patrat cu laturade 18 cm, M € [AB], N € [BC], astfel incit AM =6 cm, BN=4 cm.
Aflati raza cercului circumscris triunghiului DMN.

20. Triunghiul echilateral ABC este inscris in cercul #(O, =6 cm). Cercul €(O,, ;) este tan-
gent la cercul €(O, r) silalaturile 4B si BC ale triunghiului. Aflati 0,4 .
Indicatie. Folositi faptul c@ punctul O, se afla pe o bisectoare a triunghiului 4ABC.

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. a) Construiti un cerc de raza 5 cm. Construiti coardele AB de 5 cm, BC de 6 cm, diametrele MN
siKL.
b) Masurati unghiurile LMK si LNK.
2. Stabiliti pozitia punctului 4 fatd de €(O, r = 73 cm), daca:
) 04=—2 cm:  b) 04=(4B3+25) em;  ©) OAd=2% cm; ) O4=(T++3) em.
243 V3
3. Punctele 4, B, C apartin €(O, r=6,5 cm), astfel incit [4B] este diametru. Aflati AC, daca
BC=12 cm.
4. Fie €(0,r= 85 cm) si coardele AB si CD congruente.
Aflati d(O, 4B), daca d(O, CD)=6 cm.
5. Fie €(0, r= J19 cm). Determinati lungimea coardei 4B, daca d(O, 4B) = J6 em.
6. Desenati si notati un unghi la centru de 45° al cercului €(O, r =6 cm).
7. Punctele M, N, K, L sint situate, n aceasta ordine, pe un cerc. Aflati:
a) m(— MN), dacd m(— ML)=115° m(— NL)=55%
b) m(— NK), daca m(— MK)=37°, m(— NL)=65°, m(— ML) =85
¢) m(— KL), dacd m(— MN)=39°, m(— MK)=94°, m(— NL)=122°.
8. Construitiin €(0, r =4,5 cm) ununghiinscrisde: a) 100°  b) 160°;  ¢) 240°  d) 180°.
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9. Coardele AB si CD se intersecteaza 1n punctul M interior cercului. Aflati:
a) AM, daca CM =18 cm, MD =3 cm, MB =9 cm;
b) MB, daca AM = \/7 cm, CM =3,5cm, MD =8 cm.
10. Punctele 4, B, C, D sint situate, in aceasta ordine, pe cerc si AB(\CD ={M}. Aflati:
a) CM, daca AM =24 cm, MB=8 cm, MD=16 cm;
b) MD, daca AM=% cm, MB=% cm, CM =1cm
11. Punctele 4, B, C sint situate pe cercul de centru O. Aflati:
a) m(£LABC), dacd m(£LAOC)=104°; b) m(£LA40OC), daca m(LABC)=37°,
¢) m(£LOAC), daca m(LAOC) =88 d) m(£LA4ACO), daca m(LABC) =29°.
12. Care este masura arcului descris de minutarul unui ceas la un interval de:
a) 5 minute; b) 25 de minute; ¢) 45 de minute?
B B Formam capacitatile si aplicam
13. Construiti triunghiul ABC cu laturile de J5 cm, 245 cm, 3J2 em si cercul circumscris lui.

14. Punctele 4, B, C apartin ¢(O, r=216 cm), astfel incit [4B] este diametru. Determinati BC,
dacd OM =4 cm, unde M este mijlocul segmentului BC.

15. Folosind echerul si compasul, construiti un unghi de: a) 135°% b) 157° 30"

16. Diametrul 4B al cercului de razd 24/17 cm intersecteazi coarda CD in mijlocul ei — M. Aflati
AM si BD, daca CM = 52 cm.

17. Mediatoarea coardei 4B intersecteaza cercul in punctele C si D. Aflati raza cercului, daca
AB=14 cm si d(C,AB)=4 cm.

18. Din punctul M s-au dus tangentele la ¢(O, r =6 cm), punctele 4 si B fiind puncte de
tangentd. Determinati OM, daca AM =9 cm.

19. Aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC inscris in cerc, daca:
a) m(— AB)=50° m(— AC)=80% b) m(— AB)=46°, m(— AC)="74°.

20. Patrulaterul ABCD este inscris intr-un cerc. Calculati masurile unghiurilor patrulaterului, masurile
unghiurilor formate de laturi si diagonale, daca:
a) m(— AB) =62°, m(— BC)=86°, m(— 4AD)=110%
b) m(< 4B)=25° m(— BC)=55°, m(—~ AD)=140°.

l B B Dezvoltam capacitatile si cream

21. Trapezul isoscel ABCD cu baza mare AD este circumscris unui cerc. Aflati raza cercului, daca
AB=20cm, BC =8cm.

a) V
22. Calculati masura un- I

ghiului o (O este .’

Y,
centrul cercului): \'\

23. Demonstrati cd masura unghiului cu virful in interiorul cercului este egald cu semisuma masurii
arcului cuprins intre laturile sale si a arcului cuprins intre prelungirile laturilor sale.
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Test sumativ

Varianta |

Timp efectiv de lucru: [\,,
45 de minute = i
4

Varianta II

1. a) Desenati un cerc cu centrul M sirazade [ 1. a) Desenati un cerc cu centrul N si raza de
3 cm. Construiti diametrul BD, coardele DA 2 cm. Construiti diametrul 4B, coardele AC
si BA, precum si tangenta la cerc in punc- si BC, precum si tangenta la cerc in punc-
tul 4. tul 4.

b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: P33 b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei:
,Daca MX = (\/§+2) cm, atunci punc- »Dacd NY=(\/§—1) cm, atunci punc-
tul X este exterior cercului.” Justificati. tul Y este exterior cercului.” Justificati.

¢) Stiind cd m(LAMB) =50°, aflati ma- ] c¢) Stiind cd m(LCBA) =40°, aflati ma-
surile unghiurilor triunghiului 4BD. surile unghiurilor triunghiului ACN.

d) Stiind ca m(£LAMB) =50°, aflati masu- [EJ: d) Stiind cd m(£LCBA) =40°, aflati masu-
ra ungiului format de tangenta construita ra ungiului format de tangenta construita
si coarda DA. si coarda AC.

. Fie cercul cu centru O sirazade 13 cm. 2. Coarda AB de 40 cm a cercului de centru O
Diametrul 4B este perpendicular pe coar- este perpendiculara pe diametrul DC, 1l
da MN de 24 cm si o intersecteazad in intersecteaza in punctul K si se afld la
punctul C. 21 cm de centrul cercului.

a) Aflati distanta de la punctual O la coar- g a) Aflati raza cercului.

da MN. b) In ce raport punctul X imparte diame-
b) In ce raport punctul C imparte diame- [ trul DC?

trul 4B?

. In trapezul isoscel ABCD cu bazele BC de 3. In trapezul isoscel ABCD cu laturile laterale
9 cm si AD de 25 cm este inscris un cerc cu AB de 24 cm, CD de 25 cm este Inscris un
centru O. cerc cu centru Q.

a) Aflati lungimea laturii laterale a tra- [EI3 a) Aflati raza cercului.
pezului.
b) Determinati raza cercului. 4p b) Determinati lungimea bazelor trapezului.
c) Demonstrati ca triunghiul 4OB este 13 c) Demonstrati ca triunghiul CDQ este
dreptunghic. dreptunghic.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |29-28 | 27-25|24-21|20-17 |16-13|12-10| 9-7 | 6-5 | 4-3 | 2-1
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BN Capitolul s

Ar

§ 1. Notiunea de arie

Am 1intilnit notiunea de arie in clasele anterioare, cind am calculat aria patratului,
a dreptunghiului. De fapt, am calculat aria suprafetei marginite de aceste poligoane.

Reuniunea poligonului convex si a interiorului sdu se numeste suprafati poligonala
convexa. Reuniunea unui numar finit de suprafete poligonale convexe este o suprafata
poligonala.

Aria este un numar ce caracterizeaza o suprafatd poligonala. Totusi, prin traditie, in
loc de aria suprafetei poligonale vom spune aria poligonului. Notdm aria poligonului
A A4,... A, prin oA,

Admitem ca fiind evidente urmatoarele proprietati ale ariei:

1° Aria poligonului este un numar nenegativ.

2° Ariile poligoanelor congruente sint egale.

3° Aria unui poligon este suma ariilor poligoanelor, cu interioarele disjuncte fiecare

doua, in care se descompune poligonul dat.

4° Aria patratului cu laturile de lungime 1 este egald cu 1.

Deci, daca laturile patratului sint de 1 m, atunci aria lui este egald cu un metru patrat
(se scrie m”); daci latura patratului este de 1 cm, atunci aria lui este egali cu un centimetru
pitrat (se scrie cm’) etc.

Poligoanele cu ariile egale se numesc poligoane echivalente.

§ 2. Aria paralelogramelor

2.1. Aria patratului, aria dreptunghiului, aria rombului

-l NE AMINTIM

z

A’ Calculati aria patratului cu laturile de 2,5 cm.

AN

Rezolvare:

Aria patratului cu laturile de lungime a se calculeaza cu formula ./ =a’. Deci,
o =2,57 =6,25 (cm?).
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2 Fie patratul ABCD (fig. 1).
a) Comparati ariile triunghiurilor ABC si ADC.
b) Calculati aria triunghiului ABC, daca laturile patratului sint de 3 cm.

Rezolvare: B ) # C

a) AABC = AADC (Criteriul CC). Deci, conform
proprietdtii 2°, .o/, = .l ..

b) Conform proprietatii 3°, .o/, = o + .y op =

1 1 4 ’ D
= ol e ZE"Q/ABCD =§.32 =4 (Cm )- Fig. 1

Hl GENERALIZAM

Aria pitratului cu laturile de lungime a este a’.
Aria triunghiului dreptunghic isoscel cu lungimile catetelor egale cu a este L

:5'/’ Calculati aria dreptunghiului cu laturile de 7,2 cm si 1,1 cm.

Rezolvare:

Aria dreptunghiului cu lungimile laturilor a si b se calculeaza cu formula ./ =a - b.
Prin urmare, ./ =7,2-1,1=7,92 (cm?).

4 Fie dreptunghiul ABCD (fig. 2).
a) Comparati ariile triunghiurilor ABC si ADC.
b) Calculati aria triunghiului ABC, daca laturile drept- B 4 c
unghiului sint de 6 cm §i 12 cm.

Rezolvare:
a) AABC = AADC (Criteriul CC). Deci, conform . =
proprietatii 2°, .o/ ;. =l .. 4 Fi;.2 D
b) Conform proprletatu 3% il oy =l gy + ol yopy =
=l :%&/ABCD :5-6-12 =36 (cm?).

N GENERALIZAM

Aria dreptunghiului cu lungimile laturilor a §i b este .«/ =a-b.
Aria triunghiului dreptunghic cu lungimile catetelor a si b este ./ ==
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Arii

'“K@ INVESTIGAM
/&

g Calculati aria rombului ABCD cu AC =13,4 cm si
BD =18 cm.

Rezolvare:

Fie O punctul de intersectie a diagonalelor rombului. Dia-
gonalele rombului sint perpendiculare si punctul de intersectie
le injumatateste.

Triunghiurile dreptunghice AOB, COB, COD AOD sint

congruente. Prin urmare, ./ ., =4./,,, = 4 -AO-BO = D
Fig.3
=4-l~A—C-@=%AC-BD=%-13,4-18=120,6 (cm?).

Il GENERALIZAM

Aria rombului este egald cu semiprodusul lungimilor diagonalelor.
d -d,
tjz/romh 2

,unde d, si d, sint lungimile diagonalelor rombului.

2.2. Aria paralelogramului oarecare

"/@ INVESTIGAM B C

E‘l/f Fie paralelogramul ABCD si [BM], [CN] —inaltimi
ale lui (fig. 4).
a) Comparati ariile triunghiurilor ABM si DCN.

b) Calculati aria paralelogramului ABCD, daca 4 - SN
! p er ) M D

MB=8cm si AD=11cm. Fig. 4

Rezolvare:
a) AABM = ADCN (Criteriul CI). Deci, conform proprietatii 2°, .«/,,, =.,.,.
+ .o

b) Conform proprietatii 3°, .o/, ., = .40y + A gy =

+ oo =l

= lypep T ey MBCN *

MBCN este dreptunghi si ./, , ., = MB-BC =MB- AD=8-11=88 (cm?).
Il GENERALIZAM

Aria paralelogramului este egala cu produsul dintre lungimea unei laturi si Tnaltimea
corespunzatoare acestei laturi.

o, =a-h|,unde & este indltimea corespunzatoare laturii de lungime a.
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§ 3. Aria triunghiului
,:,Q INVESTIGAM

1 /5 Calculati aria triunghiului ABC cu indltimea BM, dacda AC =16 cm, BM =8 cm.

Rezolvare: B
Triunghiurile AMB si BMC sint dreptunghice (fig. 5).
Prin urmare, .«/,,, =%BM “AM, oy, :%BM -MC.
Deci, /e =l ypy + oy =~ BM - AM ++ BM - MC = ¢
’ 2 2 M
=%BM(AM+MC):%BM~Ac:%~16-8=64(cm2). y Fig.5

Hl GENERALIZAM S| AFLAM

* Aria triunghiului este egald cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si
indltimea corespunzatoare acestei laturi.

oo :%a-h , unde 4 este Indltimea corespunzatoare laturii de lungime a a
triunghiului.

e Formula lui Herone:

ol = \/ p(p—a)p->b)p-c) |, undea, b, c sint lungimile laturilor triunghiului, iar

_a+b+c

> este semiperimetrul lui.

Teorema 1

Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de
asemanare.

E& Fie triunghiul ABC si M € (AC), astfel incit

ool
% =4 (fig. 7). Calculati 2
Rezolvare:
Construim punctul N e AC, astfel incit BNLAC. y
Asadar, [BN] este Tnaltimea comuna a triunghiuri-
lor ABM si BMC.
1

‘Q/ABM 5 BN ' AM AM
Avem =T =MC=4'

rBMe EBN -MC
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Teorema 2
%/ABM — AM
Fie triunghiul ABC si M € (AC). Atunci —=* e =c

Consecintd. O mediana a unui triunghi descompune triunghiul in doud triunghiuri
echivalente.

§ 4. Aria trapezului

f?@ INVESTIGAM

J1
t'l/f Fie trapezul TRAP cu baza mare 7P de lungime a, M R b A
baza mica RA de lungime b si naltimea 4. i
Calculati aria trapezului. h h
Rezolvare: 4\,
Construim punctele M € RA si N € TP, astfel incit 1?, g N
12.
TML1RA, ANLTP (fig. 8). Evident, TM =AN = h. s
QNG 1y =l + lyyp =S TM - RA+L AN -TP=Lh-b+ Lh-a = h(a-+b).
Il GENERALIZAM
Aria trapezului cu bazele de lungimile a si b si indltimea 4 se calculeaza cu formula
o = %h(a +b)=h-m |, unde m este lungimea liniei mijlocii a trapezului.
] B c
£’ Fie trapezul ABCD cu AD|| BC (fig. 9).
a) Comparatl A 45 $1 A yeps A ypc 51 yep - !
b) Fie {/} = AC(1BD. Comparati .«/,; $i . D
Rezolvare: Fig.9

a) Inaltimile triunghiurilor 4BD si ACD, coborite din virfurile B si C pe latura comuni
AD, sint indltimi ale trapezului. Prin urmare, triunghiurile 4ABD si ACD sint echivalente,
adica ./, =.4,,,. Similar, se poate ardta ca .«/, ;. =.7y.,.

b) 4 ypr = Q/ABD Q/AID’ "Q/CID = /ACD - Q/AID

Dar conform a), .«/,,, =.#,,,. Prin urmare, .«/

ABI = 'Q/
Bl GENERALIZAM

CID *

Diagonalele unui trapez si laturile neparalele formeaza cu una dintre baze triunghiuri
echivalente.
Triunghiurile formate de diagonalele unui trapez cu laturile neparalele sint echivalente.
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§ 5. Aria poligonului regulat.
Lungimea cercului si aria discului

E‘l/f Stiind ca m este lungimea apotemeli, iar / — lungimea laturii, calculati aria poligonului
regulat cu: a) 6 laturi;  b) n laturi.
Rezolvare:

a) Poligonul regulat cu 6 laturi se numeste hexagon regulat.
Fie O centrul cercului inscris in hexagonul regulat B
ABCDEF (fig. 10). Evident ca triunghiurile AOB, BOC,
COD, DOE, EOF si AOF sint congruente si suma ariilor lor -
este egald cu aria hexagonului ABCDEF.. A
Prin urmare,
A peppr =0 405 (1)
Fie [OM] inaltime a triunghiului AOB. Deoarece AAOB
este isoscel, rezulta ca [OM] este si apotema, adica OM = m.

.,QIAOB:%OM-AB:%m-I. @)

Fig. 10

Substituind (2) in (1), obtinem:

A ygeppr =0 -Eml =3ml.

Raspuns: 3ml.

b) Fie A4,4,...4, un poligon regulat cu » laturi, iar O —
centrul cercului inscris 1n acest poligon (fig. 11).

Similar cazului a), dacd unim punctul O cu virfurile
poligonului, obtinem 7 triunghiuri congruente si

*"/AI, yoay, =1 "Z/AIOAZ .
Dar .+/,,, =§ml.
. 1
Prin urmare, .o/ =—mnl.

'/AI,AZ.NA,, - 2
. 1
Raspuns: Emnl.
Hl GENERALIZAM
Aria poligonului regulat cu 7 laturi, apotema de lungime m si latura de lungime / se

calculeaza cu formula ./, =%m n-l.

@Fie un cerc cu raza 1. Se poate ardta cd In acest cerc poate fi inscris orice poligon
regulat cu # laturi. Calculind perimetrele acestor poligoane, obtinem, de exemplu:

pentru n=4, P, =42 =5,656854;

pentru n=8, P, =82—~/2 =6,12253492;
168



pentru n=16, P, =16y2—+2++/2 =6,24289030;
pentru n=32, P, =32\/2—\/2+w/2+«/_ ~6,27309698.

Observam ca perimetrele obtinute sint aproximativ egale. Este firesc, deoarece fiecare

dintre ele aproximeaza cu o anumita exactitate lungimea cercului de raza 1. Evident, cu
cit poligonul regulat are mai multe laturi, cu atit mai corect va fi calculata lungimea acestui
cerc.

Perimetrele calculate aproximeaza dublul numarului irational 7 =3,14159...

Deci, lungimea cercului de raza 1 este 2r.

Se poate demonstra formula

L=2nR |,
unde L este lungimea cercului, iar R — raza lui.

_3/5 Calculati aria 9 (O, R).

Rezolvare:

In @(O, R) inscriem un poligon regulat cu » laturi.

Aria acestui poligon este ./, :%n-l -m, unde / este lungimea laturii, iar m — lungimea
apotemei poligonului.

Cu cit este mai mare n, cu atit mai bine n-/ aproximeaza lungimea cercului, iar

lL - R, unde L este lungimea

—raza R a cercului. De aceea, putem considera ./, . = >

cercului ce margineste discul.

Prin urmare, deoarece L =27R, obtinem =nR*|.

““discului

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Calculati perimetrul si aria patratului cu laturile de:

a)3cm; b) 3,7 cm; ¢) 6+/5 cm; d) 7% cm.
2. Aflati lungimea laturii patratului, daca aria lui este de:
a) 225 cm’; b) 48 cm’; c) 16% cm’; d) (\/3-2)*cm?.

3. Calculati aria triunghiului dreptunghic isoscel cu catetele de lungime:

J5+2

a)2,7 cm; b) 3,5 cm; c) 2+ \/5) cm; d) cm.
J5-2
4. Aflati lungimea catetei unui triunghi dreptunghic isoscel daci aria lui este de:
a) 72 cm’; b) 120 cm’; c) 2— cm’ d) (24/5-5)>cm’.
5. Calculati aria dreptunghiului cu laturile de:
a)4,4cmsi 1,2 cm; b) 4\/7 cm si 2\/7 cm;
c) (2\/§+@)cm si (2\/5—@) cm; d) 111 cm s1%cm
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10.

11.

12.

13.

14.

. Aflati perimetrul si aria triunghiului dreptunghic cu catetele de:

a) 3 dm si 40 cm; b) 12 cm si 50 mm; ¢) 0,8 msi 60 cm; d) 120 mm si 1,2 dm.

. Determinati dimensiunile dreptunghiului cu aria .«/ si perimetrul , daca:

a) «/=1825cm’, #=19,6 cm; b) ./ =110 cm’, 2 =322 cm;
) .J:% cm’, Si’zlg cm; d) /=32 cm’, =36 cm.

. Douad loturi de pamint au forma de patrate cu laturile respectiv de 15 m si 25 m. Aflati cealalta

dimensiune a unui lot de pamint de forma dreptunghiulara, echivalent cu loturile date, dacé o
dimensiune este de 50 m.

. Fie ABCD paralelogram, A, =d(4, BC), h, =d(B, CD) si./—aria paralelogramului.

Completati tabelul:
AB | BC | h h, ol
15 12 10
55 | 5 35
7 10,5 | 210
18 9 162
Fie h,, h,, h, indltimile unui triunghi corespunzatoare respectiv laturilor a, b, ¢, iar .«/— aria
triunghiului. Completati tabelul:
a | b | c|h | h | h |
6 | 12 10 5
15 12110 9
14,4 16 12 144
24 | 30 21 |210

Fie triunghiul 4BC. Aflati aria triunghiului, daca:

a) AB=6cm, BC=7cm, AC=9 cm;

b) AB=18 cm, BC =93 cm, AC =83 cm;

¢c) AB=10cm, BC =12 cm, m(£LA4)=90°.

Fie & inaltimea trapezului ABCD cu baza mare AB. Determinati ariile triunghiurilor
ABC, ABD, ADC, DCB, daci:

a) AB=11cm, CD=8cm, h=9 cm; b) AB =75 cm, CD :4\/§cm, h =5\/§cm;

) AB=9;—3 cm, CDz% cm, h=1lcm; d) AB=12cm, AD=T7cm, m(£A)=m(£B)=45°.
Fie & indltimea, m lungimea liniei mijlocii, iar ./ aria trapezului ABCD cu baza
mare 4B. Completati tabelul:

AB CD h m ool
10 6 7

18 22 16

32 20 560

Determinati lungimea si aria cercului cu raza de:
a) 10 cm; b) 15 cm; c) 8 cm.
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15. Aflati aria paralelogramului cu unghiul ascutit de 45°, daca una dintre diagonalele lui este de
9 cm si coincide cu o inaltime.

16. Aria unui paralelogram cu iniltimile de 8 cm si 6 cm este egald cu 72 cm”. Aflati perimetrul
paralelogramului.

17. Punctul E se afld pe latura BC a paralelogramului ABCD cu aria de 104 cm®. Aflati aria
triunghiului ABE.

18. Aflati aria discului marginit de un cerc cu lungimea de 47 m.

B B Formam capacitatile si aplicam
19. Raza cercului circumscris unui poligon regulat cu # laturi este de 4 cm. Calculati aria poligo-

nului, daca: a) n==6; b) n=8; c) n=10.
20. Aflati perimetrul si aria patratului cu diagonalele de:
a) 12\/Ecm; b) 18 cm; ¢) av2 cm; d) x cm.
21. De cite ori se va mari aria patratului, daca latura lui se va mari:
a) de 3 ori; b) de 7 ori; c) de n ori?
22. De cite ori se va micsora diagonala patratului, dacd aria lui se va micsora:
a) de 4 ori; b) de 10 ori; ¢)de (\11-4) ori?
23. De cite ori se va mari aria dreptunghiului, daca:
a) o latura a lui se va mari de 4 ori; b) fiecare latura se va mari de 5 ori;

¢) o latura se va mari de 8 ori, iar alta se va micsora de 3 ori?

24. Aflati aria trapezului isoscel ABCD cu indltimea BH de 7 cm, daca punctul H imparte baza AD
in doud segmente, cel mai lung fiind de 9 cm.

25. Aflati aria unui trapez dreptunghic cu bazele de 12 cm si 9 cm, iar latura laterald de 6 cm.

26. Virfurile unui trapez se afla pe un cerc cu raza de 13 cm si centrul pe baza trapezului. Aflati aria
trapezului daca naltimea lui este de 12 cm.

27. O diagonald a rombului a fost marita cu 40%, alta — cu 20%. Cu cite procente s-a marit aria
rombului? B

28. Examinati desenul. S$tiind ca 4B =20cm, BH =12cm,
AM =18cm, aflati aria triunghiului ABC.

M
29. Pentru 1 m” de suprafati se utilizeaza 100 g de vopsea.
De cita vopsea vom avea nevoie pentru a acoperi
urmatoarea suprafata? A 0N C

a) b)

BT
~3m—>! om
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30. Fie paralelogramul ABCD si punctul X situat pe
dreapta AD, astfel incit 4D = DK. Aflati aria
paralelogramului ABCD, daca ./,,, =24 cm®. A D K

31. Aflati aria triunghiului dreptunghic, stiind ca suma lungimilor catetelor este egala cu 11 cm, iar
suma pitratelor lor este egald cu 61 cm’.

32. Calculati aria unui trapez cu diagonalele de 113 cm i 17 cm, iar indltimea de 15 cm.

33. Calculati raza unui disc, stiind cd aria lui este egald cu suma ariilor a doud discuri cu razele de
Scmsi 12 cm.

Il B B Dezvoltam capacitatile si cream

v A v

34. Diagonala AC a paralelogramului ABCD intersecteaza inaltimea BE in punctul O, astfel incit

gg g Aflati aria patrulaterului BEDC, daci aria paralelogramului ABCD este de 100 cm®.

35. Punctul E apartine laturii AD a dreptunghiului ABCD, astfel incit g—g =" Determinati aria
n

patrulaterului BEDC, daca aria dreptunghiului ABCD este S.

36. Centrul cercului inscris in triunghiul isoscel ABC cu baza AC imparte ndltimea BM 1n rapor-

tul % Aflati perimetrul si aria triunghiului, daca raza cercului este de 7,5 cm.

37. Aflati aria trapezului cu bazele de 7 cm $i 20 cm si diagonalele de 13 cm si 5710 cm.

38. Determinati multimea punctelor M din interiorul triunghiului ABC

isoscel cu AC, stiind ¢a ./, =./,.,.

39. O scara se sprijina de un perete vertical sub un unghi de 60° fata
de podea. Scara aluneca de-a lungul peretelui pind atinge cu
capetele de sus podeaua. Aflati lungimea traiectoriei descrise de
punctul 4, aflat la jumatatea scarii (vezi desenul), daca lungimea
scarii este egala cu 6 m. 60°

40. Determinati aria unui trapez cu bazele de 2 cm si 3 cm, iar diagonalele de 3 cm 1 4 cm.

41. Bisectoarea unghiului drept al unui triunghi dreptunghic imparte ipotenuza in raportul 3 : 4.
Aflati aria triunghiului, daca lungimea ipotenuzei este de 35 cm.

42. Punctele M si N se afla pe laturile 4D si BC
ale dreptunghiului ABCD (vezi desenul), astfel

DM CN

incit Vivi —-=0,25, —N—2 Aflati .«/,,,,, dacad 9 130 cm?

B N c

e =130 cm®,

43. Intr-un trapez isoscel este inscris un cerc de raza r. A D
Determinati aria trapezului, daca baza mare este de
2 ori mai lunga decit baza mica.

44. Construiti 4 triunghiuri necongruente echivalente.

45. Tmpartiti un triunghi in 5 triunghiuri echivalente.
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. Timp efectiv de lucru: |5
Test sumativ 45 de minute =

Varianta | |

1. Completati:

a) Aria dreptunghiului cu laturile de 4 cm si
8 cm este egald cu

b) Aria triunghiului dreptunghic avind
catetele de 6 cm si 11 cm este egala cu

¢) Aria paralelogramului cu o latura de
18 cm si Indltimea corespunzatoare acestei
laturi de 5 cm este egala cu

d) Aria rombului cu diagonalele de 13 cm i
9 cm este egald cu

2. ABCD este un trapez dreptunghic.

1.

Varianta Il |

Completati:

a) Aria dreptunghiului cu laturile de 5 cm i
7 cm este egald cu

b) Aria triunghiului dreptunghic avind
catetele de 14 cm si 4 cm este egala cu

¢) Aria paralelogramului cu o latura de
12 cm si Indltimea corespunzatoare acestei
laturi de 6 cm este egald cu

d) Aria rombului cu diagonalele de 11 cm i
8 cm este egald cu

2. ABCD este un dreptunghi.

Scm
pl~— 3cm —>| c B C
2x
4cm 6cm
P
F 3cm—- H
lln
Y ¥
D
A 5cm !
A D
a) Determinati aria trapezului ABCD. 2p a) Determinati BF.
b) Aflati AP. 2p b) Aflati aria domeniului colorat.
c) Aflati aria domeniului colorat. 4p c) Aflati aria triunghiului AED.
. Examinati desenul. Determinati: 3. Examinati desenul. Determinati:
a) aria discului; 3p a) aria discului;
b) aria domeniului colorat. 4p b) aria domeniului colorat.
12cm
2em e W
9cm
16cm
. Fie punctele A(-7, 2), B(-3, 10), C(9, 4). 4. Fie punctele A(—10, 4), B(2, 10), C(6, 2).
Aflati: a) aria triunghiului ABC; 4p Aflati: a) aria triunghiului ABC;
b) coordonatele punctului D, daca ABCD [13 b) coordonatele punctului D, daca ABCD
este dreptunghi; este dreptunghi;
¢) aria dreptunghiului ABCD. 3p ¢) aria dreptunghiului ABCD.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |34-33|32-30 | 29-26 | 25-22 | 21-18 | 17-14 | 13-10| 9-6 | 5-3 | 2-1
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N Capitolul

Poliedre

§ 1. Poliedre

f‘l/f Examinati suprafata fiecarui obiect din figura 1.

Vo

,

®

...l

Fig. 1

®

a) Selectati obiectele marginite doar de suprafete poligonale.
b) Numiti corpurile geometrice studiate, ale caror modele reale se regdsesc in imaginile

date.
¢) Care dintre corpurile geometrice studiate au fete, muchii, virfuri?

Definitii

¢ Poliedrul este un corp geometric marginit doar de suprafete poligonale.
Suprafetele poligonale ale poliedrului se numesc fete, laturile fetelor — muchii, iar
virfurile muchiilor — virfuri ale poliedrului.

¢ Segmentul cu extremitatile-virfuri a doua fete diferite se numeste diagonala a
poliedrului.

Observatie. Uneori vom numi fata poliedrului cu numele poligonului care margineste
aceasta fata.
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Cpoieare

EE APLICAM 5 &
Fie cubul ABCDA,B,C,D, (fig.2). N | faga
DD,C,C este o fata, [44,]— o muchie, Iy e
D —un virf, iar [B,D]— o diagonala a cubului. 1 | \\ b,
I
* Numiti toate celelalte elemente ale | \ c
cubului ABCDA,B,C,D,. BN X
’ \ -
L’ \ \ virf
A D muchie
E& Cum reprezentam corect un cub? Fig.2

@® Construim un patrat, apoi din centrul lui spre dreapta-sus construim un alt patrat,
congruent cu primul (fig. 3).
@ Unim virfurile omoloage ale celor doua patrate.

@ ,,Intrerupem” muchiile care nu se vad in spatiu.

1
1
I
I
1
|
I
—_—_——F-—=

@ ©) ®
Fig.3

* Amintiti-va cum se calculeaza aria suprafetei si volumul cubului, apoi aflati aria
suprafetei si volumul unui cub cu muchia de 6 cm.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Examinati imaginile si aflati cite fete are fiecare poliedru:

a) b )
/
AR
a8
£ Y
d
\\\L___:(”” &»’

T Geomerie JREE



Capitolul 4

2. Cite diagonale are fiecare poliedru din imaginile problemei 1?

3. Care dintre cuburile date pot avea
desfagurarea reprezentata? A B
Selectati varianta corecta de raspuns:
a) AsiB;

b) CsiD;
c)AsiD; C D
d)BsiD.

4. Determinati aria totala si volumul unui cub cu latura de 3 cm.
5. Aflati volumul si aria totald a unui cub care are suma lungimilor muchiilor egala cu 48 cm.

6. Determinati aria totald si volumul unui cub cu diagonala de 243 em.

H B Formam capacitatile si aplicam

7. O canistra are forma unui cub cu muchia de 30 cm. Care este capacitatea canistrei, masurata in
litri? — —

a) b)

8. Mihai doreste sa faca o cutie de forma unui cub, | | |
dar fara capac, insa fundul cutiei sa fie dublu.
Care este desfasurarea potrivita? _— _—

Selectati varianta corectd de raspuns. E—

9. Volumul unui cub este de 125 cm’. ¢)
Determinati aria totala a cubului. | | |

10. Aflati volumul unui cub cu aria totala de 24 cm?.
11. Cit cintareste un cub de gheatd cu muchia de 20 cm, dacd 1 dm? de gheata cintareste 0,9 kg?

12. Suma ariilor fetelor unui cub este egala cu 216 cm?. Aflati lungimea diagonalei cubului.

H B B Dezvoltam capacitatile si cream

13. Aflati aria totald a unui cub cu diagonala mai lunga cu 1 cm decit muchia lui.

14. Fie cubul ABCDA’B'C’'D’ cu AB =4 cm. Aflati:
a) distanta de la D’ la B; b) distanta de la D" la 4B.

15. incubul ABCDA'B'C’D’ punctul P este mijlocul lui [C'D"] si AP =8+/7 cm. Aflati aria totald
si volumul cubului.

16. Un plan intersecteaza un cub in punctele 4, B, C, D, care B IC
determina un dreptunghi. T |
Reprezentati similar cum trebuie un plan sa intersecteze cubul : |
pentru ca sd determine: | i D
a) un triunghi echilateral; _- / T ===
b) un hexagon regulat; /A"'/

¢) un trapez isoscel.

17. Un cub este format din 27 de cuburi mai mici identice. Comparati aria totala a cubului mare cu
aria corpului care se obtine din cubul mare Inlaturind toate cuburile mici de la virfurile cubului
mare.

176



§ 2. Prisma

E'l/f Doru Visatoru viseazd sd-si construiascd o casd mare cu piscind.
Fundul piscinei va avea forma unui dreptunghi cu dimensiunile de 10 m
si 5 m. Care va fi capacitatea piscinei, dacd adincimea ei va fi de 2 m?

Pentru a rezolva problema, vom studia prismele — o clasa speciala
de poliedre.
Studiati atent paragraful si spuneti ce corp geometric sugereaza piscina lui Doru.

2.1. Elementele prismei. Clasificarea prismelor

Amintim ca doud plane se numesc paralele daca ele nu au niciun punct comun.

Definitii

¢ Prisma este un poliedru format din doua fete congruente paralele, numite baze,
si din toate segmentele cu extremitatile apartinind acestor baze. Celelalte fete
ale prismei se numesc fete laterale. Laturile fetelor laterale se numesc muchii
laterale ale prismei.

¢ Multimea punctelor prismei care nu apartin bazelor si nici fetelor laterale se
numeste interiorul prismei.

De regula, notind prisma, scriem la inceput C
literele virfurilor bazei inferioare, apoi literele vir- B, baza
furilor bazei superioare. D
1
Exemplu
Prisma din figura 4 poate fi notata
ABCDEA,B,C,D,E,. et
AB,CDE, este o bazd, EEDD — o fatd ' laterald
laterala, iar [EE,] — o muchie laterald a acestei )
' muchie
prisme. B D laterala
* Cite muchii are prisma din figura 4?
. E
Dar diagonale? 4 .
Fig. 4

Luind 1n consideratie definitia prismei, se poate demonstra

Teorema 1
Laturile omoloage ale bazelor prismei sint paralele si congruente.

Astfel, in cazul prismei din figura 4, AE || AE, si [AE]=[AE,], AB| 4B, si
[AB]=[A4,B,] etc.
» Utilizind teorema 1 si criteriile paralelogramului, demonstrati teoremele 2 si 3.

Teorema 2
Fetele laterale ale prismei sint paralelograme.
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Capitolul 4

Teorema 3
Muchiile laterale ale prismei sint paralele si congruente.
|4

Definitie
O dreapta este perpendiculara pe un plan daca >Ja<
ea este perpendiculard pe doua drepte concurente ale o I
acestui plan (fig. 5). |

Fig. 5

Orice segment cu extremitatile in planele bazelor prismei, perpendicular pe ele, se
numeste Indltime a prismei. Lungimea acestui segment de asemenea se numeste indlfime.

4
gulate se numeste prisma regulatd. b)

a) :
Prismele se clasifica dupa poligoanele ba- Fig. 6
zelor: triunghiulare, patrulatere, pentagonale, hexagonale etc.
In figura 6 b) este reprezentati o prisma pentagonala oblica.

Daca muchiile laterale ale prismei sint
perpendiculare pe planele bazelor, atunci pris- I
ma se numeste prismd dreaptd (fig. 6 a)), in :
caz contrar — prismd oblicd (fig. 6 b)). :

I
I
I

Observam ca fetele laterale ale prismei drepte
sint dreptunghiuri, iar muchiile ei laterale —
inaltimi ale acesteia.

Prisma dreapta cu bazele poligoane re-

& Examinati schema si observati cum se clasificd prismele patrulatere.

Prisme patrulatere

/\

au muchiile

- ] ] ol laterale
Prisme patrulatere oblice Prisme patrulatere drepte ® perpendiculare
/\ R pe baze
Prisme patrulatere Paralelipipede Prisme patrulatere Paralelipipede
oblice arbitrare o oblice drepte arbitrare drepte Q

au bazele

paralelograme

—

Paralelipipede Paralelipipede
drepte arbitrare dreptunghice

au bazele’
dreptunghiuri

au bazele
paralelograme

« In care clasi de prisme patrulatere se includ prismele patrulatere regulate? Justificati.
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:’3'/’ Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA,B,C,D, cu AA =10 cm, AD=38cm,
DC=6cm (fig. 7). Aflati 4,C.

Rezolvare:

AC?* = 4D’ + DC”? (1), — 1 decarece [AC] este diagonala dreptunghiului ABCD.
AC*=A4 A +AC? (2), ——> deoarece A4, AC este dreptunghic in virful 4.
AC*=A4 A+ AD* + DC*. —— substituim (1) in (2).

Deci,
A,A=~10*+8>+6” =4/200 = —> /200 =+/100-2 =+/100 -2 =10+/2.
=104/2 (cm).

Raspuns: 104/2 cm.

Teorema 4 (Teorema lui Pitagora in spatiu)

Patratul diagonalei unui paralelipiped dreptunghic este egal cu suma patratelor celor

trel dimensiuni liniare ale acestuia:
d’>=a’+b* +c” (fig. 8).

Bl Cl
4 1
T D1 B’
J | c’
|\\ 1
s ' Wl 7
1 N ~o ! C
N 4 d C
1 N 1 \\\
| N I S~
N L
IB N // C
/=== = = = 7
- C ’
- - < 0/ b 4 b
4 D a “ D
Fig.7 Fig. 8 Fig. 9

2.2. Aria laterala, aria totala si volumul prismei
y a) Reprezentati desfasurarea paralelipipedului dreptunghic din figura 9.
b) Determinati aria suprafetei laterale si aria suprafetei totale a paralelipipedului.
Rezolvare:
a) In figura 10 este reprezentati desfasurarea paralelipipedului ABCDA'B’C'D’.

4

b) Fie .«/ aria suprafetei laterale, iar ./, aria totala a paralelipipedului ABCDA’B’'C'D’.
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wly = ol oy F ol e ol ppgy * ol gy, = ac+be +ac+be=2ac+2bc =2c(a+b).
o, =l + oA yyop + ol yoy = oy +ab +ab =2ac+2bc+2ab =2(ac + bc + ab).

Reuniunea fetelor laterale ale B of
prismei se numeste suprafatd
laterald a prismei.

Aria suprafetei laterale a pris- B’ B C c’ B’
mei se numeste arie laterala a

prismei §i se noteaza cu .</. b
A:rla unei baze a prismei se no- 7 4 P D ¢ D G
teaza cu .o/.
Aria totald a prismei este suma c
dintre aria laterala si ariile bazelor , , )
4 D" Fig. 10

ei §i se noteaza .«/,.
Teorema 5

Aria totala a unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, ¢ este
A, =2(ab+ac+bc) (fig. 8).

Atelier. Confectionati din carton o prisma regulatd hexagonald cu muchiile
laterale de 9 cm si laturile bazei de 5 cm.

Teorema 6

Aria laterala a unei prisme drepte este egala cu produsul dintre perimetrul bazei si
indltimea prismei (sau lungimea muchiei laterale).

S& demonstram teorema 6.

Ipoteza:

Fie a,, a,, ..., a, laturile bazei unei prisme drepte, iar
h —inaltimea prismei (fig. 11).

Concluzie: A
A, =p-h, unde p=a,+a,+..+a,. /::‘——-
Demonstratie: a1
@ Fetele laterale ale unei prisme drepte sint dreptunghiuri. ANE a,
@ A, =+ .o, +...+ .4, unde ./, este aria fetei cu dimen- a,
siunile @, sih, i€ {1,2, ..., n}. Fig. 11

@ A =a,-h, ic{l,2,.., n} (conform @ si @).

@ Substituind @) in @), obtinem:
oAy =a,-h+a, -h+..+a,h, ie{l,?2, .. n},
oA =(a,+a,+..+a) h=p-h (cctd). P
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25'/’ Calculati volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile @ =4 cm, b =3 cm,

c=5cm.

Rezolvare: 7.

Baza paralelipipedului cuprinde 4-3 =12 (patrate), fie- ----.i/:
care dintre ele cu aria de 1 cm’ (fig. 12). Pe fiecare patrat E/;
se poate aseza cite un cub cu muchia de 1 cm. Astfel, baza T
paralelipipedului va cuprinde 12 cuburi. Intrucit inaltimea --"-:r':
acestui strat este de 1 cm, iar inaltimea paralelipipedului — : : : 7
de 5 cm, in paralelipiped incap 5 straturi. Prin urmare, volumul | 4= ‘,"""‘-‘:‘-’:"‘-‘:‘-’:"‘ =1
paralelipipedului dreptunghic este:

12-5=60 (cm’).

Ra : .
aspuns: 60 cm Fig. 12

Generalizind rezultatul problemei, obtinem

Teorema 7

Volumul paralelipipedului dreptunghic este egal cu
produsul celor trei dimensiuni liniare ale acestuia:
7 =abc (fig. 13).

N

]————

Cum baza paralelipipedului dreptunghic este un drept- Jiainininiy Rl
unghi, formula din teorema 7 poate fi rescrisa astfel: // b
V= (%), ’

unde .-/, =a-b este aria bazei paralelipipedului. a
Mai mult chiar, se poate demonstra ca formula () Fig. 13

este adevarata pentru orice prisma.
Prin urmare, are loc

Teorema 8

Volumul prismei este egal cu produsul dintre aria bazei si indltimea prismei.

I APLICAM

ts/f O prisma dreaptd are bazele paralelograme cu o laturd de 6 cm si indltimea dusa pe
aceastd laturd de 4 cm. Inéltimea prismei este de 14 cm. Aflati volumul prismei.

Rezolvare: B of

Fie ABCDA’B'C’'D’ prisma dati (fig. 14). Atunci v

I
|

;o A w1t . . |
7, = A yyep - h, unde h este inaltimea prismei. |
[

[

I

D/

ol \pep = BM - AD =6-4=24 (cm®).

B
© =24.14 = 3 ST A ¢
1, =24-14=336 (cm’). ) ,/{Cm
Réspuns: 336 cnn'. A7 6em D
Fig. 14
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Z Rezolvarea problemei - /5 (de la inceputul paragrafului):

B Fixam cunostintele

1.

A/

N~

Capacitatea piscinei este egald cu volumul unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile
de 5m, 10 msi2 m. Deci, 7 =5m-10m-2m=100 m’.

Raspuns: 100 m’.

Recunoasteti desfagurarile corecte ale prismei triunghiulare.

B/

Exercitii si probleme

C

a)

b)

2. llustrati desfasurarea unei prisme triunghiulare regulate drepte cu:
a) latura bazei de 2 cm si indltimea de 4 cm;
b) latura bazei de 3 cm si indltimea de 2 cm.

Copiati tabelul si completati cu Da doar daca corpul geometric are proprietatea respectiva.

pe baze

. . . . Paraleli- | Paraleli-
Prisma Prisma Prisma | Paraleli- ined ined
patrulatera | patrulaterd|patrulatera| piped I()irl; t dfept N Cub
(arbitrara) | dreaptd | regulatd | (arbitrar) °p ptun-
(arbitrar) ghic
Are bazele patru- Da Da Da Da Da Da Da
latere
Are muchiile late-
rale perpendiculare Da Da

Are bazele para-
lelograme

Are bazele drept-
unghiuri

Are fetele laterale
paralelograme

Are bazele patrate

Are fetele laterale
patrate

Aflati aria totald si volumul unui paralelipiped dreptunghic cu laturile bazei de 6 cm, 7 cm si

inaltimea de 5 cm.

Determinati aria laterald, aria totald si lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic cu o
latura a bazei de 8 cm, aria bazei de 40 cm? si volumul de 240 cm?.
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Bl B Formam capacitatile si aplicam

6. Aflati aria totald a unui paralelipiped dreptunghic cu o laturd a bazei de 4 cm, aria bazei de
24 cm? si volumul egal cu 168 cm?®.

7. Perimetrul bazei unui paralelipiped dreptunghic este de 40 cm, iar aria lui laterald —
de 400 cm?. Determinati volumul paralelipipedului, stiind ca lungimea bazei este cu 4 cm mai
mare decit latimea ei.

8. Un paralelipiped dreptunghic cu laturile bazei de 3 cm si 5 cm are volumul de 90 cm®. Aflati aria
laterala si aria totala a paralelipipedului.
9. Determinati aria laterald si volumul unei prisme triunghiulare regulate cu latura bazei de 6 cm si

inaltimea de 7 cm.

10. Volumul unei prisme triunghiulare regulate este de 36 cm?. Aflati aria laterala si aria totala a
prismei, daca latura bazei este de 4 cm.

11. Toate muchiile unei prisme triunghiulare drepte au lungimea egala cu 243 cm. Aflati volumul
prismei.

12. O prisma triunghiulara regulata are aria bazei de 164/3 cm®. Aflati aria totala si volumul
prismei, daca se stie ca indltimea prismei este de doua ori mai mica decit lungimea laturii bazei.

13. Stiind ca latura bazei unei prisme triunghiulare regulate este de 3 cm si aria laterala de 45 cm?,
aflati volumul acestei prisme.

14. Perimetrul bazei unei prisme triunghiulare regulate este de 15 cm. Determinati aria totala si
volumul prismei, dacd indltimea prismei este de 7 cm.

15. Diagonalele a 3 fete diferite ale unui paralelipiped dreptunghic au lungimile egale respectiv cu
1 cm, 2 cm, 3 cm. Aflati lungimea diagonalei paralelipipedului.

16. Determinati aria laterala, aria totala si volumul unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei
de 4 cm si Indltimea de 7 cm.

17. Determinati volumul unei prisme patrulatere regulate cu aria bazei de 25 cm? si aria laterala
de 160 cm?.

18. O prisma patrulatera regulata are latura bazei de 6 cm si volumul de 432 cm®. Determinati aria
laterala si aria totald a prismei.

19. O bara metalica are forma unei prisme triunghiulare regulate cu lungimea laturii bazei de 10 cm
si indltimea de 1 m. Determinati masa barei, stiind ca densitatea metalului este de 7600 kg/m®.

20. Diagonala fetei laterale a unei prisme patrulatere regulate este de 13 cm. Stiind ca aria bazei
este de 25 cm?, determinati volumul si aria totald a prismei.

21. Volumul unei prisme patrulatere regulate este de 128 cm’, iar indltimea ei — de 8 cm. Determinati
aria laterala si aria totald a prismei.

22. Latura bazei unei prisme hexagonale regulate este de 3 cm, iar indltimea prismei — de 5 cm.
Aflati aria laterald, aria totald i volumul prismei.

23. Determinati aria totald a unei prisme hexagonale regulate cu aria bazei de 544/3 cm? si volumul
de 324 cm’.

24. Aflati volumul unei prisme hexagonale regulate cu inéltimea de 5 cm i aria laterala de 120 cm?.
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25. Care din urmatoarele imagini nu poate fi desfasurarea unui paralelipiped dreptunghic?

a) b) |

I |
c) | d)

4 cm 8 cm

26. In imagine sint reprezentate doar doui fete din g
desfasurarea unui paralelipiped dreptunghic. Aflati .
volumul paralelipipedului.

27. Diagonalele fetelor unui paralelipiped dreptunghic au lungimile de Va1 cm, 426 cm si

respectiv 5J17 cm. Aflati raportul dintre volumul paralelipipedului si lungimea diago-
nalei lui.

28. Perimetrul bazei unei prisme hexagonale regulate este de B, C,

18 cm, iar aria ei laterala — de 1624/3 cm’. Calculati volumul :
acestei prisme. 4
29. Fieprisma ABCDA,B,C,D, (vezidesenul). Aflati aria ei late-

raladaca ./, ..

- 2 _ 2
=3om’, oy, , =4cm.

30. Aflati aria laterala si aria totald a unei pisme hexagonale regu- B\« = —=--{-=)C

late cu latura bazei de 2 cm si volumul de 60\/5 cm’. 4 ~. -

31. Fetele unui paralelipiped dreptunghic au ariile respectiv ega- 4 D
lecu 6 m*, 6 m* si 4 m*. Aflati volumul paralelipipedului.

l B B Dezvoltam capacitatile si cream

32. Unbidon de forma unui paralelipiped dreptunghic, cu dimensiunile de 10 cm, 15 cm §i 20 cm,
este plin cu apa. El se goleste intr-un vas cubic cu muchia de 50 cm. Pina la ce indltime se ridica
apa?

33. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proportionale cu numerele 2, 3, 5 si volumul
de 240 cm’. Aflati:

a) diagonala paralelipipedului; b) aria totald a paralelipipedului.

34. O cutie are forma unui paralelipiped dreptunghic, notat ABCDA’B’C’D’. O furnic porneste
din punctul 4 si merge pe suprafata laterald a cutiei pind in punctul C” pe drumul cel mai scurt.
Stiind ¢ AB=8 cm, BC=4 cmsi A4’ =12+/3 cm, aflati:

a) aria laterald, aria totala si volumul paralelipipedului; b) lungimea drumului.

35. Fie ABCA’B’'C’ o prisma triunghiulari regulati cu latura bazei AB = 8 cm si diagonala fetei

laterale de 10 cm. Calculati aria totald a prismei si volumul ei.

* Optional
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§ 3. Piramida

Eli Acoperisul unui turn are forma unei piramide patrulatere
cu bazele congruente de 10 m si muchiile laterale con-
gruente de 13 m. Cite cutii cu vopsea sint necesare pen-
tru acest acoperis, daca o cutie ajunge pentru o supra-
fatd de 10 m*?

Pentru a rezolva problema, vom studia o alta clasa speciala
de poliedre, numite piramide.

3.1. Elementele piramidei.
Clasificarea piramidelor

Definitie
Piramida este un poliedru format dintr-o suprafata poligonald, numita baza

piramidei, un punct care nu apartine bazei, numit virful piramidei, si toate
segmentele cu o extremitate in virful piramidei, iar cealaltd apartinind bazei.

Segmentul cu o extremitate in virful pira-
midei, cealalta apartinind planului bazei si

perpendicular pe aceastd bazd se numeste

inaltime a piramidei. Lungimea acestui seg- inaltime
ment de asemenea se numeste indltime a

piramidei. mucm‘f

I . laterala

Fetele laterale ale piramidei sint triun-

ghiuri cu un virf in virful piramidei. Segmen-

tele ce unesc virful piramidei cu virfurile fati
bazei se numesc muchii laterale ale pira- laterala ¢
midei.

B

Multimea punctelor piramidei care nu

apartin bazei si nici fetelor laterale se nu-

. L baza
meste interiorul piramidei.
De regula, notind piramida, scriem la A D
inceput litera de la virful piramidei, apoi lite- Fig. 15

rele virfurilor bazei acesteia.
Exemplu

Piramida din figura 15 poate fi notata SABCD.
ABCD este baza, S — virful, 4ABS — o fata laterala, [SB] — o muchie a acestei piramide.
Daca [SM] este perpendicular pe baza, atunci [SM] este Tnaltimea piramidei SABCD.
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Daca piciorul inaltimii piramidei coincide cu centrul bazei (punctul egal departat de
virfurile bazei), atunci piramida se numeste piramida dreaptd.

» Utilizind teorema lui Pitagora, demonstrati

Teorema 9

Muchiile laterale ale unei piramide drepte sint congruente.

Piramidele se clasificd dupa poligoanele bazei: piramide triunghiulare (tetraedre),
patrulatere, pentagonale, hexagonale, heptagonale etc.

O piramida dreaptd cu baza un poligon regulat se numeste piramida regulatd.

Inaltimea unei fete laterale trasata din virful piramidei regulate se numeste apotemd a
acestei piramide.

« In pofida faptului ci piramidele triunghiulare se mai numesc fetraedre, termenul
tetraedru regulat nu se utilizeaza In cazul oricérei piramide triunghiulare regulate.

Definitie

Un tetraedru cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru regulat.

» Formulati citeva caracteristici sau proprietati ale tetraedrului regulat.
Exemplu

Fetele tetraedrului regulat sint triunghiuri echilaterale congruente.

Z Cum reprezentiam corect o piramida?
@ Construim cu rigla si creionul baza piramidei (fig. 16).
® Construim virful piramidei. In cazul piramidei regulate, gasim centrul bazei, apoi,
pe verticala construitd din acest punct, marcam virful piramidei.

@ Unim virful piramidei cu virfurile bazei.

@ ,,Intrerupem” muchiile care nu se vad in spatiu si stergem liniile auxiliare.

Y.y,

@ @ @ @
Fig. 16
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3.2. Aria laterala, aria totala si volumul piramidei

g a) In figura 17 este reprezentatd piramida regula-
ta SABCD. Construiti schematic desfasurarea ei.
b) Determinati aria laterala a piramidei SABCD, daca l
latura bazei este a, iar apotema piramidei este /.

Rezolvare:
a) In figura 18 este reprezentatd desfisurarea pira-
midei SABCD. 3¢
A a D
S, Fig. 17
/ Evident, triunghiurile 4S,B, BS,C,
CS,D, DS, A4 sint triunghiuri isoscele si
B/ [ C congruente Intre ele.
a
b) Aria laterald (.«/) a piramidei este
S / a all / - . . . .
1 T ! S, egald cu suma ariilor triunghiurilor isoscele
a din figura 18.
A - /D ol gy = la .
w2
/ ) 1
Deci, .« = 4-§al =2al.
S, Raspuns: .4, =2al.
Fig. 18

I Observatie. Cum p =4a este egal cu perimetrul bazei piramidei, raspunsul problemei

poate fi scris si astfel: .« = % p -1, unde p este perimetrul bazei piramidei.
Reuniunea fetelor laterale ale piramidei se numeste suprafata laterali a piramidei.
Aria suprafetei laterale a piramidei se numeste arie laterald a piramidei.

Aria totala a piramidei este suma dintre aria laterala si aria bazei.

Teorema 10

Aria laterald a unei piramide regulate este egala cu
semiprodusul dintre perimetrul bazei si apotema pira-
midei (fig. 19).

1
"QJI zzpla

unde p este perimetrul bazei.
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Il APLICAM

* Rezolvarea problemei EE

Pentru a afla suprafata acoperisului, trebuie sa calcu-
lam aria laterald a unei piramide patrulatere regulate
SABCD cu latura bazei de 10 m si muchia laterala de
13 m (fig. 20).

Fie [SM] apotema piramidei. Fig. 20 D

SM =~/SD* —DM?* , | > deoarece ASMD este dreptunghic in M.
SM =+13* —5% =12(m).

o, =% p-SM, > p este perimetrul bazei.

ol = % -40-12=240(m"). perimetrul bazei este egal cu 40 m.
240:10 =24 (cutii).

Raspuns: 24 de cutii cu vopsea.

4’ Care este volumul piramidei examinate in problema “1£?
Pentru a afla raspunsul, vom examina mai Intii urmatoarea teorema.

Teorema 11

Volumul piramidei este egal cu o treime din produsul
dintre aria bazei si Indltimea piramidei.

Il APLICAM

* Rezolvarea problemei 74/4

Aflam volumul piramidei patrulatere regulate SABCD
(fig. 23) cu latura bazei de 10 m si muchia de 13 m.

@ Fie O punctul de intersectie a diagonalelor bazei

ABCD. Atunci [SO] este inaltimea piramidei SABCD——— deoarece SABCD este

o piramida regulata.

® AOz%ACz%-lO\E=5\/§(m)

> deoarece diagonala
patratului cu latura a
este egald cu av2.

® SO =+A45" - A0* =169 —50 = /119 (m) ——— deoarece [SO] este o

catetd a triunghiului
dreptunghic SOA.
> conform teoremei 11.

® 7, =4y 50=110° 119 =0 ()

1004119

Raspuns
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Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Ariabazei unei piramide triunghiulare regulate este egald cu 93 cm’, iar apotema piramidei —
cu 5 cm. Aflati aria laterala a piramidei.

2. Perimetrul bazei unei piramide triunghiulare regulate este de 183 cm, indltimea—de 4 cm, iar
apotema piramidei —de 5 cm. Determinati aria laterala, aria totala si volumul piramidei.

3. Volumul unei piramide triunghiulare regulate este de 33 cm’, iniltimea ei — de 1 cm, iar
apotema piramidei — de 2 cm. Aflati aria laterala a piramidei.

4. Aria bazei unei piramide triunghiulare regulate este de 3643 cm’, apotema ei — de 4 cm, iar
inaltimea piramidei — de 2 cm. Determinati aria totala si volumul piramidei.

5. Calculati aria totald a unei piramide triunghiulare regulate cu apotema de 4 cm si aria bazei de
2743 em’.

6. Care dintre urmatoarele figuri nu reprezinta desfasurarea unei piramide?

a) b) c) d)
33

7. Apotema unei piramide patrulatere regulate este de 3 cm, indltimea ei—de =5 cm, iar aria

laterala — de 18 cm. Aflati volumul piramidei.

8. Determinati aria laterala si volumul unei piramide patrulatere regulate cu latura bazei de 6 cm,
apotema de 5 cm si inaltimea de 4 cm.

9. Inaltimea unei piramide patrulatere regulate este de 12 cm, perimetrul bazei piramidei — de 40 cm,
iar apotema ei—de 13 cm. Aflati aria totala si volumul piramidei.

10. Aflati aria totala si volumul unei piramide patrulatere regulate cu aria bazei de 36 cm?, apotema
de 6 cm si inaltimea de 343 cm.

11. Latura bazei unei piramide patrulatere regulate este de 8§ cm, apotema ei — de 5 cm, iar inalti-
mea —de 3 cm. Determinati aria laterald, aria totala si volumul piramidei.

12. Aflati aria totala si volumul unei piramide hexagonale regulate cu latura bazei de 4 cm, indltimea
de 2 cm si apotema de 4 cm.

H B Formam capacitatile si aplicam

13. Fie o piramida patrulatera regulata cu latura bazei a, apotema /, perimetrul bazei 7, aria late-
rald ./, siariatotala .«/. Aflati:
a) P, ., §1 .o/, dacd a=6m, [=12 m; b) I, ? si ./, dacd a=13m, ./ =689 m’;
) a, P, o, dacd [=16m, ./, =288m’; d)a, [, .«/, dacd #=44 m, .«/, =396 m’;
e) a, k, #, dacd ./ =352 m’, ../ =416 m".
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Il B B Dezvoltam capacitatile si cream
21.

22.

23.

Aria bazei unei piramide hexagonale regulate este egala cu 4843 em®, iar apotema pirami-
dei—cu 5 cm. Aflati aria laterald a piramidei.

Piramida lui Kheops a avut initial inaltimea de 147,5 m si latura patratului bazei de 232 m.
Raportul dintre lungimea apotemei VM si segmentul OM, unde V este virful piramidei, iar O —
centrul bazei, este un numar renumit, utilizat in arhitectura inca din Antichitate. Aflati acest

raport §i comparati-1 cu @
port s parat 7 D c’

Lungimea muchiei cubului din imagine este de 443 em.

Determinati inaltimea tetraedrului A4’D’B’ (4’D’'B’ este baza A

tetraedrului).

Volumul unei piramide hexagonale regulate este egal cu ] D

4843 em’ , Indltimea piramidei — cu 3 c¢m, iar apotema este

congruentd cu latura bazei. Determinati aria totala a piramidei. J

Aria laterald a unei piramide hexagonale regulate este egala
cu 192 cm?, inaltimea ei — cu 4 cm, iar apotema piramidei este
congruentd cu latura bazei. Determinati volumul piramidei.

Lungimea muchiei cubului din imagine este de 16 cm. Vir-
ful M al piramidei MABCD este centrul fetei A'B'C'D’ a A,

1
I ’
. . . . . . . ' B
cubului. Aflati raportul dintre aria laterald si aria bazei I \
o 1
piramidei. I ,/
1
Latura bazei unei piramide hexagonale regulate este con- 's----Xr-)cC
gruenta cu indltimea piramidei. Determinati aria laterala si 4
volumul piramidei, daca indltimea piramidei este de 10 cm, iar A B

apotema ei — de 57 cm.

Inaltimea unei piramide patrulatere regulate este de 8 cm, iar lungimea laturii bazei — de 12 cm.
Aflati aria totala si volumul piramidei.

Fie ABCD un tetraedru regulat, AB=4 cm i G,, G,, G, centrele de greutate ale triunghiuri-
lor DBC, DAC si respectiv DAB.

a) Aflati aria totala si volumul tetraedrului.

b) Aflati raportul dintre aria triunghiului G,G,G, si aria triunghiului ABC.

Inaltimea unui tetraedru regulat este de 8 cm. Aflati volumul tetraedrului.
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§ 4. Trunchiul de piramida

cuun cutit la nivelul jumatatii din inaltimea pachetului. Cit lapte

va ramine In pachet, dacd el are capacitatea de 1/?

Rezolvare:

Consideram ca pachetul are forma unei piramide triun-
ghiulare SABC (fig. 24).

Rezolvarea problemei se poate face prin doud metode.

ty Un pachet piramidal, plin cu lapte si asezat pe masa, a fost spart 4"
S

Metoda 1. Aflam volumul corpului care se obtine din
piramida S4BC dupa inlaturarea piramidei S4,B,C, cu
baza 4, B,C, paralela bazei ABC si care intersecteaza
inaltimea SO in mijlocul ei — punctul O,.

Metoda I1. Aflam mai intii cu cit s-a micsorat
capacitatea pachetului, adica volumul piramidei A
S4,B,C,.

Volumul piramidei S4BC se calculeaza dupa

formula 7”:%.#3 -h, unde .-/, este aria bazei

B
ABC, iar h este Tndltimea acestei piramide. Fig. 24
Volumul piramidei S4,B,C, este 7, :%.Q;/,)-hl, unde ., este aria bazei 4 B,C,,
. h
iar h, =7 1
Utilizind asemanarea triunghiurilor, se poate ardta ca .-/, = Z&/B.
. 11, h_h 11 1
P S = nrdy = = =T
P HInAre, L=y T4 Ty 3T
1 7

Deci, volumul corpului ABCA,B,C, este 7" —7, =7 — g“l” = §7

Prin urmare, in cutie vor raimine % [ de lapte.

. 7

Raspuns: < L.
Observatie. Mai tirziu vom rezolva aceastd problema si prin Metoda 1. Pentru aceasta
vom studia un alt tip de poliedre — trunchiurile de piramida.

4.1. Elementele trunchiului de piramida

Un plan care este paralel cu planul bazei piramidei si intersecteaza piramida, o imparte
in douad poliedre — un trunchi de piramidd si o piramida mai mica.

Fetele paralele ale trunchiului de piramida se numesc baze.

Orice segment cu extremitatile apartinind bazelor trunchiului de piramida si perpen-
dicular pe ele se numeste inaltime a trunchiului de piramidd. Lungimea acestui segment
de asemenea se numeste Indltime.
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Bazele trunchiului de piramida sint poligoane asemenea. Fetele laterale sint trapeze.
De reguld, notind trunchiul de piramida, scriem la inceput literele bazei mari, apoi
literele bazei mici.
Exemplu 3 baza mici
Trunchiul de piramida din figura 25 poate
fi notat ABCDEA B,C,D,E,. Poligoanele
ABCDE si A B,C,D,E, sintrespectiv baza
mare si baza mica, A4 EE — o fatd fata
laterald, iar [MM,] — o apotemd a laterala
acestui trunchi de piramida.
Dacd [0O,] este perpendicular pe baza
baze, atunci [OO,] este o Inaltime a  mare
trunchiului de piramida.

apotema

Segmentul cu extremitatile in cen-

trele bazelor unui trunchi de piramidi E
dreaptd este indltimea acestui trunchi. Fig.25

Trunchiul de piramida regulatd este un trunchi de piramida dreapta cu bazele
poligoane regulate. Fetele ei laterale sint trapeze congruente.

Inaltimile fetelor laterale ale unui trunchi de piramida regulati se numesc apotemele
trunchiului de piramida.

Trunchiurile de piramida se clasifica dupa poligoanele bazelor: trunchiuri de piramide
triunghiulare, patrulatere, pentagonale, hexagonale, heptagonale etc.

Trunchiul de piramida este desfasurabil.

Z Cum reprezentam corect un trunchi de piramida?
@ Construim cu rigla si creionul o piramida (fig. 26; vezi § 3).
@ Marcam pe o muchie laterald un punct si din acel punct construim un poligon cu
laturile respectiv paralele cu laturile bazelor piramidei.
® Cu guma stergem muchiile laterale ale piramidei mai mici.

Fig. 26

192 WUl




3’ (optional). Determinati volumul unui trunchi de pira-

2> 0pt ! p
mida, fiind date ariile ./, si .4 ale bazelor si
indltimea / a trunchiului.

Rezolvare:

Fie x inaltimea piramidei de la care provine trunchiul
(fig. 27).

Volumul 7 al trunchiului de piramida este egal cu
diferenta volumelor a doud piramide: una cu aria ba-
zei .o/, $iinaltimea x, alta — cu aria bazei ., siinalti-

mea x — h.
Din asemanarea acestor piramide rezulta ca

) 2
%}’;:(%) - De aici x_\/——\/—\/—

V= dlyx =l (= h) = { \/_*/—\/_ {ﬂ_h]:

N ot
hl ./ — ., +. |=
ety =t ety =,

”rrr”/}

=§h[(@ ol ) il + il =ty gty +h).

- | T )
Raspuns: gh(&/g + [ edgecd, + o).

UJ|>—l

Il
W=
S

I APLICAM

* Rezolvarea prin metoda I a problemei El;(de la inceputul paragrafului):

Fie 7~ volumul trunchiului, A indltimea piramidei. Atunci

o1 H
A :ZLQ/B, h=7 (*)

Substituind (*) In formula-raspunsul problemei ?5 , obtinem

1 H [ 1 1 1 H 1 Lo\, 7, 7,
=3 2(Q/+ Ay gty +4~f/3) 3 2(g/+2q/+4m13)_3H8&/ ol

unde 7, este volumul piramidei. Prin urmare, in pachet vor ramine 3 [ de lapte.
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B Fixam cunostintele
1.

Bl B Formam capacitatile si aplicam
6.

. In figura este reprezentat un trunchi de piramida. Identificati:

. Luind in consideratie pro-

Exercitii si probleme

Reprezentati un trunchi de piramida:
a) triunghiulara; p

b) patrulatera;
¢) pentagonala. 0 ‘

a) bazele;
b) fetele laterale;
¢) muchiile laterale. K N

prietatile ce tin de bazele
si fetele laterale ale unui
trunchi de piramida, stabi-
liti care dintre urmatoarele
reprezentari poate fi des-
fasurarea unui trunchi de 2) b)
piramida patrulatera.

Ilustrati desfagurarea unui trunchi de piramida:
a) triunghiulara regulata;

b) patrulatera cu bazele paralelograme;

¢) patrulatera cu bazele trapeze.

Un poliedru are (numai) doud fete paralele, celelalte fiind trapeze. Decideti daca poliedrul este
trunchi de piramida, stiind ca cele doua fete paralele sint:

a) triunghiuri asemenea; b) triunghiuri echilaterale;

c) patrate; d) poligoane regulate cu acelasi numar de laturi.

Lungimea muchiei laterale a unui trunchi de piramida patrulatera este de 26 cm. Aflati inal-
timea trunchiului, daca lungimile diagonalelor bazelor triunghiului sint de 30 cm i 10 cm.

Aflati lungimea muchiei laterale a unui trunchi de piramida patrulatera regulata cu laturile
bazelor de 10 cm si 4 cm si apotema trunchiului de 4 cm.

. Lungimea muchiei laterale a unui trunchi de piramida patrulaterd regulata este de 9 cm.

Determinati indltimea trunchiului, daca laturile bazelor sint de 10 cm §i 2 cm.

Inaltimea unui trunchi de piramida triunghiulara regulati este de 10 cm. Aflati lungimea muchiei
laterale, daca laturile bazelor sint de 40 cm i 10 cm.

10. Determinati inaltimea unui trunchi de piramida patrulaterd regulata cu latura bazei mari de

25 ¢cm, muchia laterala de 26 cm si apotema trunchiului de 24 cm.

11. Aflati indltimea unui trunchi de piramida patrulaterd regulata cu laturile bazelor de 10 cm si

6 cm si diagonala trunchiului de 12 cm.
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12. Muchia laterald a unui trunchi de piramida triun-
ghiulara regulata formeaza cu o 1naltime a bazei mari
un unghi de 45° (vezi desenul). Aflati aria figurii
AAM M, daca laturile bazelor trunchiului sint de
10 cm i 6 cm.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

13. Muchia laterala a unui trunchi de piramida patrulatera regulata formeaza cu o diagonala a bazei
mari un unghi de 45°. Aflati lungimea diagonalei trunchiului de piramida, daca laturile bazelor
sint de 24 cm si 7 cm.

14. Aflati indltimea unui trunchi de piramida patrulatera regulata cu laturile bazelor de 8 cm $i 2 cm
si aria patrulaterului cu virfurile-extremitati ale diagonalelor paralele ale bazelor trunchiului
egald cu 2042 cm®.

15. Examinati desenul. Cu ajutorul riglei negradate stabiliti daca
trunchiul de piramida este reprezentat corect.

16°. Calculati inaltimea unui trunchi de piramida hexagonala regulata
cu latura bazei mici de 4 cm, latura bazei mari de 12 cm si volumul
de 936 cm’.

17°. Demonstrati ca aria suprafetei laterale a unui trunchi de piramida regulata este egald cu produsul
dintre semisuma perimetrelor bazelor si apotema trunchiului.

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Aflati suma masurilor unghiurilor formate de fetele unei:
a) piramide triunghiulare; b) prisme patrulatere; ¢) prisme pentagonale.

2. Determinati inaltimea unui tetraedru regulat cu muchia de 10 cm.

W

. Aflati volumul unui tetraedru regulat cu muchia de 8 cm.

4. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sint de 7 cm, 4 cm, 8 cm. Determinati aria totala si
volumul paralelipipedului.

o

Volumul unui cub este de 216 cm3. Aflati aria totala a cubului.

&

O prisma triunghiulara regulata are muchia bazei de 4 cm si indltimea de 8 cm. Determinati aria
laterald si volumul ei.

7. O prisma hexagonala regulata are muchia bazei de 2 cm, iar fetele laterale sint patrate. Aflati aria
laterala si volumul prismei.

8. Fie ABCDEF o prisma dreaptd cu baza 4BC triunghi dreptunghic. Inaltimea prismei este
congruenta cu ipotenuza AC a bazei si AB=12 cm, BC =9 cm. Determinati:
a) aria totala si volumul prismei;
b) aria triunghiului £BM, unde M este mijlocul muchiei AC.

* Optional
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9. Cite diagonale are un trunchi de piramida:
a) pentagonala; b) ale carui baze sint poligoane cu # laturi?

10. Fie ABCA'B’C’ o prismi triunghiulari regulati. Stiind ci distanta dintre centrele a doui fete
laterale este de 4 cm si aria laterala — de 96+/3 cm? , aflati:
a) Inaltimea prismei; b) volumul prismei.

11. Toate muchiile prismei regulate ABCA’B’C’ sint de 3 cm. Determinati lungimea segmentului
AD, unde D este mijlocul muchiei B'C’.

12. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile bazei de 15 cm §i 5 cm, iar aria lui laterala este de
doua ori mai mare decit aria bazei. Aflati indltimea si volumul paralelipipedului.

13. Fie un cub cu diagonala de 3 cm. Unind centrul cubului cu virfurile lui, se obtin 6 piramide
congruente. Ce volum are fiecare dintre aceste piramide?

14. Fie ABCA’B’'C’ o prisma triunghiulara. Triunghiul ABC are doud laturi de 17 cm si 24 cm, iar
masura unghiului format de ele este de 30°. Stiind ca inaltimea prismei este de 12 cm, aflati
volumul ei.

Bl B Formam capacitatile si aplicam

15. Suma dimensiunilor unui paralelipiped dreptunghic este egald cu 24 cm, lungimea diagona-
lei — cu 18 cm. Determinati aria totala a paralelipipedului.

16. Fie cubul ABCDA’B'C’'D’, M — mijlocul lui [4’D’], iar P — mijlocul lui [4B]. Stiind ca
MP=43 cm, aflati lungimea muchiei si volumul cubului.

17. Suma muchiilor concurente intr-un singur virf al unui paralelipiped dreptunghic este de 15 cm,
iar diagonala lui —de +/77 cm. Determinati aria totala a paralelipipedului.

18. Volumul unei prisme patrulatere regulate este de 175 cm?, iar inaltimea ei — de 7 cm. Determinati
lungimea diagonalei i aria totald a prismei.

19. O prisma hexagonald regulata are muchia bazei de 6 cm si indltimea de 8 cm. Determinati

lungimea diagonalelor prismei, aria totala si volumul ei.

20. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ cu AB=12 cm, BC =35 cm. Aria sectiunii
determinate de muchiile 44" si CC” este egald cu 370 cm?2. Determinati aria laterald si volumul
paralelipipedului.

l B B Dezvoltam capacitatile si cream

21. O suprafata de forma unui triunghi echilateral cu naltimea de 443 cm reprezinta desfasurarea
unui tetraedru. Determinati aria totala si volumul tetraedrului.

22. Fie piramida triunghiulara regulata VABC cubaza ABC si AB = 124/2 cm, AV =12 cm.
a) Aflati inaltimea triunghiului ABC. b) Determinati indltimea piramidei.
c) Aflati volumul piramidei.

23. Un trunchi de piramida patrulatera regulata provine dintr-o piramida cu indltimea de 12 cm si
latura bazei de 8 cm. Determinati lungimea muchiei laterale a trunchiului, stiind ca el are Tnalti-
mea de 4 cm.

24. Aria totala a unui tetraedru regulat este egala cu 63 cm’. Aflati volumul tetraedrului.
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Test sumativ

Varianta | I

regulat.

a) Aflati lungimea unei muchii a tetrae-
drului, dacd suma lungimilor tuturor mu-
chiilor este egala cu 54 cm.

b) Reprezentati desfasurarea tetraedrului.
c) Aflati suprafata totala a corpului.

d) Care este inaltimea tetraedrului?

¢) Corpul a fost topit i din metalul obtinut
au fost create piese — tetraedre regulate
cu muchia de 3 cm. Cite piese au fost
confectionate?

. Abajurul unei lampi de masa de forma unui
trunchi de piramida patrulatera regulata
fara baze (vezi dese-
nul) se confectio-
neaza din pinza.

Va ajunge oare o bu-
cata de pinza de for-
ma unui patrat cu la-

Timp efectiv de lucru: I\,
45 de minute | '
%

Varianta Il I

1. Un vas de forma unui paralelipiped drept- 1. O vaza de forma unei prisme triunghiulare
unghic cu dimensiunile bazei de 10 cm si regulate cu latura bazei de 12 cm si inal-
15 cm si indltimea de 20 cm este plin cu timea de 30 cm este pe jumatate plina cu
apa. apa.

a) Reprezentati desfasurarea paralelipi- a) Reprezentati desfasurarea prismei la
pedului lascara 1: 5. scara 1: 3.
b) Aflati aria laterala a paralelipipedului. b) Aflati aria laterala a prismei.
c) Citi litri de apa sint in vas? ¢) Citi litri de apa sint in vaza?
d) Apa din vas se toarna intr-un vas cubic [ d) Apa din vaza se toarna intr-un vas cu-
cu muchia de 20 cm. La ce Inaltime s-a bic cu muchia de 20 cm. La ce inaltime s-a
ridicat apa in vasul cubic? ridicat apa in vasul cubic?
¢) Aflati raportul dintre capacitatea vasului ] e) Aflati raportul dintre capacitatea vasului
cubic si a celui paralelipipedic. cubic si a vazeli.

. Un corp metalic are forma unui tetraecdru 2. Un corp metalic are forma unui tetraedru

regulat.

a) Aflati lungimea unei muchii a tetrae-
drului, dacd suma lungimilor tuturor mu-
chiilor este egala cu 72 cm.

b) Reprezentati desfasurarea tetraedrului.
c) Aflati suprafata totala a corpului.

d) Care este inaltimea tetraedrului?

e) Corpul a fost topit i din metalul obtinut
au fost create piese — tetraedre regulate
cu muchia de 6 cm. Cite piese au fost
confectionate?

. O lustra de forma unui trunchi de piramida

patrulatera regulata fara baze (vezi dese-
nul) se confec-
tioneaza din sti-
cld. Va ajunge
oare o bucata de
sticla de forma
unui patrat cu la-

tura de 50 cm? tura de 50 cm?
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |33-32|31-28 | 27-25|24-22 | 21-19|18-15| 14-11| 106 | 5-3 2-1
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N Capitolul
Corpuri rotunde

In practica, in afara de poliedre, se intilnesc corpuri marginite total sau partial de
suprafete neplane: sfera, cilindrul, conul etc., numite corpuri rotunde. Ca si in cazul
poliedrelor, acestea au un sir de proprietati interesante. De exemplu, dintre toate corpurile
geometrice cu aceeasi suprafata totald, sfera are volumul maxim.

Deoarece suprafetele corpurilor rotunde se obtin (dupa cum veti vedea) prin rotatii
complete ale unor figuri geometrice in jurul unei drepte, corpurile In cauza se mai numesc
corpuri de rotatie.

§ 1. Cilindrul (circular drept)

f‘l/f Administratia unei benzinarii a hotarit sa
vopseasca cele 10 cisterne (de forma ci-
lindricd) ale automobilelor cu care se tran-
sporta carburanti. Fiecare cisterna are lun-
gimea de 14 m si diametrul bazei de 2 m.
Cite cutii de vopsea sint necesare, daca o
cutie ajunge pentru o suprafatd de 14 m??

1.1. Elementele cilindrului

Definitii 7}
1
¢ Corpul geometric format din doua discuri con- ,
gruente, situate in plane paralele, si din toate L =i
segmentele cu extremitatile apartinind acestor / / / / /
discuri se numeste cilindru circular (fig. 1).
. o . o .. 9
¢ Cele doua discuri ale cilindrului circular se o
numesc baze ale cilindrului. '/ Fig. 1

Orice segment cu extremitatile in planele ba-
zelor cilindrului, perpendicular pe ele, se numeste
indltime a cilindrului. Lungimea acestui segment
de asemenea se numeste indltime.

De exemplu, in figura 2 este reprezentat un
cilindru cu bazele 9 (O, OM) si 9, (0,, OM,).

Fie € si €, cercurile care marginesc discurile

D si9D,.

I3 Geometrie




Corpuri rotunde

Segmentele paralele cu dreapta OO,, ale carei extremitati apartin cercurilor €, si
€,, se numesc generatoare ale cilindrului.

Astfel, in figura 2 segmentul MM este o generatoare a cilindrului.

Multimea tuturor generatoarelor cilindrului se numeste suprafata laterala a cilindrului,
iar multimea punctelor lui, care nu apartin bazelor si nici suprafetei laterale, se numeste
interiorul cilindrului.

Daca generatoarele unui cilindru circular sint e e
perpendiculare pe planele bazelor, atunci cilindrul
se numeste cilindru circular drept (fig. 3 a)), in
caz contrar — cilindru circular oblic (fig. 3 b)).

Observam cé generatoarele cilindrului circu-
lar drept sint naltimi ale acestuia.

2) Fig3 0
Observatii. 1. In clasa a IX-a vom cerceta numai cilindrul circular drept, pe care il
vom numi, pe scurt, cilindru.
2. In practica, mai frecvent se intilnesc probleme ce tin de suprafata cilindrului.
De aceea, pentru a scurta exprimarea, prin cilindru uneori vom intelege numai supra-
fata sa.

f& Descrieti ce obtineti la rotatia completa a dreptunghiului ABCD F\ -
in jurul dreptei 4B.
Rezolvare:
La rotatia completa a dreptunghiului ABCD in jurul drep-

tei AB se obtine un cilindru cu indltimea 4B si raza bazei AD -
(fig. 4). ~Z - -

1.2. Desfasurarea cilindrului. Sectiuni
i‘!;/ Desfagurati un cilindru si examinati ce obtineti.

Rezolvare:

Taind suprafata laterala a cilindrului dupa R d:zf;i“fr;ga
o generatoare, obtinem o suprafatd drept- laterale
unghiulara (fig. 5). Dimensiunile acestui Ko7
dreptunghi sint egale cu lungimea cercurilor I
bazelor si lungimea generatoarelor cilindru- : h h
lui. Prin urmare, desfasurarea cilindrului |
consta din doud discuri de raze egale si o su- Cmeea )
prafata dreptunghiulara, avind o dimensiune - - R

egald cu lungimea unuia dintre aceste discuri, desfasuririle
bazelor

27tR Y

iar alta — cu lungimea generatoarei lui.
Fig.5
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Atelier. Confectionati din carton un cilindru circular drept cu indltimea de
15 cm si raza bazei de 5 cm.

B

j& Descrieti ce obtineti intersectind cilindrul cu un plan ce contine @

centrele bazelor cilindrului.
Rezolvare:
Fie O, si O, centrele bazelor cilindrului. Intersectia cilindrului
cu un plan ce contine dreapta 0,0, este o suprafata dreptun-
ghiulara ABCD cu dimensiunile egale cu indltimea cilindrului si
diametrul bazelor (fig. 6). D Fig. 6

Observatie. Suprafata dreptunghiulara ABCD se numeste sectiune axiald a cilindrului,
iar dreapta 0,0, — axa de simetrie a cilindrului.

Il APLICAM

¢ Un cilindru circular drept cu raza bazei de 10 cm si gene- D
ratoarea de 16 cm este sectionat paralel cu axa de simetrie a . 19)
cilindrului (fig. 7). La ce distanta de la aceasta dreapta se afla .
sectiunea, daci aria ei este de 192 cm®? :

Rezolvare: i

Sectiunea data este o suprafatad dreptunghiularda ABCD, avind Ai
o dimensiune egald cu lungimea generatoarei cilindrului. s

\ 0 2
L'QJABCD _ 192 &’/

D 16 12 (em): B

Fie O,M indltimea triunghiului isoscel DO,C cu
DO, =0,C=10 cm.
OM este distanta de la axa 0,0, pina la sectiune.

2
Astfel, O.M = DO,Z—(%] =/100—36 =8 (cm).

Raspuns: 8 cm.

Deci, ./,,0p = AD-DC = DC =

1.3. Aria laterala, aria totala si volumul cilindrului

.

j‘l/f Fie r raza bazei unui cilindru, iar 4 lungimea generatoarei (inaltimea) lui. Aflati aria
suprafetei laterale a cilindrului.
Rezolvare:

Deoarece desfasurarea suprafetei laterale a cilindrului este o suprafata dreptunghiulara

cu dimensiunile 277 (lungimea bazei) si /4, rezulta ca aria ei este .
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Corpuri rotunde

Aria suprafetei laterale a cilindrului se numeste aria laterald a cilindrului si se
noteaza cu ..

Aria totald (.</)) a cilindrului este suma dintre aria laterala si ariile bazelor lui.

: . y 2 v - . - [ .
Cum aria unei baze este .o/, =7r", rezultd ca aria totala a cilindrului este

ol = ol + 2ol = 210+ 27 = 270 (h+ 7).

:& Calculati volumul:
a) unei prisme patrulatere regulate drepte de Tnaltime /4 si latura bazei a;
b) unui cilindru de indltime / si raza bazelor 7.

Rezolvare: //r’:‘\v\'\

a) Volumul unei prisme este egal cu ./, - A, unde ./, este aria \E\ P /:,
.. A eq, e . . o 2 1 L 1
bazei, iar 4 — ndltimea ei. Prin urmare, 7 =a” - h. el
b) Considerind o prisma dreapta cu bazele poligoane regulate E AN E
cu un numar foarte mare de laturi, obtinem un corp asemanator cu IRE N
un cilindru (fig. 8). S R e
Prin urmare, ca si la prisme, putem considera volumul cilin-
. /. T — 7 7 —2 )
drului egal cu .+, - h. Deci, | V=ud-h=mrh|. Fig. 8
Are loc
Teorema 1

Pentru orice cilindru circular drept, ./ =27 rh,

o, =21rh+ 21 =21 r(h+7),

V= -h=1r’h,
unde 7, h, ./, .,, </, 7 sintrespectiv raza bazei, indltimea, aria laterala, aria bazei,
aria totala si volumul cilindrului.

* Rezolvarea problemei El;(de la inceputul paragrafului):
Fie S suprafata unei cisterne, S, suprafata tuturor cisternelor.
Atunci S =2mr(h+7r), unde h=14m, r=1m.
S=2-314-15=942 (m").
S =94,2-10=942 (m?).
Cum 942:15=62,8 si 62<62,8<63, rezulta ca sint necesare 63 de cutii cu vopsea.

Raspuns: 63 de cutii.
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Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Reprezentati un cilindru: a) circular drept;  b) circular oblic.
Numiti elementele lui.

2. In figura este reprezentat un cilindru circular drept de baze
€(0,, R), €(0,, R). ldentificati printre segmentele A40,,
BO,, AB, MN(MN | 0,0,), 0,0,, CO,, CN, O,N:

a) generatoarele; b) inaltimile;
¢) razele bazelor; d) coardele bazelor.

3. Fie o suprafatd dreptunghiulara de dimensiunile / si L. Reprezinta oare ea desfasurarea suprafetei
laterale a unui cilindru circular drept de baza €(O,, R) si generatoare G, daca:

a) L =08, z:%, R=04, G=04; b) L=+12, 1:%, r=Y G-oa:

7
1 V2

, R=3r, G==—"2-7
2 2

4. Fie un cilindru circular drept de baze €(O, R), €(O,, R) si generatoare G, h=0,0,,
vy, o, o, 1" — Tespectiv aria bazei, aria laterald, aria totala si volumul cilindrului. Completati

c)L=6r", 1=

tabelul: R | G| h | oy | oty | o, | 7
l6m|24n
2,5 0,4
5 125
243 3
1 1,57

5. Sectiunea axiala a unui cilindru este un patrat de arie S. Aflati suprafata totald a cilindrului si
volumul lui, daca:
a) §=100 cm?; b) S=4 cm? ¢) §=0,64 cm2.

6. Un dreptunghi cu laturile de 5 cm si 8 cm se roteste 1n jurul laturii mai mari. Determinati aria si
volumul corpului de rotatie obtinut.

7. Valoarea raportului dintre lungimile laturilor unui dreptunghi cu aria de 48 cm? este egala
cu 0,75. Aflati volumul corpului obtinut la rotatia dreptunghiului in jurul axei lui de simetrie.
Cite solutii are problema?

H B Formam capacitatile si aplicam
8. Dreptunghiul ABCD are AB =a $i m(£LCAB)=c.

El reprezinta desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept. 4

Determinati aria totala si volumul cilindrului in doua variante, stiind ca: @
a) a=24cm si o0 =30% ! z

b) a=10 cm si or =45°, |

¢) a=16cm si a=60°. !

9. In desen este reprezentat un cilindru. [4D] si [BC] sint doud generatoare i :/D’ T77~<

ale cilindrului. Aflati aria laterala a cilindrului, dacé O este centrul unei \_’/
baze, iar ./, =20 cm’. C
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10. Inaltimea cilindrului circular drept este H, iar raza bazei lui — R. Aflati aria sectiunii duse paralel
cu axa cilindrului la distanta d de la ea, daca:
a) R=5cm; H=10cm; d =4 cm; b)R=\/ﬁcm;H=4cm;d=4cm;
c) R=x; H=2x; d=0,5x.

11. Aflati volumul unei pietre, daca la scufundarea ei Intr-un vas cilindric de raza R nivelul apei
creste cu x:
a) R=8cm; x=3cm; b)R=3\/§cm;x=2\/Ecm.

12. Sa se afle masa unei tevi de lungime /, cu grosimea x si diametrul interior /, daca densitatea
materialului este p:
a)[=3m; x=5cm; H=10cm; p=10 g/cm’;

b) 1=4v2 m; x=+2 cm; H =92 em; p:% g/em’.

13. Inaltimea unui cilindru circular drept este de 8 cm, iar volumul lui —de 727 cm’. Determinati
aria totala a cilindrului.

14. Care cratitd are capacitatea mai mare, daca prima este ingusta si inalta, iar a doua — de doua ori
mai larga si de doua ori mai joasa decit prima?

15. Raza bazei cilindrului este de 5 cm, aria suprafetei laterale este de 3 ori mai mare decit aria unei
baze. Aflati aria totala si volumul cilindrului.

16. Valoarea raportului dintre Inaltimea unui cilindru si raza bazei lui este egala cu 1,6. Determinati
aria totala si volumul cilindrului, daca se stie ca aria suprafetei laterale a acestuia este egald cu
807 cm?.

17. fnél;imea cilindrului este de 8 cm, raza bazei lui —de 5 cm. La ce distanta de la axa, paralel cu ea,
trebuie sectionat cilindrul, pentru ca aria sectiunii sa fie de 48 cm®? R

Compuneti si rezolvati o problema asemanatoare.

18. Citva cintari o bara cilindrica de fier cu diametrul bazei de
10 cm si lungimea de 0,5 m, stiind ca densitatea fierului este

de 7850 kg/m*? 20cm
. . cooo 30em?
19. In desen este reprezentat un corp format din doud bucati \,o R

de teava identice. Aflati volumul corpului. T
’ ’ i 25¢cm

.
S

l B B Dezvoltam capacitatile si cream

20. Dintr-o bari cilindrica se executa un numar maxim de piulite de forma unui patrat cu latura de
12 ¢m, cu pierdere minima de material. in fiecare piulitd se execut un orificiu cu diametrul
de 6 cm. Aflati diametrul barei si cit la sutd din volumul barei se pierde prin prelucrare.

21. Dintr-o bara cilindrica cu diametrul de 14 cm se confectioneaza piulite hexagonale regulate cu
grosimea de 4 cm. Care este numarul maxim de piulite ce pot fi executate din bara de 89 cm si cit
la suta din volumul barei se pierde, daca in fiecare piulitd se executad un orificiu cu diametrul de
8mm?

22. De cite ori trebuie marita inaltimea unui cilindru circular drept, fara a schimba baza lui, pentru
a-1 mari volumul de 8 ori?

Compuneti si rezolvati o problema asemanatoare.

23. De cite ori trebuie marita raza bazei unui cilindru circular drept, fara a schimba indltimea lui,
pentru a-i mari volumul de 8 ori?
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_______Capitolul5 |
§ 2. Conul (circular drept)

Il INVESTIGAM

1 /5 O gramada de griu de forma conicd are inaltimea de 2,4 m, iar suprafata bazei — de
26 m?. Aflati cantitatea de griu din gramada, daca o tona de griu ocupa 1,3 m°.

2.1. Elementele conului

Definitii
Fie 9 un disc si ¥ un punct care nu apartine
planului discului.

¢ Corpul geometric format din toate segmentele
cu o extremitate V' si cealalta apartinind discului
9 se numeste con circular (fig. 9).

¢ Discul 9 se numeste baza conului, iar punctul
V — virful conului.

¢ Segmentele cu o extremitate } si cealalta apar-
tinind cercului care margineste baza conului se Fig.9
numesc generatoare.

De exemplu, in figura 9 este reprezentat un con cu virful ¥ si baza 9.
Segmentul VM este o generatoare a acestui con.

Fie O centrul bazei conului circular (fig. 10).

Daca dreapta VO este perpendiculara pe baza
conului, atunci conul se numeste drept (fig. 10 a)), inaltime
altfel el se numeste oblic (fig. 10 b)).

Multimea tuturor generatoarelor conului se nu-
meste suprafata laterald a conului. Multimea
punctelor conului ce nu apartin nici suprafetei laterale,
nici bazei conului se numeste interiorul conului.

Perpendiculara coborita din virful conului pe planul
bazei lui se numeste indltimea conului (fig. 10). a) b)

Lungimea acestui segment de asemenea se nu- Fig. 10
meste indltime.

Observatii. 1. Iniltimea conului circular drept coincide cu segmentul cu extremititile
in virful conului si centrul bazei lui.

2. Deseori, pentru a scurta exprimarea, vom numi con numai suprafata sa.

3. In clasa a [X-a vom cerceta numai conul circular drept, pe care il vom numi, pe
scurt, con.
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j& Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(£LABC)=90°.
Descrieti ce obtineti la rotatia completa a triunghiu-
lui ABC in jurul dreptei AB.

Rezolvare:

La rotatia triunghiului ABC in jurul dreptei AB se obtine
un con circular drept cu generatoarea AC si raza bazei BC
(fig. 11).

2.2. Desfasurarea conului. Sectiuni

7 desfasurarea
suprafetei
laterale

Desfasurati un con si examinati ce obtineti.

\\\*‘

Rezolvare:

Taind suprafata laterala a unui con dupa o
generatoare, obtinem o suprafatd de forma unui
sector de cerc (fig. 12) cu raza egala cu lun-
gimea generatoarei conului. Lungimea arcului
de cerc determinat de sector este egala cu lun-

gimea cercului de la baza. desfasurarca

bazei

Fig. 12

Atelier. Confectionati din carton un con cu generatoarea de 10 cm si raza
bazei de 5 cm.

g

* Intersectind conul cu un plan ce contine virful si centrul
bazei conului, obtinem o sectiune marginita de un triunghi isoscel.
Aceasti sectiune se numeste sectiune axiali a conului. in
figura 13 suprafata marginita de triunghiul ABC este sectiune
axiala a conului.

~

Observatie. Dreapta VO, unde V este virful, iar O — centrul
bazei conului, se numeste axd de simetrie a conului.

2.3. Aria laterala, aria totala si volumul conului
fy Fie g generatoarea, iar » raza bazei conului.

* Aria suprafetei laterale a conului se numeste aria laterala a conului si se noteaza
cu .o/.

o o, =TIgr.

* Aria totald (.-/) a conului este egald cu suma dintre aria laterald si aria bazei
conului.
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Il APLICAM
* Sa se afle aria suprafetei corpului obtinut la rotatia
unui patrat cu latura a in jurul diagonalei sale.

Rezolvare:

Prin rotatia pétratului in jurul diagonalei sale obtinem un
corp format din doud conuri congruente cu raza bazei (r)
egald cu o jumatate din lungimea diagonalei patratului si
generatoarea (g) congruenta cu latura pﬁtratulu’i (fig. 14). D

Luind in consideratie raspunsul problemei E‘l /:f, obtinem: Fig. 14
d=rng=rma oo,
Raspuns: a’m2 u. p.

?y’ Aflati volumul conului cu inaltimea /4 si raza bazei r.

Rezolvare:

Considerind o piramida regulata cu baza un poligon regulat cu
un numar foarte mare de laturi, obtinem un corp asemanator cu un
con (fig. 15). Prin urmare, ca si in cazul piramidei, volumul conului
poate fi calculat dupa formula 7" = %s/b -h.

Dar .+, =7r’. Deci, r:%mzh .

Fig. 15

Teorema 2
Pentru orice con circular drept, .-/, =mgr,
oA, =l + oy =TGr + 1077 =700 (g +7),
1 1

Ly h=1m
7—3&/,,11 37rrh,

unde 7, g, h, ./, «,, <, 7" sint respectiv raza bazei, generatoarea, inaltimea,
aria laterala, aria bazeli, aria totala si volumul conului.

* Rezolvarea problemei fj;(de la inceputul paragrafului):

Fie V' volumul ocupat de griu.

14 :% R’h, unde r este raza bazei grimezii, iar h=2,4 m.

Din conditia problemei, 2777° =26 (m).
Prin urmare, V = % -26-2,4=20,8 (m’).
Deci, griul cintareste 20,8:1,3=16 (t).

Raspuns: 16 tone de griu.
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Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Reprezentati un con:
a) circular drept; ~ b) circular oblic.
2. In figura este reprezentat un con circular drept cu centrul bazei O.
Identificati:
a) generatoarele; b) inaltimile; c)razele bazei; d) coardele bazei.
3. Tlustrati desfasurarea unui con circular drept cu generatoarea g si
raza bazei R, daca:
a)g=5cm, R=2cm; b)g=7cm, R=3cm.

4. Fie un con circular drept de bazd ‘€ (O, R), .+/,, .«/,, .«/,, 7" sint respectiv aria bazei, aria laterala,
aria totald si volumul conului, g — generatoarea, iar /2 — inaltimea conului. Completati tabelul:

R | g h | vty | o | o, | 7
4 3
5|13
4 1087
8 80
7 30m

5. Un triunghi isoscel cu laturile de 5 cm, 5 cm $i 6 cm se roteste 1n jurul axei lui de simetrie. Aflati
aria totala si volumul corpului geometric obtinut.

6. Un triunghi isoscel cu laturile de 13 cm, 13 cm si 10 cm se roteste in jurul bazei lui. Determinati
aria si volumul corpului geometric obtinut.

H B Formam capacitatile si aplicam

7. Aria totald a unui con circular drept este de 253 cm’, iar aria lui late- N
rali —de 11 cm”. Aflati lungimea generatoarei conului.
8. Determinati aria sectiunii conului ce contine punctele S, 4, B, daca
SO=10cm, OA=3cm, AB=4 cm.
9. Un triunghi dreptunghic cu catetele de 4,5 cm §i 6 cm se roteste in jurul B
inaltimii coborite din virful unghiului drept. Aflati aria totala si volumul
corpului de rotatie obtinut.

10. Aria sectiunii axiale a unui con este S. Aflati aria laterald  f
si volumul conului, daca raza bazei conului este R.

0|

11. Examinati desenul. In primul pahar (de forma conica) sint
200 ml de suc. Cit suc se afla in paharul al doilea, acesta @ @
fiind identic cu primul?

Il Bl Dezvoltam capacitatile si cream

12. Aria sectiunii obtinute la intersectia conului cu un plan, paralel cu baza conului, este egala cu S.
Sectiunea se afla la distanta d de la virful conului, iar / este Indltimea conului. Determinati aria
laterala si volumul conului.
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13. Un triunghi dreptunghic cu catetele a si b se roteste 1n jurul ipotenuzei. Aflati volumul corpului
obtinut.

14. Aria bazei unui con circular drept este de 97 cm?. Determinati aria suprafetei totale a conului,
dacd volumul lui este de 127 cm?.

15. Generatoarea unui con circular drept este de 10 cm, iar unghiul sectiunii axiale de pe linga
virf —de 120°. Aflati volumul conului.

16. Un triunghi echilateral cu latura de 8 cm se roteste in jurul dreptei ce contine un virf al
triunghiului si este paralela la latura ce nu contine acest virf. Determinati volumul corpului de
rotatie obtinut.

17. Un romb cu latura de 8 cm si unghiul ascutit de 60° se roteste in jurul unei laturi. Aflati
volumul corpului obtinut.

18. Un trapez isoscel cu bazele de 10 cm, 12 cm si latura laterala de 10 cm se roteste 1n jurul bazei
mari. Determinati volumul corpului obtinut.

§ 3. Trunchiul de con (circular drept)
10m

j‘l/f Un cos de fum al unei statii electrotermice are forma
tronconica (vezi desenul). Diametrul exterior al bazei mari
este de 30 m, iar al bazei mici — de 10 m. Inaltimea cosului
este de 40 m. Ce cantitate de ciment s-a consumat la
tencuirea suprafetei laterale a cosului, daca pentru 10 m?
de suprafata s-au folosit 50 kg de ciment?

3.1. Elementele trunchiului de con

HN INVESTIGAM

Intersectia unui con cu un plan paralel cu baza
conului este un disc. Partea conului marginita de acest
disc si de baza conului se numeste trunchi de con
(fig. 16). Ambele discuri ale trunchiului de con se
numesc baze. Segmentele trunchiului de con, continute
de generatoarele conului, se numesc generatoare ale
trunchiului de con. Multimea generatoarelor trunchiului
de con formeaza suprafata laterala a trunchiului de
con. Segmentul trunchiului de con, continut de Tnaltimea
conului, se numeste indltimea trunchiului de con.

Fie O, O, centrele bazelor trunchiului de con. Seg-
mentul OO, este indltimea trunchiului de con. Lun-
gimea acestui segment de asemenea se numeste
indltime.
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f& Fie ABCD un trapez dreptunghic cu m(£A4)=90°.
Descrieti ce obtineti la rotatia trapezului ABCD in jurul
dreptei AB.

Rezolvare:
La rotatia trapezului ABCD (fig. 17) in jurul dreptei 4B
se obtine un trunchi de con circular drept. Baza mica (mare)

a trapezului este congruenta cu raza bazei mici (mari) a

trunchiului de con, iar AB este ndltimea trunchiului de con.

3.2. Desfasurarea trunchiului de con. Sectiuni

j‘l/f Desfasurati un trunchi de con si examinati ce

obtineti (fig. 18).

Rezolvare:

Taind suprafata laterald a unui trunchi de con
dupa o generatoare, obtinem o figurd numita sec-
tor de coroana circulara.

Observam ca lungimile arcelor coroanei circula-
re sint egale cu lungimile bazelor trunchiului de con.

Atelier. Confectionati din carton un trunchi de con cu razele bazelor de
2 cm si 4 cm si generatoarea de 10 cm.

b

Intersectind trunchiul de con cu un plan ce contine centrele
bazelor trunchiului de con, obtinem o sectiune care se numeste
sectiune axiala a trunchiului de con.

Sectiunea axiald a trunchiului de con este o suprafatd mar-
ginitd de un trapez isoscel (fig. 19).

Observatie. Dreapta OO,, unde O si O, sint centrele

bazelor trunchiului de con, se numeste axa de simetrie a Fig. 19
trunchiului de con.
* Descrieti ce obtineti intersectind trunchiul de con cu un v

plan ce nu contine centrele bazelor lui, dar este paralel cu "
dreapta determinata de ele. FN

’2/’ (optional). Aflati aria suprafetei laterale a trunchiului de
con cu razele bazelor R si r si generatoarea g (fig. 20).

Rezolvare:

Fie . aria suprafetei laterale a trunchiului de con, ./ aria
laterala a conului din care provine trunchiul de con, iar .«
aria laterald a conului mic. Fig. 20
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Notam prin / generatoarea conului mic, atunci g +/ este generatoarea conului mare.
Obtinem .o/, =.o/ —.oy = R(I+ g)—nmrl=n Rg+mI(R—71) (*).

Observam ca £=g_+l de unde =18
7 l R—r

Substituind in formula (*), obtinem:
o, =7ng+7r-%-(R—r)= mg(R+7).
Raspuns: mg(R+7r).

Il APLICAM

* Fie trapezul ABCD cu baza mare AB,
DC =10 cm, m(£4)=m(LB)=45° si inalti-
mea de 6 cm (fig. 21). Determinati aria totala a
corpului obtinut prin rotatia acestui trapez in jurul
axei lui de simetrie.

Rezolvare:

Fie O si O, mijloacele bazelor AB si CD.

OO, este axa de simetrie a trapezului.

La rotatia trapezului ABCD 1in jurul dreptei OO, se obtine un trunchi de con cu bazele
de raze AO si CO, siindltimea OQ,. Fie CK inaltimea trapezului.

Triunghiul AKC este dreptunghic isoscel. Deci, AK = CK. Deoarece KO =CO,,
obtinem A0 =AK +KO=6+5=11(cm). AC= % = 6+/2 (cm). Astfel, luind in
consideratie raspunsul problemei :z, aria totala a trunchiului de con este:

ol =l 4T AO* +70-CO? =70 -6:/2 - 16+ - 121+ 70 - 25 = (9632 +146)7 (cm?).

Raspuns: (96+/2 +146) 7 cm’.

* Rezolvarea problemei il /:’(de la Inceputul paragrafului):

Fie § suprafata tencuitd. Atunci, tinind cont de raspunsul
problemei 2/5, S'=mg(R+r), unde R, r, g sint respectiv raza
mare, raza mica i generatoarea trunchiului de con corespun-
zator cosului (fig. 22) si R=15m, r=5m.

Observim (fig. 23) cd g=+h"+(R-7).
Deci, g =/40% +10> =+/1700 =104/17 (m). 0,

Atunci S =3,14-104/17 - 20 = 2 589,3 (m?). B

Prin urmare, s-au consumat aproximativ l
(2589,3:10)-50=12946,5 (kg) de ciment. 0—% B

Raspuns: 12946,5 kg de ciment. Fig. 23
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Corpuri rotunde

Exercitii si probleme

Fixam cunostintele
Reprezentati un trunchi de con:
a) circular drept; b) circular oblic.
. In figura este reprezentat un trunchi de con circular drept.
Identificati:
a) generatoarele; A B
b) inaltimile;
c) razele bazelor. C

. Un trapez isoscel cu bazele de 10 cm si 5 cm se roteste in jurul axei lui de simetrie. Descrieti

A w

corpul de rotatie obtinut, daca inaltimea trapezului este de 8 cm.

. [lustrati desfasurarea unui trunchi de con circular drept cu generatoarea g si razele bazelor R, r,
daca:
a)g=6cm, R=3cm, r=1cm; b)g=8cm, R=4cm, r=2cm.

. Utilizind datele din desen, determinati razele bazelor, lungimea generatoarei si indltimea trunchiului

de con circular drept, a carui desfasurare a suprafetei laterale coincide cu sectorul de coroana
circulara reprezentat:

a) b) ©)
a &
6cm 6cm 50°
10cm 14cm Sem

B Formam capacitatile si aplicam

Aflati razele bazelor si inaltimea unui trunchi de con, stiind ca sectiunea lui axiala este marginita
de un patrulater cu laturile de 12 cm, 125 cm, 125 cm, 100 cm.

. Determinati lungimea generatoarei unui trunchi de con cu diametrele bazelor de 12 cm §i 28 cm

si aria sectiunii axiale a trunchiului egald cu 120 cm®.

. Raza cercului circumscris sectiunii axiale a unui trunchi de con este de 42,5 cm. Aflati lungimea

generatoarei trunchiului, daca ariile bazelor sint egale cu 17647 cm® si 3247 cm’.

. Un trunchi de con are indltimea de 4 cm si generatoarea de 442 em. Aflati Tnaltimea conului din

care provine trunchiul, daca media aritmetica a razelor bazelor este egala cu 10 cm.

Aria sectiunii axiale a unui trunchi de con este de 81cm’. Determinati raza bazei mari a
trunchiului, daca raza bazei mici este de 2,5 cm, iar generatoarea trunchiului —de 9 cm.

Razele bazelor unui trunchi de con sint de 8,7 cm si 5,3 cm. Aflati lungimea generatoarei
trunchiului, dac aria sectiunii axiale a acestuia este egald cu 119 cm’.

211



l l B Dezvoltam capacitatile si cream

12. Centrul cercului circumscris sectiunii axiale a unui trunchi de con coincide cu centrul bazei
mari a trunchiului. Aflati raza bazei mari a trunchiului, daca raza bazei mici este de 5 cm, iar aria
sectiunii axiale a acestuia este egald cu 216 cm”.

13".Razele bazelor si indltimea unui trunchi de con circular drept sint direct proportionale cu
numerele 3, 6 si 4. Determinati volumul trunchiului de con, daca lungimea generatoarei este
egald cu 25 cm.

14. Sectiunea axiald a unui trunchi de con este un trapez isoscel cu diagonalele perpendiculare.
Aflati razele bazelor trunchiului de con, daca se stie ca o raza este de doud ori mai mare decit
cealaltd, iar volumul conului din care provine trunchiul este de 647 cm?®.

§4. Sfera

jl/f Sase baieti au mincat egal un pepene
verde cu raza de 20 cm, iar patru fete au
mincat egal un pepene verde cu raza de
15 cm. Cui i-a revenit mai mult pepene
verde: unei fete sau unui baiat?

4.1. Elementele sferei
Bl INVESTIGAM

;@Fie O un punct si R un numar real pozitiv.

a) Care este locul geometric al punctelor din plan situate la
distanta R de punctul O?

b) Ce se obtine prin rotatia in plan a unui segment de lungi-
me R in jurul unei extremitati (fixate)?

¢) Denumiti locul geometric al punctelor din spatiu situate
la distanta R de punctul O.

Rezolvare:

Fig. 24

a) Locul geometric al punctelor din plan situate la distanta
R de punctul O este cercul ‘¢(O,R) (fig. 24).

b) Rotind complet un segment de lungime R in jurul unei
extremitati, obtinem un disc de raza R (fig. 25).

¢) Multimea punctelor din spatiu situate la distanta R de
punctul O se numeste sferd de centru O si razd R.

Notim: (0, R). Deci, & (0,R)={M| OM =R}.
Fig. 25
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Corpuri rotunde

Orice segment care uneste centrul sferei cu un punct .. ’ raze
al ei se numeste raza (fig. 26). Segmentul care uneste ’

doua puncte ale sferei se numeste coarda. Coarda
ce contine centrul sferei se numeste diametru.

R - G A S

>, .. . . . ; da
,_@ Numiti locul geometric al punctelor din spatiu: diametry coarda

a) situate la o distantd mai mica decit R de punctul O; Fig. 26
b) situate la o distanta mai mare decit R de punctul O.

Rezolvare:

a) Multimea punctelor din spatiu situate la o distantd mai micad decit R se numeste
interiorul sferei (O, R).

Notdm: Int (O, R). Deci, Int #(O,R)={M| OM < R}.

b) Multimea punctelor din spatiu situate la o distantd mai mare decit R de punctul O,
adica multimea punctelor din spatiu care nu apartin sferei (O, R) si interiorului ei, se
numeste exteriorul sferei (O, R).

Notam: Ext (O, R). Deci, Ext #(O,R)={M|OM > R}.

Stera Impreuna cu interiorul ei se numeste bild sau corp sferic. Prin urmare, suprafata
bilei este o sfera.

Sectiunea obtinuta la intersectia unui plan cu o sfera este un cerc (fig. 27).

Daca centrul acestui cerc coincide cu centrul sferei, atunci el se numeste cerc mare
al sferei (fig. 28).

Fig. 27 Fig. 28

4.2. Aria sferei. Volumul corpului sferic

In clasa a XII-a se va demonstra ca:
« aria suprafetei sferei se calculeaza cu ajutorul formulei ./ =47 R*, unde R este raza

sferei; 3

* volumul corpului sferic se calculeaza cu ajutorul formulei 7" =
raza acestui corp.

T
3 unde R este
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Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Tlustrati si notati o sfera.

2. Punctele 4, B, C din desenul alaturat apartin &(O, R). Identificati
printre segmentele OA4, OC, OB, AB, BC, CA, DA, DC, BD:
a) razele;
b) coardele;
¢) diametrul.

3. Fie $(O, R), h distanta de la dreapta d la centrul O. Decideti care

este pozitia dreptei d fata de sfera, daca:

a)d=8cm, R=9 cm. b)d=11cm, R=7cm. ¢)d=10cm, R=10cm.
4. Fie ¥(0O, R) si h distanta de la planul o la centrul O.

Decideti care este pozitia planului ¢ fata de sfera, daca:

a) d=5cm, R=2+/3 cm; b)d=%cm,R=%cm; C)d=5,(6)cm,R=5%cm,
5. Fie d distanta de la centrul (O, R) la coarda AB. Determinati lungimea coardei, daca:
a)d=3cm, R=5cm; b)d=5cm, R=13 cm; c)d=2\/§cm,R=2\/gcm.

Bl B Formam capacitatile si aplicam

6. Raza sferei terestre este (aproximativ) de 6400 km. Care este lungimea
unei paralele de 60° latitudine (vezi desenul)?

7. Aria cercului mare al sferei este S.

Aflati aria si volumul sferei, daca:

a) S =36wm’; b) S=1%nm2; ¢) S=27mrm?.
8. Fie (O, R) si d distanta de la planul o la centrul O.

Determinati aria cercului de intersectie a planului & cu sfera, daca:

a)R=15cm,d =12 cm; b) R=8/3 cm, d=23cm;  ¢)R=d=10cm.

9. Rezolvati problema propusa la inceputul paragrafului.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

10. Utilizind datele din desen, aflati aria sferei (O este centrul sferei):
b) 24 cm

oD

a) ~—40cm

72 cm
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Corpuri rotunde

11. Aria unei sfere este de 387 cm”. Aflati aria sferei al cirei volum este de 27 de ori mai mic decit
volumul sferei date.

12. Aria unei sfere este de 20 cm”. La ce distanti de la centru trebuie sectionati sfera, astfel incit
aria discului mirginit de cercul din sectiune si fie egald cu 2,75 cm*?

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Reprezentati:
a) un con circular drept; b) un cilindru circular drept;
¢) un trunchi de con circular drept; d) o sfera.

2. Construiti desfasurarea:
a) unui cilindru circular drept cu raza bazei de 2 cm si generatoarea de 6 cm;
b) unui con circular drept cu raza bazei de 3 cm si generatoarea de 8 cm;
¢) unui trunchi de con circular drept cu razele bazelor de 2 cm si 3 cm §i generatoarea
de 5 cm.

3. Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este o suprafata dreptunghiulara
cu dimensiunile de 2+/5 cm si 104/3 cm. Aflati aria totala si volumul cilindrului, daca se stie ca
generatoarea este mai mica decit diametrul bazei lui.

4. Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector de cerc de 60° si raza
de 9 cm. Aflati aria totala si volumul conului.

5. Aflati raza unui disc a cdrui arie este egala cu aria totald a unui cilindru circular drept cu raza
bazei de 2 cm si Inaltimea de 7 cm.

6. Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia unui dreptunghi cu diagonala de 5 cm si
perimetrul de 14 cm in jurul laturii mai mari.

7. Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia unui triunghi dreptunghic cu catetele de 33
cm si 23 cm:
a) in jurul catetei mai mari; b) in jurul ipotenuzei.

Hl B Formam capacitatile si aplicam

8. Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru este de forma unui patrat cu diagonala de
J72 cm. Aflati volumul cilindrului.

9. Inaltimea conului este congruenti cu diametrul bazei lui. Aflati raportul dintre aria bazei si aria
laterala a conului.

10. Aflati aria laterala si volumul cilindrului obtinut la rotatia completa a unui dreptunghi de
dimensiunile 5 cm si 7 cm in jurul unei laturi. Cercetati ambele cazuri.

11. O bild cu raza de 6 cm si un cub cu latura de 9 cm sint confectionate din acelasi material.
Comparati masa acestor corpuri.
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12. Un triunghi echilateral se roteste in jurul axei lui de simetrie. Aflati volumul corpului obtinut,
daca aria triunghiului este de 16\/3 cm?.

13. Aflati raza bazei unui cilindru circular drept cu aria totalda de 137 cm? §i generatoarea de 1% cm.

14. Aflati raza bazei unui con circular drept cu aria totala de 98 cm? gi generatoarea de 7 cm.

15. O bild de razi 10 cm se afld intr-un vas de forma cilindrica cu raza bazei de 12 cm. In vas se
toarna 1 / de apa. Va fi acoperita oare bila de apa?

16. Diagonalele unui romb au lungimile de 6 cm si 63 cm. Determinati aria totald a corpului
obtinut la rotatia completd a rombului in jurul uneia dintre laturile sale.

17. Care corp are volumul mai mare: o sferd de razd 10 cm sau un tetraedru regulat cu muchia
de 15 cm?

l B B Dezvoltam capacitatile si cream

18. Distanta dintre centrul bazei conului §i generatoarea lui este egald cu 33 em. Aflati aria
totala si volumul conului, dacd generatoarea lui formeaza cu planul bazei un unghi de 60°.
19. Distanta dintre centrul bazei conului si generatoarea lui este egala cu 6% cm. Determinati aria

totala si volumul conului, daca generatoarea lui formeaza cu indltimea conului un unghi de 60°.

20. Aria laterald a unui con este de 4 ori mai mare decit aria bazei lui. Aflati masura unghiului la
centru al sectorului de cerc care reprezintd desfagurarea suprafetei laterale a conului.

21. O sfera este inscrisa intr-un con. Valoarea raportului dintre aria bazei conului si aria sferei este
egala cu 0,75. Aflati masura unghiului dintre generatoare si planul bazei conului.

22. Un triunghi echilateral se roteste in jurul unei laturi. Determinati volumul corpului obtinut,
daca latura triunghiului este a.

23". Aflati raza bazei mari a unui trunchi de con circular drept cu aria totald de 5067 cm?, aria
laterald de 2737 cm? si raza bazei mici de 8 cm.

24". Trapezul ABCD cu baza mare AB are m(£A4)=90°, AD=8 cm, AB=8 cm, DC=2 cm.
Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia trapezului in jurul:

a) laturii 4B; b) bazei mici.
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Test sumativ

Varianta | I

1. Fie un cilindru circular drept cu genera-
toarea de 5,5 cm gi raza bazei de 2 cm.
a) Desenati desfagurarea cilindrului dat.
b) Aflati aria laterala a cilindrului.
¢) Determinati aria totala a cilindrului.
d) Aflati volumul cilindrului.

2. Un con circular drept de metal are genera-
toarea de 5 cm, iar diametrul bazei de 4 cm.
a) Aflati Inaltimea conului.
b) Determinati aria laterala a conului.
¢) Aflati volumul conului.
d) Conul a fost topit si din metalul obtinut
s-au confectionat bile curaza de 1 cm. Cite
bile s-au obtinut?

3. Aria suprafetei unei mingi sferice este egala
cu 4007 cm®.

a) Este oare posibil sd punem aceasta [

minge intr-o cutie de forma unui cub cu
muchia de 15 cm? Justificati.

b) Mingea se afld la 2 m de un perete. Un [}

copil a lovit mingea in directia peretului.
Mingea s-a rostogolit pe o linie dreapta de
3 ori §i s-a oprit. La ce distanta de la perete
se afla ea? (In calcule considerati 7 = 3,14.)

rotirea unui triunghi dreptunghic cu cate-
tele de 8 cm si 6 cm in jurul ipotenuzei.

Corpuri rotunde

1.

. O piesi are forma figurii care se obtine la 4.

Timp efectiv de lucru: k,
45 de minute | '
%

Varianta Il I

Fie un cilindru circular drept cu indltimea
de 6 cm gi raza bazei de 3 cm.

a) Desenati desfasurarea cilindrului dat.
b) Aflati aria laterala a cilindrului.

¢) Determinati aria totala a cilindrului.

d) Aflati volumul cilindrului.

. Un con circular drept are indltimea de

12 cm, iar diametrul bazei de 10 cm.

a) Aflati generatoarea conului.

b) Determinati aria laterala a conului.

¢) Aflati volumul conului.

d) O bilad de metal cu raza de 15 cm a fost
topita si din metalul obtinut s-au confec-
tionat conuri cu dimensiunile date mai sus.
Cite conuri s-au obtinut?

. Aria suprafetei unei mingi de ping-pong

este egald cu 167 cm”.

a) Cite astfel de mingi incap intr-o cutie
de forma unui cilindru circular drept cu
inaltimea de 12,5 cm siraza bazei de 4,2 cm?
Justificati.

b) Mingea a fost Tmpinsa §i s-a miscat pe
o dreapta in directia opusa a mesei de tenis.
S-a rostogolit de 15 ori si s-a oprit. La ce
distanta de la marginea mesei se afla min-
gea, daca lungimea mesei este de 2,74 m?
(in calcule considerati 7 = 3,14.)

O piesa are forma figurii care se obtine la
rotirea unui triunghi dreptunghic cu ipote-
nuza de 10 cm si un unghi ascutit de 60° in

Aflati volumul piesei. jurul ipotenuzei. Aflati volumul piesei.
Baremul de notare
Nota 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
Nr. puncte |44-43|42-38 |37-32|31-26 |25-20 | 19-14 | 13-11| 10-7 | 6-3 | 2-1
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Raspunsuri si indicatii

Algebra
Capitolul 1
§ 1. 3.2)a) 0,875, nu este periodic; ¢) 4,(851), perioada este 851. 4. a), ¢), ¢) Numere zecimale
periodice simple; b), d), f) numere zecimale periodice mixte. 7. 10 nuci; 120 de nuci.
8. d) x, =5, x, =-2 — numere rationale; ) x, =5-343, X, =5+343 — numere irationale.

9.b)%;c %; d)%; ¢) 21719133. 10.2) 1+47>243; d) —%=—0,(33). 11.b) V3 ++2;
o) 1; d) 11-6+2. 12.¢) {xe R|(=c0, 0)U(0, +e0)}. 15.25kg. 18.b) S=@; c) §=1{1, 4}.
19.a) S={0;0,5}; b) Indicatie. |2+ x| =|5x-3|= (2+x)* =(5x-3)".

§2. 1.a) 632 +546-9,5; b) 11,6—212. 2.¢) 2,828 <2+/2 <2,829; d) 6,708 < 3+/5 < 6,700.
3.¢0) 3—\/5<1,7; d) 1++/3 <2++/2. 5.Lafierbere se pierde 33% din vitamina C. 6. =170 gde

unt, =130 g de zahar, 200 g de ciocolata, 4 oua, 2 linguri de fdind. 8. b) De exemplu,

44 (4++/5); 10-(2—+/5); 42+0,25V5); S‘E\Em 9.De 100ri. 10.0,5si—1. 13.a) 8—24/15;

d) 38+12410. 14.b) 1142 —=94/3; d) 26+15+3. 15.b) =—5,689; d) =~2,466. 16. 16+8/5.
17.Cu36%. 19.a) 2413 +33 +1204/2 —188. 22. 185> 15>

§3. 2.a) ae[2, +oo); b) ae (=, 0; ¢) ae (-1, +e). 3.a) V12; b) —\3a’; ¢) Jb(b—1)".
4.2) 43; b) 7V2: ©) a*V5; d) 2—anT. 6.a)27-b)2i5; c)7i; d) L. 7.2)104%; b) lx;

E.
¢) 4b°; d) 1000y™°. 8.a) 10; b) i 9. )£ b) 3‘/_, ) V3-1; ¢ 4J_ 9. 10.a)-12;

b) 60; ¢) 9+54/3; d)ll 11.2) x— \/_b)\/_'c) —2; d) 2-4/7. 12a) i b)S; ¢ )40

d)9; €) —0,9999; f) 2 13.2) 210; b) 30; ¢) 1500; d) 0,4. 16. a) 500; b)007 c)4000 d)0009

17.2) 38; b) 4(5—1). 18.a) A; b) A; o) F; d) A. 19.a) 2; b) —£. ¢) 3, q) 2
\/_ el 3 49° 2 5

20.2) Y22 1) V10; o) -2

Exercitii 51 probleme recapitulative

1.b) 35-7V3+5J2-4V6. 3.a) V7<410; b) ¥63>+54; ¢) V23<4103. 4.b) 347;

O3W2-2; d) J66-8. 7.b) ¢ d) 3% 8.10,1s5i9. 9.50,8 lei. 10.d) De exemplu,

X

3J13 +44/13; 8413 =413; 2413 -3.5; % 11.b) 11+44/7; d) 200+80+/5. 13.2) 343 -1;

©) 14-6v5. 14.a) S—{—l 41 b) S={0;0,5; ¢) S={-2,2. 15.2) 5-243<2++2;

b) 64++/7 <447, 17.2) 6— b)1525 ?gg;d %. 18.2) —4x; d) —2x2)°+2. 20.80cm.

21. 50 de ani si 14 ani. 22. 0,5. 27. Indicatie. a), b), d) Efectuati substitutia | x| = #; c) efectuati
substitutia |3—x|=1¢. 29. Indicatie. Cercetati cazurile a >0, a <0, a=0.

Capitolul 2

§1. 2.b). 4.a). 6.a)Nu;b)nu;c)da;d)nu. 8. f(x)=3x+1. 9. Indicatie. Cercetati doud
cazuri: p(x)=(8+ 243 )x, p(x)=(8- 243 )x, x —indltimea trapezului. 12.a) Da; b) nu.

§ 2. 4. a) f— strict crescitoare; ¢) f — strict descrescitoare. 5. ¢), d) In cadranele II, TV.
10. a) f(x)=7x-3; ¢) f(x)= W2 -3 14. a) 1) Pentru me (2, +o) functia f este strict
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Raspunsuri si indicatii

crescatoare; 2) pentru me (—oo, 2) functia f este strict descrescatoare. Pentru m=2 functia f
este constantd. 16. A=2, B=10. 18. f(n)=3+0-n sau g(n)=4+(-1)", neN.

§3. 4.2) 4:(0, +0) = (0, + ), A(a)=6a’. 6.a) r{lean f(x)=0. 7.b), d) Functia f nu are
zerouri. 8. 2) Indicatie. Axa de simetrie este dreapta x=—2b—a. 10. b) E(f)=(—o; 2];
e) E(f)=[-0,25; +o0). 13.2) a>0,A<0;d) a<0,A=0. 16.1,11m; 1,78m'2m' 1,78 m; 1,11m.
18. a) Indicatie. Pot fi determinate 4 functii. 19. Aria triunghiului mic 4, (x) = ; aria trapezului
A, (=20 =X) a(h2 -x)
abscisele punctelor de intersectie. 21.Legitateaeste x, —x,, unde x,, x, sintsolutii ale ecuatiei
asociate si x, >x,. 22.a) aeR’; b) aecR}. 23.b=6, c=15.

§4. 2.a)5;-4; —{/ﬁ; 1,5;-1;0,1. S5.a),b),d) Functia f nu are extreme; c) rgiRn f(x)=1.

. 20. Indicatie. a) Rezolvati ecuatia —2x* —4+4=—x+ 2 pentru a determina

Exercitii si probleme recapitulative
1.b). 4.a) f,. 6./=2m. 7.a) y=15-0,5x. 15.a) x=0 — axa de simetrie; miRn f(x)=3;

5431 17. a) Se determina 4 functii. 18. Indicatie.

Rezolvati ecuatia f(x)=0 si calcula‘g valoarea f(0). 20. a) Indicatie. Fie 2+ x=t¢, atunci
x=2—1t Deci, f(t)=5t—7. 22.h=8;c=12.

Capitolul 3

§1. 3.¢) X°V’Z; d) XY’Z°. 4.1)a)3; d)0; 2)b)6; ¢)3. 7.b) 41X*¥Z%; ¢) 3XYZ.
8.¢) 4X'Y": ) 3375Y°Z. 9.¢) 242 d) 2X°VZ'. 10.b) 352V -Z0+XY.
11.b) —2XY*Z*+ +0,01X°Y°Z* + X’Y*Z*. 14. Legitatea este puterea respectivd a monomului.
§2. 5.b) X(X=D(X+12 6.b) (0,5X+1)% d) (X+1)’. 7.b) (V5X =3V5)5X +35);
c) BX —4)(25X* +20X +16). 8.¢) 2—-X)(1+X). 10.b) grad P(X)=3; grad O(X) =3 pentru
me R siorice k, p,neR; grad Q(X)=2 pentru m=0, ke R" siorice p, neR; grad Q(X)=1

d) x_% — axd de simetrie; mm f(x)=2

pentru m=0, k=0,pe R" siorice neR; grad O(X)=0 pentru m=0,k=0,p=0 si neR".
12.¢) (6X +1)(21X° =3X +1). 13.a) (X —2)(3X° +2X +4); b) Indicatie. Efectuati substitutia
X'=Y; d) (X+1)(X’-X>+2). 14. Indicatie. Rezolvati ecuatiile de gradul II asociate
polinoamelor date. 16.b) Q(X)=-5X"+X’-2X>+8. 18. P(X)=X". 19. a) Indicatie.
Efectuati substitutia X* = ¥; b) (X" —2)(X" +2)(X>" +4); ¢) X(X" —1)(X" +1).
§3.3.d)159; €)0; £)6. 5.b)C(X)=—5X"—6X*—5X~7, R(X)=—13; d) C(X)= X"~ X°+
FX XY 43XTS3XP43X -3, R(X)=4. 7. P(X)=(X'—2)(=2X +1)+(=2X +1).
8.a) ae {-5, 2}; b) ae {-4,1}; ¢c)a=-1. 9. R(X)=X—4.

§4. 3.a)F;b)A;c)F; d) F. 4.a)Dajc)nu. 6.2a) -1, 1;b)0, 2, 3; c) :d) —+/2,42.
8.a) Nu; b)nu; c)da. 9.a)2; b)3; c) 1. 10. a) Indicatie. Rezolvati s1stemul de ecuatii

3a+b=-2, B B

{6(a_b):_5. 1. a=-5,b=1.
X' =2X+3 X*+5X-3 2XP+6X+6 X —-X*-6X-16

5. 2.b ;C . 5.b)2;c ;e ;
. . e ) 3X(X+2) )29 T ) X*—64

X’ -3x-1 X +10 X*—4X +4 X’

L =~ 6.2a) 2X; ¢) - ; d ; )
D X -1 ) > ©) 2X° ) X+2 D (X +2* (X +1)(X -2)

8.a)E(X)=X+5+X132; byae {-10,—4,-2,~1, 0,1, 3, 4, 5, 6, 8, 14}.
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Raspunsuri si indicatii

Exercitii si probleme recapitulative
2. b) P(X)+0(X)==3X' - X>+6X+1; P(X)-O(X)=3X’-X>—6X-3 P(X)-O(X)=
2

=3X°-3X —2X2—6X-2. 3.a) 27X’ +54X2+36X+8; d) 27X +1. 5.b) Z—%

d) BX =17 6.2) —(Y+20)9Y +20); b) 4X(X =9); d) (Z-5)Z+/5)(Z* +52> +25).
7.b) (Y=2)2Y*+1); d) (X+1)(X*++43). 8.b) C(X)=3X>+5X-7; R(X)=X-1.
9. b) —101. 11. a) -2,25.  13. Indicatie. Aplicati teorema lui Victe pentru ecuatia asociata
polinomului P(X).

Capitolul 4

§1. 3.a) R; b) R\{5}; ¢c) R. 4.a) S={0,5}; ¢) S={-18}; 1) S:{—%}. 7.a) S=R;

_J7L _J_16 1 x+2_ ot
b) S—{g}, c) S—{ } 8. Indicatie. a) S—t b) —==¢; ¢) t+1_z’ d)

a+3

29 =1.

10. /ndicatie. Legitatea este z, -z, =30, unde z,, z, sint soluplle ecuatiilor din stinga si respectiv
din dreapta lui 30. 11. Indicatie. Legitatea este x,”> =81, unde x,, x, sint solutiile ecuatiilor din

stinga si respectiv din dreapta lui 81. 13. a) S={-2}; c) S={65}; e) S:{—3l}

3
14.a)S:{—%}; b) S = (4, 4};c)s:{-1, —%}; d)s:{—%, %} 15.2) Pentru m =3, §=0;
pentru me R\ {3}, §= { 10 } b) pentru m=0, §=0; pentru me R\{0}, §= {2(23;1’")}'

§2. 2.a) S={—4,4}; b) S={-5,5}; ¢) S={—%, 0}; d) S={0,§}; e) S=; ) S=0,

g) §={0}; h) S={0}. 3.a) S={—%}; b) s={%,
b) §={2,6}; ¢) $=@; d) S={-2}; e S={-L4;; f) 5=0. s a) (x 3)(x+1)-

d) (x+1)(3x+2) ) ~(x—4)(x+1). 9.2) S={1};b) S=F. 10.1)a) -2 b)—l )3

l}; c) §=0; d) S=D. 4.a) S={1};

d) —2§ . 11. 5, 20. Indicatie. Aplicati relatiile lui Viete; problema conduce lao ecua‘gle de gra—
dulll. 12.1;3. 13.a) S=C; b) S=C; ¢) S:{—%, O}. 14.2) S={-2,-1,1,2}; b) S=I;

e)S=1{-1, 11;0S={-1,1}. 15.a) Indicatie. Legitatea este x; +x, =5, unde x,, x, sint solutiile
=§, unde ¢, ¢, sint solutiile ecuatiei date.
17.2) S={0}: b) S=T ¢) S=1{0}; d) S={-1}; ¢) S=@. 20.a)1,1,5:¢) -1, 1;d) —%, 0, %
21.a) (t=D(E+1)(#>+2); b) (t=~2)t+2)(¢>+1). 22. Indicatie. Grupati factorii si faceti
substitutia: a) x> —3x=¢; b) x’ +7x=t. 23.a) Indicatie. Cum x* =| x|*, faceti substitutia | x | = ¢.

26. a) Pentru m=0, S={—%}; pentru m=—%, S:{—%}; pentru me(—Z%, +oo)\{0},

ecuatiei date; b) Indicatie. Legitatea este #) —1;

S:{3—\/9+4m 3449 +4m

) e L — O o : o
m , o }, pentru me( , =2 4), S =, b) Indicatie. Cercetati cazurile:

1) m—2=0; 2) m—2#0. e) Indicatie. Cercetati cazurile: 1) m=0; 2) m#0.
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§3. 2.a)1;¢c)-1. 3.a) S=

. b) S=1{-6}; ¢) S:{g}; d) S=03v2). 4.a) S:{sz};

11

2 [ 3
b)S:{—Z%}; C)S:{%}; d) S= { S} 5.2) S={0}; b) S=@; ¢) S=1{0}; d) S=10, 6}.
6.a)S:{8%}; ¢) S=1{0,12}. 7.a)S:{0,3%}; ©) S=@. 9.a) S=Q\{-3}; c) S=Q\ {4}.

10.¢) S=O; d) S={-5}. 12.a) Indicatie. Legitatea este (x—x,)(x—x,)=0, unde x,, x, sint

j;‘ =0, unde x,, x, sint solutiile ecuatiei
2

date. 14.c¢) S= {—5\/5, 0, 5\/5}. Indicatie. DVA: R\{-8, -6, 6, 8}. Numitorul comun va fi

(t* =36)(t> —64). 15.d) DVA: R\{0}. 1) Pentru m—3<0, S =; 2) pentru m —3 =0 rezolvati

ecuatia x+%—3=0; 3) pentru m —3 >0 rezolvati ecuatiile x+i—3:m—3, x+%—3:—(m—3).

solutiile ecuatiei date; b) Indicatie. Legitatea este

2
16. a) Indicatie. Scrieti functia fsub forma f(x)=*+T2XF1=X 1 X 4 pdicaie.
N X +2x+1 (x+1)

(x=1*

. , (3 17 (15,12 1
§4,2.b)S={(0,2,—O,6)},d)S—{(117 —15)}. 3.b)S_{(—ﬁ 32 J} d) §= {( 2)}

6.a) S={(0,~1)}; b) S={ 72, 5%)}; ¢) S={(-1,2)}; ) S={(0,0)}. 7.b) S={(-2,12)};

Cercetati functia f(x)=1+

d) S= {(%, 2%)} 8. Indicatie. Legitatea este x+ y =2,82, unde (x, y) este solutia sistemului.

9.2) S={(2,1)}; b) S=@. 10. Indicaie. a) Efectuati substitutia % —u, % —v: b) efectuati
substitutia S u, 1 _ v; ¢) efectuati substitutia x> =u, 1
x—1 y-1 y—1

13.2km/h. 14. a=5.

=v. 11. 18 km/h; 24 km/h.

§5. 1.1,11. 2.25,10; 10, -25. 4.43cm, 40cm. 6. 160km, 120km. 7. Indicatie. ab=10a+b,

12-2433 1242433
12. 3 R 3 .
16. Indicatie. Alcatuiti ecuatia y* —x” =225 ¢ (y —x)(y+x) =225, unde x — lungimea cate-

ba=10b+a. 10. 20 de ore, 30 de ore. 15. 25,5 lei, 39 lei.

tei, iar y — lungimea ipotenuzei. Descompuneti numarul 225 in produs de numere naturale.
Raspuns: 4 triunghiuri. 17. Indicatie. Fie x, ye€ N'. Rezolvatiin N* ecuatia (x — y)(x + y) = 45.
18. 20 de camioane. 20. 120 m.
Exercitii §i probleme recapitulative

1.b) S= { } d) = { 13%}. 2.b) S={0}; ¢c) S=0; d) S=T; e) S={-1,4}; ) S=0.
3. d) S={-12,15}; ) S={-15,10}; ) S={-8,4}. 4.b) B-X)2X+1); ¢) (4X +1).

5.b) s={—i}; d) S=@ 6.d) S={2 89)}:e) S={(1,2)}: D S={(L5v2; ~5)}. T.b) S={—l, %}

3’2
11.a) S={-2}; b) S= {——}; c) S={-1,1}; e) S={-2}. 13. Indicatie. Aplicati teorema lui

d) S= {— 1, - 1 l} 8. 48 de apartamente de 2 camere si 16 apartamente de 4 camere. 10. 31 lei.

Victe. 14.2) (x—1)’(x+1)*(x* +x+1)*(x* —x+1)*; b) Indicatie. Efectuati substitutia (2x —1)> =1,
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Raspunsuri si indicatii

¢) Indicatie. Efectuati substitutia (x—2)>; d) (t—+2)’(t++/2)>. 16. a) S={(-2,-1)};

3+15v103 —15+34103 , 3-154103 —15-3+4103

¢) S={(-16,5-49,5)}. 19.28%. 20.

26 ’ 26 ’ 26 ’ 26
21. Indicatie. Legitatea este —5=xy; —4=—(x+y), unde (x, y) este solutia sistemului dat.
22. Indicatie. Legitatea este x* +y* =17, unde (x, y) este solutia sistemului dat. 23.b) —1, 1%;
&) =+5,45. 25.a) S= {— I — %; 1; 1,5}; b) S=1{=3, —L1}; ¢) S= {%} 26. Indicatie. a) Fie

x> =u, y*=v; ¢)fie x+y=t, xy=v. 27.Fiulare 13 ani, tata 39 de ani, mama 32 de ani.

Capitolul 5
7

§1.3.a) S=(—00,2); b) S=(—00, 2); ¢) S=(—0o,-1]; d) S :[_§’ +<>o). 4.2) $={0,1,2,3,4};

b) §={0,1,2,3,4,5}. 5. a) S=(—%, 3); b) S=O; ¢) S=[2,5; +eo); d) S=(—<>o, %]

8. a) S=(—00;-0,5); b) S=(3,4o) ¢) S=(3,4). 9. a) s=(%,+oo); ¢) S=0:

d) S=[2,5;+c). 10. a) x€[2,+); b) xe(—oo,%} c) xe(3,10]. 11. a) S=(,4);

c) S=[-2,2]; d) S=(-3,4). 12.25decarti. 13. xe(3,13); 14. 24 de locuri. 15. %

16. b) Sz(—oo,—%]U[g, +oo); ¢) S:(—4,—%). 17. a) ae(=w,2); b) ae (-, 3).

18.d) ae€ (=0, =2). 19. ae (-2, +). 20.a) a€ {-5}; b) ae (-0, —5); ¢) ae (=5, +).
§2. 3.2) S=(—oo, %)U@ +oo} b) = (o0, ~8)U (6, +e0); ©) S=[—%, ﬂ; d) S=IR\{%};
0 S={2k 0 S=R ) 5= QU 4ok 1) S=(=1. 3} ) 5= (o, ~41UL4, o

HS=(3,3:k S= {%}, ) S=R. 4.a) §=(—, =8)U(5, +e0); b) S=[-2,0]; ¢) S=(-6,5);

11

d) S=(-o0, —4)U[-1, +o0); ¢) S=(§, 5]' 5.a) S=(—, -2)U(l, +e0); b) S=[-5, -3];

3
2
8.a) [—1, %:l, b) (=0, =4)U(0, +o0). 9.a) S = (-0, —=2)U(0, 3); b) § =(—co, —S]U[—% , 3:|;

d) S=(=c0; —1JU[4,5; +). 7. a) S=[—1, ]; b) S=R; ¢) S=(-5,4); d) S=2.

) 5= (= U2 35 d) § = 2L OUG ) 9 5=( 5,3} D 5=, -1V,

g) S=[-2,1)U[3, +e0). 10. Da, poate fi decupat. 11.a) S =(——§ , —%:l 12. §=1{2,3,4,5}.

13.2) S=T; b) S=[-5,0]; ¢) S=(1,4). 14.a) xe[-5, )U(L, 6]; b) xe[-10, ~6]U[7, 10].

15.a) S=[1,2]U[3, 4]; b) S=(=3, -)U(-1, 1). 16.b) me (-0, =5). 17.b) ae(O, 1%}

Exercitii si probleme recapitulative
5.-3. 6.2) [—% , 2]; b) [—\/5, @] o) (—% 2]; d) (oo, —1]U(§, +oo} 9.2) S = (~4, ).
10. S:(3 5) 11. S=(—c0, —6) U{-1}U(2, +o0). 12.Nu existd atare valori. 13. ae(—eo, =3]1U[l, +e0).
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Geometrie

Capitolul 1
§1. 5.36° 144°,144°. 6. a)45°,45°; b) 75°,105°% ¢)9°,81°; d) 70°,70°. 9.30°. 10. a)0,625;

2 5 4 7 1 4 1 4
b)2=. 11.a) =; b) —; ¢) —; d)4,2. 12.a) 2—;b) —; ¢) 2—; d) —. 13. a)9,6 cm; b) Scm.
) 3 a)9 )7 0)16 ) a) 3 )7 c) 3 )11 a) 9,6 cm; b) S5em

14. 15.
2cm 4cm 6cm 3cm 6cm 4,5cm

17. 11 ori. 21. Indicatie. Utilizati egalitatea % = % —%.

§2. 1. a)Da; b)nu; ¢)da; d)da. 3. a) 62 cm; b) 244/5 cm. 4. m(£A)=40° m(£LB)=20°
m(£C)=120°. 8. a)37 cm; b) 72 cm; ¢) 78 cm. 9. a) 78°5°6”; b) 154°54’53"; ¢) 72°4’4”;
d) 69°25’4”. 10.10 cm; 12 cm; 10 em; 12 cm. 11. a) M, (3; 0); b) M,(=0,4; 0). 12. a) (3-+7) em;
b) (3v2 —24/3) cm. 13. a) 15cm; b)Sem. 14. 2)90°, 130°, 140°; b) 70°, 145°, 1452 ¢) 100°, 110°, 150°.
15. a) PM=12cm, PN=15cm; b) AP=26 cm, BP=2y7 ecm. 16. 55° 125°, 125°.
17. 70°, 70°, 110°, 110°. 18. a), b) m(L4)=m(£D)=75°, m(£B)=m(LC)=105°.
19. a) m(£4)=m(£B)=90°, m(LC)=120°, m(LD)=60° b) m(LA)=70°, m(LB)=110°,
m(£C)=m(£D)=90°. 20. intre sirurile din b) si intre cele din d).

21.a) | 4 6 10 12 9 b) | 02 1 1,8 2 32 24
12 18 30 36 27 1 5 9 10 16 12

22.2a) 65;b) 90. 23. 1843 cm. 24. a) 60°, 60°, 120°, 120°; b) 6 unghiuri de 60°. 25. 15 cm.
26. 18 cm. 27. a) 30°, 30°, 120° b) 12 cm. 28. 34 cm. 29. 80 cm. 30. a) D (-3; —4);
b) D (2;-3). 31.4. 32. AB=10cm, AH=6,4cm, BH=3,6cm, CH=4,8cm. 33. 5cm.
34, AB=9cm, AC= 93 cm. 35. 13cm sih=12cm. 36. 60°,60°,120°, 120°. 37. AB=15cm,
BC=25cm. 38.26cm. 39.2cm. 41. 30 cm.

Capitolul 2
§1. 4. a)8cm;b) 7cm;c) 2410 cm;d)2cem. 5. a)l2cm; b)Scm; c) 15cem. 6. a) Secantd

cercului; b) secanta cercului; c) tangenta la cerc; d) secantd cercului; e) exterioara cercului.

7. R=10cm, AC=103 cm, BM =5 cm. 8. a)13,7cm; b)3,(4)cm; ¢) 8§cm. 9. a) Secantd

cercului; b) secanta cercului; c) exterioara cercului; d) tangenta la cerc. 10. a) 3 cm; b) 5 cm;
2 2

o) VA —a”
2

b) M e Int AABC; c)daca r>2, atunci M € Int A ABC; daca r =2, atunci M € €(0O, 2); daca

0<r<2, atunci M € Ext AABC. 18. 20cm. 19. 10cm. 20. 7cm. 21. 7.5cm. 22. /15 cm.
24. a) 1; b)30; ¢) x> +y>. 26. (12++/11)cm. 30. 20 cm sau 40 cm. 31. 8 cm, 15 cm.

a

11.a) 10 cm; b) 1,5cm. 12.60°. 15. 30°. 16. 12cm. 17. a) M € Int A ABC;
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Raspunsuri si indicatii

§2. 2.a)45°% b)90°; ¢) 125°. 3. a) MN=KL; b) MN <KL; c) MN =KL. 4. a)44°; b) 152°;
) 17°30%; d)80°. 5. a)120°; b) 72°; ¢) 36°; d) 30°; €) 30°; ) 15°. 11. Patrat. 12. Dreptunghi.
13. a) 50°; b)40°; ¢) 65°. 14.Oora. 15. 40°. 16. 90°, 120°, 60°,90°. 17. 180°,90°, 60°, 30°.
18. 18,5cm. 19. a) 3 coarde si 6 arce. 20. Masurile arcelor vor fi egale cu 10°,30°, 60°, 70°, 80°,
110°. 21. a) 90°; b) 35°; ¢) 55°; d)20°. 22. a) 120°; b) 150°; c) 24°; d)210°. 23. 6 cm.

2. 1635

cm. 25. 80°sau 100°. 26. 204/3 cm. 27. 17cm. 28. a) 64°; b) 117°; ¢)48°; d)57°.

33. 18,75 cm. 34. @ cm

§3. 3. a)36cm; b) 54cm. 4. a) 50°; b)30°; ¢) 160°; d) 60°. 5. a)52°,62°,66°; b)35°,70°,75°.
6. a) 2,5 cm, 6,5 cm, 5,5 cm; b) 5 cm, 9 cm, 8§ cm. 7. a) Ascutitunghic; b) obtuzunghic;
c¢) dreptunghic; d) dreptunghic. 8. AM =18 cm, BK =7 cm. 9. a) 36°; b) 70°; ¢) 110°; d) 75°.
12. a),c)—da; b),d)—nu. 13.5cm. 14. a) 75°, 52°30’, 52°30"; b) 68°, 64°,48°; ¢)37°,71°,72°.
16. a) 100°, 20°, 60°; b) 50°, 84°, 46°; ¢) 92°, 76°, 12°. 17.5 cm, 5 cm, 6 cm. 19. /130 cm.
20. 247 em.

Exercitii si probleme recapitulative

3.5cm. 4.6cm. 5. 2413 cm. 7. a) 60°% b) 17°% ¢) 67°. 9.a) 6 cm; b) 447 em. 10. a) 12 cm;
b) 0,5 cm. 11.a) 52° sau 128°; b) 74°% ¢) 46° d) 61°. 12.a) 30% b) 150° c) 270°. 14. 42 cm.
16. AM = (32 +2317) cm; BD =2+/34—334 cm. 17.8,125cm. 18. 3413 cm.

19.2) m(£4) =115°, m(£B) =40°, m(£LC)=25°% b) m(£LA4) =120°, m(£LB) =37°, m(£LC) =23°.
20. a) m(£A4) =94°, m(£B) =106°, m(£C) =86°, m(£LD) =74 b) m(LA)=97°30", m(£LB) =140°,
m(£C)=82°30", m(£D) = 40°.

Capitolul 3

7.a) 7,3 cm, 2,5 cm; b) 1172 cm, 5v2 cm; ¢) 2 cm, lcm; d) 16 cm, 2 cm. 8. 17 m.

9
11.a) ./ =2/110 cm?; ¢) ./ =10V/11 cm®. 12.) o/ po= el ;yy=49,5 cm’; oy = ilyyy =36 cm’;
b) oA o =y =87,5 cm’; oA e = ey =50 cm’;  ©) oA o =l g =53,25 cm?;
il e =ilpey =45 e’y d) e =ik =22 oMyl e =y = 42\/_ 4 m?.

15. 8lcm®.  16. 42 cm. 17. 52cm®. 18, 4rm>.  19. a) 2443 cm’; b) 32J§ cm’;
c) 80sin36°cm’.  20. a) P=48cm, ./=144cm’; b) P=362 cm, ./=162 cm’;

¢) P=4acm, ./ =a’ cm’; d) P=2xy2 cm, Ly/=xz—2 cm’.  21. a) De 9 ori; b) de 49 de ori;
c) de n® ori. 22.a) De 2 ori; b) de J10 ori; ¢) de 411 ori. 23. a) De 4 ori; b) de 25 de ori;
c) de % ori. 24. 99cm’. 25. 63cm’. 26. 216cm®.  27.27%. 28. (1444/2 —96) cm’.
29. a) 400g; b) 2100 g. 30. 48 cm’. 31. 15cm’. 32. 900 cm®. 33. 13 cm. 34. 70 cm’.

3S. M 36. P=128cm, ./ =480 cm’. 37. 135 em®. 38. Iniltimea corespunzitoare
2(m+n) 2 ’

bazei triunghiului ABC. 39. 7 m. 40. 6 cm®>. 41. 294 cm’. 42. 170 cm®. 43. 3’”2%'
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Capitolul 4
§1. 3.b). 4. /=54cm’, ¥ =27cm’. 5. ¥ =64 cm’, /=96 cm’. 6. ./ =24 cm’, ¥ =8 cm’.
7. 2710 9. 150cm®.  10. 8cm’. 11. 72 kg. 12. 63 cem.  13. 3(2++3)cm.
14. a) 43 cm; b) 442 cm. 15. ./=1536 cm?, 7 =4096 cm’.

16. a) b) c)

Y-———f---
Y--=-fF---

2 2 /
B ’ 2
/ .
, 2

/)

A .

§2. 4. ./=2l4cm’, 7 =210cm’. 5. . =156cm?, ./ =236 cm®, d =55 cm.
6. 188cm’>. 7. 960cm’. 8. ./=96cnt, ./=126cnt. 9. ./ =126cm>, 7 =633 cm’.

10. ./ =363 cm®, ./ =443 cn’. 11, 18cm’. 12. ./ =(96+32+/3) cm?, 7 =644/3 cm’.

1. %

omt. 14, ./ =(105+5043) enr’, 7 =# em’. 15. /7 cm. Indicatie. Daci x, y, z sint
dimensiunile paralelipipedului, atunci \/m este lungimea diagonalei. 16. ./ =112 cm’,
o/ =144 ¢cm®, 7 =112 cm’. 17. 200 cm’. 18. .4, =288 cm’, ./, =360 cm’.

19. 1943 kg~3287 kg, 20. ./ =290 cm®, 7 =300 cm’. 21. . =128 cm®, ./ =160 cm’.
22. ./, =90 cm?, ./, =(90+274/3) cm?, rzg em’. 23. 21643 cm®. 24. 1204/3 cm’.
25. b). 26. 160cm’. 27. 19%. 28. 3645cm’. 29. 10em”.  30. ./ =120 cm’,

A =(120+1243)em®.  31. 12m’. 32, 1,2 cm. 33.a) 2438 cm; b) 248 cm’.
34.a) ./, =288y/3 cm?, ./, =32(9/3 +2) cm?, 7 =384+/3 cm’; b) 24 cm.

35. ./ =(324/3 +144) cm®, 7 =96+4/3 cm’.

§3. 1. 45cm> 2. ./ =45M3cm’, /=723 cm’, ¥ =363 em’. 3. 9cm’.
4. +/ =(363/3+72) cm?, 7 =243 cm’. 5. 6343 cm’. 6.b). 7. icmS 8. ./ =60 cm’,
V=48 cm’. 9. ./ =360 cm’, ¥ =400 cm’. 10. ./ =100 cm’, 'Z”=36\/§ cem’. 11. . =80 cm’,
A =144cm*, 7 =64 cm’. 12, ./ =(243+48)cm’, 7 =163 ecm’. 13.2) #=24m,
4 =144m*, ./=180m’; b) #=52m, ., =520m’, /=20m; ¢) #=36m, a=9 m, ./=369 m’;
d) a=11m, [=18m, ./=517m’; ¢) a=8m, #=32m, [=22m. 14. ./ =602 cm’.
16.6cm. 17. (4843 +96) cm’. 18. 432\/_ em’. 19. /5. 20. .4, =15047 cm’ r:@ cm’.

21. ./ =384 cm®, 7 =384 cm’. 22.a) ./ =1643 cm®, 7 =% cm’; b) 5. 23. 644/3 cm?.

§4. 6. 24cm. 7.5cm. 8.7cm. 9.20cm. 10. "2579 cm. 1l.4cm. 12,16 cm®. 13.25cm.

14. 4 cm. 15. Nu, deoarece prelungirile muchiilor laterale nu sint concurente in acelasi punct.
16. 343 cm.
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Exercitii si probleme recapitulative

1. a) 720% b) 1080°; c) 1440°. 2. 10\E em. 3. @cnﬁ 4. o =232cm’, 1 =224 cm’.

5. /=216 cm>. 6. ./=96cm>, 7 =323 cm’. 7. ./ =24cm’, 7 =123 cm’.
8. a) ./ =594 cm’, ¥ =810 cm’; b) 5625cm’. 9. &/,:16\/5 cm?, 7 =83 em’.

10. a) 44/3 cm; b) 192 cm’. 11. %cm. 12. h=3,75cm, ¥ =281,25 cm’. 13. g cm’.

14. 1224cm’.  15. 252cm’.  16. AB=4y2 cm, 7 =128J/2 cm®. 17. 148 cm’.
18. d =311 cm, ./ =190 cm®. 19. ./ =(18y/3 +288) cm®, patru diagonale de 24/43 cm si

doud de 413 cm.  20. . =940cm?, 7 =4200 cm’. 21. ./ =163 cm?, 7’ _8‘/—
22. a) 18 cm; b) /10 cm; ¢) 108;/5 cm’. 23. 8\/_ cm. 24. \/1_ m’.

Capitolul 5
§ 1. 3.a),c)Da; b)nu. 5.a) /=150 cm’, ¥ =250 cm’; b) ./ =67 cm’, 7 =21 cm’;
¢) .«/=0,96m cm’, 7' =0,1287 cm’. 6. ./ =130 cm’, ¥ =200 cm’. 7. 967 cm’ sau 727 cm’.

8.a) /= (192\/§+288) cm’, 7 = 1152\/_ cm’ sau 19/:(192\/§+2r—6)cm2, 7’:% cm’;

b) 19/:(100+5?0)cm2, 'Z”z% cm’; ¢) a/=(%+@)cm2 7= 1024 cm’ sau

V3 73

o =| 128,256 cm?, y =024 5 9, 4oz em’. 10 a) 60 cm’; b) 8cm?; ¢) 2x*4/3.
3t 3 3n

11. a) 1927 cm’; b) 36327 cm®.  12. a) 375 kg; b) 60,8 kg.  13. 667 cm®.  14. A doua.

15. ./ =125z cm?®, ¥ =187,57 cm’. 16. ./ =130 cm®, ¥ =200z cm’. 17. 4 cm.
19. 1350 cm’.  20. 1242 cm, =48%. 21. 22 de piulite, 17 % din volumul bazei se pierde.
22.De8ori. 23.De 242 ori.

1
2. 5. .« =24rcm’, ¥ =36mem’. 6. ./ =312wr cm’, ¥ =1440r cm®. 7. cm.
; , Jox

8. 24105 cm’. 9. Lz/_g‘/_n(4+\/_) em?’, 7 —567\/_71' em’. 10. .o, =y R* +4S*, 7 =27RS.

3
11.25ml. 12. .4 :%\/dZmSWSZ, r:%fj’z 13, 7 =t b em’. 14, 247 e’

15. 1257 cm’. 16. 256w cm®. 17. 384w cm’. 18. 10567 cm’.

§3. 6. R=50cm,r=6cm,h=117cm. 7.10cm. 8.40cm. 9.12cm. 10.6,5cm. 11.8,5cm.
12.13 cm. 13.10,57 dm’. 14.2 cmsi4cm.

§4. 5.a) 8 cm; b)24 cm; c) 4 cm. 6. 6400r km. 7.a) ./ =1447 cm®, ¥ =2887 cm’;
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Raspunsuri si indicatii

b) .,426%71: cm’, l%n em’; ¢) «/=1087 cm’, ¥ =108\37 cm’. 8. a) 81z cm’;

b) 1807 cmz; ¢) 0. 9. Unui bdiat. 10. a) 33647 cm’; b) 5476w cm’. 11. a) 43 cm’.
12.2)

2f

Exercitii si probleme recapitulative

3. =(20\/E+%)Cm2, 14 =# cm’. 4. .o/ =15,75w cm’, 7”—£n cm’. 5.6 cm.

6. 1 =331 cm?, 7 =367 em®. 7. a) 200*/— o) 20 sz 8 Memt 9. L

N E 5
10. Cazul L. .4, =707 cm’, 7 =175z cm’. CazulII. .«/, =70 cm’, 7 =2457 cm’. 11. Masa bilei
este mai mare. 12. 647?/5 em’. 13.2 cm. 14. 7 cm. 15. Nu. 16. %cm3 17. Sfera.

18, =108 o, 1 =20 e 1o, .¢=(169+@}cm2, y 2198,

3

20.90°. 21.60°. 22. 1

a’m. 23.13 cm. 24.a) 256w cm’; b) 256w cm’.
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Cuprins

Algebra

Capitolul 1. Recapitulare si completari

§ 1. Multimea numerelor reale ................... 4
§ 2. Operatii cu numere reale ..................... 10
§ 3. Puterisiradicali ........ccoeeveevieniieennnnne. 14
Exercitii si probleme recapitulative ..... 19
Test SUMALTV .......c..cooeveeencnceenineeneenens 21
Capitolul 2. Functii
§ 1. Notiunea de functie. Recapitulare si
COMPIELALT ..o, 22
§ 2. Functii numerice. Recapitulare gi
[0 )0010) 11 R 25
§ 3. Functia de gradul IT ...........ccocvvennneene. 31
§4. Functia /: R>R, f(x)=x" .. 49
Exercitii si probleme recapitulative ..... 51
Test SUMALTV .......c.ccoereeneneenieneenieeanen 54

Capitolul 3. Polinoame si fractii algebrice

§ 1. Monoame. Operatii cu monoame........ 55
§ 2. Polinoame. Operatii cu polinoame ...... 59
§ 3. Impartirea polinoamelor ...................... 67
§ 4. Radacinile polinoamelor ..................... 72
§ 5. Operatii cu fractii algebrice.

Recapitulare gi completari .................. 74
Exercitii si probleme recapitulative ..... 79
Test SUMALTV .......cccovereeneneininiinieenns 80

Capitolul 4. Ecuatii. Sisteme de ecuatii

§ 1. Ecuatii de forma ax+b=0, a, be R.
Recapitulare gi completari .................. 81

§ 2. Ecuatii de gradul II cu o necunoscuta .... 85

§ 3. Ecuatii rationale ..........ccecveveieenennnn 92

§ 4. Sisteme de ecuatii ......coeeveveeeeenennenn 95

§ 5. Rezolvarea problemelor cu ajutorul

ecuatiilor si/sau sistemelor de ecuatii .... 99
Exercitii si probleme recapitulative .... 103
Test SUMALTV .......ccceveereariniaenieeaee. 106

Capitolul 5. Inecuatii. Sisteme de inecuatii

§ 1. Inecuatii si sisteme de inecuatii
de gradul I cu o necunoscuta.
Recapitulare si completari .................
§ 2. Inecuatii de gradul II cu o necunoscuta.
Metoda intervalelor .............cc.cceenee.
Exercitii si probleme recapitulative ... 121
Test sumativ
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Geometrie

Capitolul 1. Recapitulare si completari

§ 1. Puncte, linii, plane, unghiuri ............. 124
§2. Poligoane .........ccceevvevueiieiieieieenns 130
TSt SUMQALTV ..o 140
Capitolul 2. Cercul
§ 1. Recapitulare si completari ................ 141
§ 2. Unghiuri inscrise 1n cerc................... 148
§ 3. Cercuri inscrise. Cercuri
CITCUMSCIISE .vvnvneeneenienieeieieeeeeeeenene 154
Exercitii si probleme recapitulative ... 160
Test SUMALTV .........ccoevceeneecriniienenncne, 162
Capitolul 3. Arii
§ 1. Notiunea de arie ........ccceceeeeerennenne. 163
§ 2. Ariaparalelogramelor ....................... 163
§ 3. Aria triunghiului .......ccoooeverieeieiennns 166
§4. Ariatrapezului ........coocerieiiiiiiinns 167
§ 5. Aria poligonului regulat. Lungimea
cercului si aria discului ..................... 168
Exercitii i probleme........................ 169
Test SUMALTV .......c.ocoeveeneniiniieecnn, 173
Capitolul 4. Poliedre
§ 1. Poliedre ......cccooeveeeiveniieiieieeee 174
§2. PriSMa ...cveeovieiieeiieciieeieeee e 177
§ 3. Piramida ..........ccoevvivieviiiieieeieieeis 185
§ 4. Trunchiul de piramida ..................... 191
Exercitii si probleme recapitulative ... 195
Test SUMQALTV .....cueeeeiaeieeeieeens 197
Capitolul 5. Corpuri rotunde
§ 1. Cilindrul (circular drept) .................. 198
§ 2. Conul (circular drept) ..........cceevvennees 204
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Exercitii si probleme recapitulative ... 215
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